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RESUMEN:

Se presenta ia solucion para regimenes estacionario y transitorio de una
membrana por elementos firitos {(E.F.) con rno liredlidades cibicas. Es
aplicado el método de escalas miltiples de primer orden a los casos de
excitecion modulada de tipo periddica de baa y aita  frecuencia y
exciracion impulsiva. Posteriormente se muestra la dependencia de la
respuesta no lireal cor la existencta de combinaciones resonantes.
Finaimente se estudia la presencia de resonancias internas y s repercusion
en la respuesta no linedi.

ABSTRACT :

The solution for stationary and transitory states of a membrane by finite
elements with cubic nonlinearities is presented. The method of multipie
scaies of the jirst order in the cases of amplitude modulated periodic
excitation of low and high frequencies and impulsive excitation is applied.
The existence of resonant combinations, showing the dependence of the
nonlinear response is considered subsequently. The presence of internal
resonances and their repercussion in the nonlinear answer is studied finally.

INTRODUCCION :

Se obtendrd la respuesta de una membrana por elementos finitos (E.F. ) aplicando el
método de escalas multiples (E.M.), en su version de expansion de derivadas [1]
Serén apiicadas excitaciones del tipo camparna en las formas periddica de alta y
baja frecuencia, y también excitacidn impulsiva. Las soluciones tendrdan validez para
regimenes transitorio v estacionario. De la comparacion corn la respuesta iineal
exacta (L.E.), se extragrdn cigunas observaciones referidas a particuiaridades de
{E.M) para aproximaciones de primer orden con esa clase de carga.

An referencia [2] se explica la importancia de realizar un andlisis no lineal cuando
se estd aplicarndo una excitacion multifrecuencia, debido a la presencia de alguna
combinacion resonante. Se observare ademds gue, la respuesta ne lineal depende de
los valores de ias frecuencias apiicadas.

Otro obgetivo, es determinar los modos presentes en la respuesta no lineal, después de
incorporarse en la formulacion los términos de la totalidad de combinaciones lineales
de uno ge los patrones de resonancia interna.
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MODELO :

Se trata de una membrana de dieciséis grados de libertad discretizada por elementos
Jinitos (E.£,) [3]y [4 1. usando elementos rectanguiares de cuatro rodos. Bl material
es eldstico lineal homogéneo ¢ isotropo. Bl amortiguamiento es viscoso de matriz
diagonalizable. Presenta no linealidad 8eométrica debida a grandes rotaciones en el
Pplano medio, lo cual origina Juerzas restaurativas que dependen de desplazamientos al
cubo. La excitacion es rmultifrecuencia de 5 términos, periddica o del tipo pulsante,
con jorma de campana en alguno de los casos considerados. Dos situaciones distintas
Se fratan . excitacidn fierte no resonante Y combinacidn resonante del
tpoQl+ Q2+ Q3 = gext + w(ns) . Seincluyen en el andlisis no lineal la totalidad
de modos naturales de lq estructura, pero solo se consideran las resonancias internas
de la forma —~w(a) - w(B)Y+ w(y)+w(d) = a2

ECUACIONES :

Ura vez discretizada la membrana por ( B F) se lega al sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales si guiente :

MPX7+CYX7 +al” X7 4 g37% x 7 y 2 yo =F'(t (D
que en coordenadas modales toma ia forma -
Y, +2u, ¥, + Wi + Do ¥, ¥, = F,(2) (2)

ADIMENSIONALIZACION :

Tomando como magnitudes caracteristicas Xe y Wo de amplitud ¥ Jrecuencia angular,
stendo ellas elegidas como el ancho de la membrana y la primer frecuencia natural
respectivamente, y agrupando términos, las ecuaciones en forma adimensional se
pueden escribir :

P+ Wi =— e [ 2u,%, + L 0B, ¥, |+ E, (D) 3

donde €, es5 ¢! parémetro de perturbacion, que agrupa los términos de
amortiguamiento y rigidez cubica que tienen el mismo orden en el modelo [5 } .

EJEMPLO NUMERICO :
El valor del parémetro de perturbacion, las frecuencias naturales, el vector de

amortiguamiento, y el tensor de rigidez cibica de cuarto orden de las ecuaciones (3),
se obt:eren a partir de los datos de fa siguiente Tabla :
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Tabia I Valores numéricos : geometria ¥ material.

|_a (ancho) 26 _m
| b (largo) 201 _m.
h (espesor 001 m
p (densidad) 2690 Kg/m**3
| £ (mod_ elast,) 68.6 x 109 N/m**2
7 (coef. Poisson) 0.3 adimensional
& (coef. amortig.) 0.1 adimensionaf
€ (parémetro de perturbacion) 0.1 |

Respuestas a excitaciones periédica de alta y baja frecuencia, ¢ impulsiva :

Se aplica a la membrana una excitacién fuerte no resonante del tipo campana periddica
que no produce resonancias secundarias nj combinaciénes resonantes (C.R.). Se hace
que la frecuencia de excitacién de menor valor, sea mas grande que la frecuencia natural
maxima. El periodo adimensional de la excitacién es de esta forma pequefio e igual a
0.000299. Los valores numéricos de cada uno de los cinco términos se encuentran e
Tabla 'y su grafo en Figura 1 :

Tabla I1. Amplitudes, frecuencias, Y fases de cada término de la
excitacion periodica de alta frecuencia.

L1 2 3 4 s ]

X |500.0000 _ [250.0000 | 250.0060 | 5000000 500.0600 |
Q@) |209877.0 2308647 _ |188389.3 | 0.000000 | 29987 7p i
| 6) |0.000000 (3141593 (3141593 | 0.000600 3.141593 |

Excitacién campana periddica de 5 términos en alta
frecuencia no resonante.

Amplitud x 10*6

800 ;

Tiempo x 106

Figura ] : Exdtacién campana periddica de aita frecuendia,

En las siguientes dos figuras se observa que en ambos regimenes, [as respuestas L. E.
5 por EM. son, en los graficos. coincidentes. L diferencia numéricea es pequefla. Parg
obterer la Figura 2, se tomaron condiciones iniciales no nulas,
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Respuesta del modo 1 en régimen transitorio porEM. y
por L.E. a excitacion campana de alta frecuencia y
condiciones iniciales no nuias.

35000000
30000000
25000000
20000000
15000000
10000000
5000000

04 ;
0 001 002 003 004

Tiampo —— Saris1
—— Seria?

Figura 2 : Respuesta del modo ! para régimen transitorio por E.M. y LE.

Posdiciones x 10~10.

Respuestas por EM. y L.E. an régimen estacionario,

17055000
17050000

Posicione s x 1010,

26409 2E+09 2E+08 2E+09 2E+9 2E+08 26408 28408

Tiampo x 10*10. —— Serig!
—— Sarig2

L =~ "}

Figura 3 : Respuesta del modo! para régimen estacionario por E.M. yLE

En la dltima figura, el ancho de la base de cada pico, es el mismo que el de cada
campana de la excitacidn. Las frecuencias més altas ro aparecen visiblemente en ellq.
Manteniendo los mismos valores numéricos de Tabla II, pero tomando sélo el
intervalo (0.0 ; O 000299}, es decir lg primer campana, la excitacion es de caracter
impulsivo
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Amplitud x 10°6.

Excitacién campana impulsiva de 5 términos no
resonante,

Tlempo x 10™8,

| Sy
Seriet

Figura 4 : Excitacion impulsiva de amplitud modulada.

La respuesta del modo ! por EM. es muy parecida a la respuesta L.E. cugndo esté
aplicada la excitacion impulsiva anterior, 1o cual se observa en Figura 5:

Posiciones.

Respuesta por EM.y L.E del modo 1 para excitacion

impulsiva.

Tiempo.

——— Serigt

~— Serig?

Figura 5 : Respuesta del modo ! a excitacidn impulsiva.

Ahora aplicamos una excitacion periddica de la misma
2, pero con frecuencias levemente menores a e las n

estan en la siguiente tabla :

Jorma de la que esté en Figura
aturales del sistema Los valores

Tabla II1. Amplitudes, frecuencias, y fases de cada término de la excitacion periodica
que produce una combinacion resonante.

1 2 3 e 5
K0 4333. 564 2166782 2166.782 4333.564 4333. 564
(1) 182.2373 200.461 164.0135 0.660000 1822373
() ,' 0.600000 3.141593 3.141593 0.000000 3.141593
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La respuesta es practicamente coincidente para EXL, L.E. y Runge Kutta RK. No se
reconoce bajo este tipo particular de excitacion, el beneficio de obtener una respuesta
no lineal. Los resuitados se ven en Figura 6.

Respuesta del modo 1 a excitacién que produce
combinacion resonante, segin EM.,L.E., yR.K

Qg7
006 4
005 4
@
] o004
foon]
& T
a 001 §
0+
001 & — Sanet
Tiempo, —— Saria2
Seriad

Figura 6 : Respuesta del modo | a excitacidn periddica que  satisface combinacion
resonante por EM., RX, y LE.

Respuesta no lineat y respuesta linealizada, Influencia del valor de Jrecuendas y
Sases intervinientes en fa carga aplicada, cuando existen combinaciones resonantes

deilaforma Q1+ Q2+ Q3 =c.oext + w(ns).

Al examinar la diferencia entre las respuestas no lineal y linealizada con los valores
de Tabla IV, los cuales no conservan la Jorma de campana que tenian las anteriores
excilaciones, pero mantienen la misma condicion resonante, se tiene :

Tabia IV Amplitudes, frecuencias, y Jases de cada término de la excitacion periddica
que prodiice una combinacion resonante.

{

{ I 2 3 4 s

0 92520.53 19252053 9252053  |92520.53 | 0.00600
Q) 54171180 | 54171180 |4383694  |438.3694 | 0.00000
a6y 0.000100  |3.141593  [_1.847147 |2.671451 | 0.00009
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Excitacién muitifrecuencia de 4 tsrminos en funcién del
tiempo. Amplitud mdxima 2136,561964.

-1000000co0 B
-200000000G 4

3000900000 -,
g 2000000000 4
o 1000000000 §
3
hd 0
2
é

e
3000000000 L4

Tiempo x 10~6 . Sened

Figura 7 : Excitacion periddica rudtifrecuencia que satisface combinacion resonante.

El siguiente cuadro muestra la respuesta de la membrana a la excitacion

multifrecuencia de 4 términos del gréfico anterior, cuando la formulacion por EAM
ha sido linealizada .

Posicion del modo 1 en funcién del tiempo.(ns=1),
(nmod=16).Excitacién multifrecuencia de 4
términos.Respuesta Linealizada.

Posicion x 106 .

Tiempox TS, (5w

Figura 8 :  Respuesta linealizada def modo I a excitacion de Tabla IV que produce
combinacion resonante .

La respuesta no lineal por M., en cambio, tiene una amplitud aproximadamente
cuatro veces mayor para el intervalo correspondiente a régimen estacionario:
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Pasicion en funcién del tiempo para el modo 1. {ns=1},
(nmod=16). Excitacién multifrecuencia de 4 términos.
Respuesta No Lineal.

150000 1
? 100000 4 g
e 50000 i
c 0
5 :
5 -50000
bl
& -100000 |

-150000

Tiempo x 1076 .
Figura @ :  Respuesta no lineal por EM. del modo ! a excitacién de Tabiq IV gue

produce combinacion resonante .

Esta respuesta  representa mejor el movimiento reai, y Justifica el tratamiento no
lineal. En su obtencion, Jue incluida la combinacion resonante dentro de la
Jormulacion. Formalmente la inclusion implica el agregado de dos términos en las
ecuaciones que gobiernan la amplitud Y fase. Uno de la forma de una excitacion
primaria de frecuencia Q1+ Q2+ Q3 yqe amplitud sk, y otro constante.

St formamos una nueva excitacidn, modificando las frecuencias y las fases, pero
manteniendo constantes el valor sk, y la condicion
Q1+ Q2+ Q3=c.cext + w(ns), se tiene la Tabla V Luego de aplicar la
excitacion nueva, se observa un crecimiento de importancia en la amplitud de la

respuesta no lineal. La tabla y los gréficos que ilustran lo mencionado, se ven a
continuacion.

Tabla V. Excitacion periddica que resulta de modificar frecuencias y Jases de la tabia
anterior.

{1 2 3 4 5
£(@) 117756.9 11177569  |117756.9 1177369 0.00000
16) 182,2373 182.2373 182.2373 182.2373 0.606000
E?(i] 0.00001 3.10000 1.556796  [-1.560796 | 0.00000
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Excitacién multifrecuencia de 4 términos en funcién del
tiempo. Amplitud mdxima 2139.185132.

3000000000

b
1l

Amplitud x 106 .

~2000000000 4
-3000000000 L

Tiempo x 1076 . ——— Seret}

Figura {0 Grafodela excitacion definida en Tabla V.

Posicién en funcién del
tiempo.(modo=1){ns=1),(nmod=18}.Excitacién
muitifrecuencia de 4 términos Respuesta no lineal.

200000 1~

100000 A

D

-100000 4

-200000

Posicién x 1046 .

-300000

Tiempo x 106 . ——— Senel

Figura 11 : Respuesta no lineal por E.M. del modo 1 a excitacion de Tabla V.

Se visualiza entonces una dependencia de la respuesta no lineal, con los valores de las
Jrecuencias de la excitacion sin modificar la condicion resonante, ni la amplitud de la
eXCitacion primana que esth presente en la formulacion. Las amplitudes maximas de
‘as excitactones de Figuras 7 y 10 difieren en un .00/ %, mientras que sus respuestas
de Figuras 9 y 1! difieren cercanamente al 25%. Es decir que, en las condiciones
erunciadas, variar la jorma de la excitacion manteniendo su amplitud mdxima

aproximadamente constante, ocasiona significativas diferencias en la respuesta de!
Sistema.
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Resonancias Internas def tipo : —w(Q)—w(ff)+ wy)+ W) =eo2

Fueron detectadas once combinaciones lineales de las frecuencias naturales del
Ststema lineal no amortiguado que satisfucen la condicion anterior.

Tabia VI. Onee soluciones de lq ecuacion -w(a)- W(ﬂ)+ W(}’) + W) =co2

k a (k) B (k) |y (k) s (k)
[1 ! 2 13 14
2 J] 3 4 i1
E ! [4 6 14 ]
4 2 4 6 13
3 2 8 10 16
6 3 [4 8 10
7 3 6 11 4
3 {4 5 9 12
9 l4 6 7 9
10 [7 13 14 is ]
[27° [ 10 11 12 13 i

Con una excitacién diferente

para cada mode de manera que se cumplan las

condiciones de la Tabla VII, se asegura que cada excitacidn es, desde el punto de

vista de la formulacion, equivalente a una excitacion primaria.
también se conserva la forma y ampli

Tabla VII. Valores para excitacidn primaria equivalente.

tud mdxima de la carga aplicada:

Por otro lado

ns {nim. de modo exc.) {,3,34,..,16.
k , 10000.
5 {amplitud de exc.)
Q 1 + Q 2 + Q 3 {frec. deexv_) wins)+5
o 50.
ext (Factor desafinador)

se resuelven las ecuaciones que gobiernan la variacion de amplitud y fuse como

consecuencia de aplicar  EM. con aproximacién de
que satisfacen A+ R +Q3 =02 +wins) |

régi

primer orden y con frecuencias
obteniéndose como amplitudes en

men estacionario para cada modo a los valores af{i,ns). lLos resultados se
pueden sintetizar en la forma :

a (l’ nS) = 51,115 factor(l)

con
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donde O, ;. es el deita de K ronecker. Los valores numéricos adimensionales no nulos

de factor{(i) x10°, estan en Tabias Vili y [X

Tubla VI Valores de wmplitud en estedo estacionario de modos [ al 3.

i / 2 3 4 's 6 7 8
74486 40796 136974 37912 127780 | 22230 47322 32006
Tabla IX. Valores de amplitud en estado estacionario de modos 9 al 16
i g 10 1 {2 13 14 45 16
20781 27734 26274 [22320 123598 126720 18855 15642

Cuando es excitado ef modo “ns ', los restantes se anulan en regimen estacionario, en
las condiciones dadas. Bn los siguientes grdficos se ven respuestas tipicas de amplitud

en funcidn del riempo para el modo excitado, y para otro que no lo es.

Amplitud de Respuesta de} modo 1 en funcién del
tiempo. (ns=1), (nm 0d=16). Excitacién Campana de §
términos no Impulsiva.

. 120000
¥ 100008
2 80000

-
s
2 3
g 20000

0

1] 1000 2000 3000 4000

Tiempo x 10+5.

Figura 12 : Amplitud del modo excitado en regimenes transitorio y estacionario.

Amplitud de Respuesta del m odo 18 en tuncién del
tempo. (ns=1), (nmod=16). Excitacion Campana de §
términos no impulisiva.

100gg T

8000 j L
3000 &0
4000 4

2000 +

0
-2000

Amplitud x 106 .

HUT T S UOREE Y Y T. iiggho

Figura 13 Amplitud de un modo que ne es excriado en ambos regimenes.
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£n la primer figura, correspondiente ai modo excitado, ademds de visualizarse dos
regimenes transitorios { por aparicion y desaparicidn de la carga apiicada), se
observa un intervalo de tiempo asociado af régimen estacionario en el cual la
amplitud es constante. La segunda figura muestra la participacion del modo no
excitado en régimen transitorio.

CONCLUSIONES :

En las formas de excitacion que se definen en Tubla 11, la solucion por EM en una
aproximacion de primer orden no difiere significativamente de la solucion lineal
exacta en transitorio o estaciorario para und excitacion no resonante del tipo
campana periddica sea o no de alta frecuencia. Tampoco difiere mucho en el caso de
excitacion presentado en Tabla I1l, pese a satisfacerse una condicion de combinacicn
resonante e incrementaese la amplitud mdxima de excitacion. Se explica porgue las
Jrecuencias intervinientes en la combinacion resonante ocasionan que la correcion de
primer orden por EM. sea mucho mds pequefia que las amplitudes de la respuesta
lineal.

La valoracion de las frecuencias ©1,92,Q3, manteniendo constante su suma, que es
proxima a ura frecuencia natural, en una excitacion multifrecuencia de tres o mds
términos, es de gran implicancia en la respuesta no lineal; ya que, como se vid, es una
variable de la cual depende. Como consecuencia, una vez reconocida la necesidad del
estudio no lineal por existencia de la combinacion resonante, se hace también
recesarto er su andlisis, determinar e! rango de valores de cada ura de las
Jrecuencias participantes en la excitacion para definir la combinacion de valores més
critica. Es decir, la que provoca mayores amplitudes en la respuesta no lineal.

De los resultados del andlisis de RI. se deduce que en régimen estacionario con
excitacion multifrecuencia no impulsiva del ripo campana definida en tabia Il y
considerando presentes en el andlisis todas las posibles secularidades ligadas a
exponentes de la forma -w(a)- w(B)+w(y)+w(d) =e a2, la respuesta de la

membrana en estudio sdlo incluye la frecuencia del modo excitado, ademds de las
Jrecuencias presentes en la excitacion.
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