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1 Resumen.

Se analiza la capacidad regularizadora del ablandamiento de formulaciones elastoplésticas
basadas en la teoria micropolar de Cosserat. El trabajo incluye un estudio sobre la influ-
encia de la orientacién de mallas de elementos finitos en las predicciones de falla obtenidas
con sélidos elastoplasticos cldsicos y micropolares. Los resultados numéricos muestran la
capacidad regularizadora de los continuos enriquecidos con los giros micropolares, si bien
se indica que aun en este caso la influencia de la orientacién de la malla es importante.

2 Abstract.

The capability of elastoplastic micropolar formulations based on Cosserat theory to reg-
ularize the softening behavior during computational failure simulations is analyzed. The
attention also focuses on the influence of the mesh orientation on the failure predic-
tions. The results included in this work indicate that micropolar continuum are able to
supresses localization and therefore lead to objective predictions. However, these predic-
tions strongly depend on the mesh orientation.

3 Introduccidn.

La respuesta ineldstica de un amplio espectro de materiales ingenieriles, incluidos hormigones
y aceros, esta caracterizada por localizaciones del campo de deformacién en bandas de
reducida dimensién. La simulacién computacional de los problemas de localizacién ha
sido y es un 4rea de intensa actividad cientifica. Los desarrollos realizados hasta el pre-
sente pueden ser a priori clasificados en dos grupos segin el método utilizado para la
descripcidn de las fisuras o fallas. Por un lado la descripeién difusa y por el otro la
descripcién discreta de fracturas. Estos métodos o conceptos han convergido en algin
aspecto debido, primeramente, al hecho que el anilisis de localizacién de discontinuidades




776

ENIEF - X Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

de segundo orden intersecta los dos conceptos de procesos de falla de volumen dominante
y de superficie dominante.

La descripcién de procesos de falla mediante modelos continuos basados en la plastici-
dad y la mecénica de dafio han recibido considerable atencién. Sin embargo, el uso de tales
formulaciones continuas o difusas en simulaciones computacionales de procesos de falla
conduce a predicciones fuertemente dependientes del tamaifio y de la orientacién de los ele-
mentos de la malla. Para evitar esta deficiencia se han propuesto y desarrollado diferentes
teorias o formulaciones constitutivas, las cuales conducen a reducciones de mayor o menor
importancia de la pérdida de objetividad de las predicciones de resistencia mite y resid-
ual. Entre estas formulaciones regularizanies del comportamiento de ablandamiento se
destacan principalmente las formulacines no locales integrales (Pijaurdier-Cabot y Bazant
1987), las formulaciones no locales de gradientes, los modelos elastopldsticos basados en
mecénica de fracturas (Etse y Willam 1994), las teorias viscoplésticas de tiempo depen-
diente (Needleman 1987, Etse y Willam 1997) y la formulaciones basadas en continuos
micropolares de Cosserat (de Borst 1990, Dietsche et al 1992, Sluys 1992).

Invariablemente, todas las formulaciones regularizantes del ablandamiento introducen
una longitud caracteristica en la relacién tensién-deformacién aunque el significado fisico
de la misma varia considerablemente de acuerdo a la formulacién considerada.

En el presente trabajo se analizan las caracteristicas de las predicciones de falla
obtenidas con formulaciones materiales continuas basadas en la teoria micropolar de
Cosserat. Especial atencién se presta al analisis de la capacidad regularizadora del
ablandamiento de formulaciones constitutivas basadas en dicha teoria. Los resultados
numéricos que se incluyen estdn orientados también a analizar la sensibilidad de las
predicciones de falla obtenidas con formulaciones micropolares frente a perturbaciones
introducidas por la orientacién de la malla.

Los resultados obtenidos soportan la conclusién que si bien la teoria micropolar reg-
ulariza el comportamiento de ablandamiento, la misma conduce a predicciones de falla
sensibles a la orientacién de la malla. '

4 Continuo Micropolar de Cosserat.

En esta seccién se detallan las propiedades mas relevantes de la teoria de continuos mi-
cropolares, los cuales, contrariamente a los continuos cldsicos o continuos Boltzmann,
exhiben giros independientes de las deformaciones en cada punto de masa. En este sen-
tido, la extensién resultante de las ecuaciones cinematicas y estéticas es definida mediante
la teoria de Cosserat (1909).

Los trabajos mas relevantes sobre esta teoria se encuentran en las publicaciones de
Gunther (1958), Schaefer (1967) y Mindlin (1963).

4.1 Estdtica y Cinematica.

Considerando el caso bidimensional (i,j=1,2), el tensor de tensiones toma la forma

 Tij = OGg) + 0) (1)
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donde 0(,;) = 0*™ es la parte simétrica del tensor y ay;; representa la parte antimétrica
del mismo, siendo

71 1/2(o12 + o21)
7ij = (2
1/2 (0’21 +O’12) T29
0 1/2(o12 — 021)
Olij] = (3)
1/2 (0'21 -—0’12) 0

La consideracién del equilibrio en el dominio B, despreciando las fuerzas inerciales,
conduce a las ecuaciones

0g: = 0 (4)

Zigi+ €30y = 0 . (5)

En la descripcién anterior, el primer subindice denota la normal a la superficie y el
segundo la direccién de la componente. Mas atin, z3; representa las cuplas tensoriales,

propias de los continuos micropolaraes.
Por otro lado, el campo de deformaciones

€= €5 = () + €l (6)

estd también constituido por una parte simétrica y otra antimétrica, definidas de la forma
€ = 1/2(u5+ uig) (M

€ = 1/2(ujs — ui;) — eijzws (8)

donde ws representa el giro que experimenta un sistema de coordenadas cartesianos con
centro en cada punto de masa del continuo y que es independiente del campo de desplaza-
mientos. Evidentemente, el caso particular del continuo cldsico se recupera cuando el giro
medio en el campo 1/2(u;; — u; ;) toma el valor wj.
Una medida adicional de la deformacién es el tensor de giro
Kig = W34 é Rij = Wy (9)

el cual representa el giro relativo entre puntos vecinos del continuo.

4.2 Elasticidad Lineal Micropolar.
Las ecuaciones constitutivas pueden ser escritas de la forma
gy = Eijkl €kt (10)
Ziy; = Cijklfi/ct (11)
Esta forma particular de la teoria lineal de Cosserat estd basada en la funcién de densi-

dad de energfa, desacoplada en la parte dependiente de las deformaciones y de los giros
micropolares

U=U(¢er)=Ud € +Udk) (12)

En el caso tridimensional y en término de las constantes de Lamé, el tensor eldstico
toma ahora la forma

Eijrt = Moyjb 4 2u(8ucbji + 848ik) + 2pe(8:x651 — 8851) (13)

donde ahora las constantes de Lamé pasan a ser 3 y toman el valor A, u + i ¥ 4 — fic
respectivamente.
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4.3 Formulacién Variacional.

La forma débil del Principio de Trabajos Virtuales involucra el siguiente funcional

/Bée:o'dV+/B 6n:de=/aBa<5u-tdA+/aBzéw-sz (14)

Siendo o' -n =ty z-n = Z las tracciones y momentos superficiales.

Anédlogamente a lo indicado en el caso de deformaciones y tensiones, también la parte
de la energfa interna de deformacién representada por el primer término de la derecha de
la ec. (14) puede ser descompuesta en una componente simétrica y en otra antimétrica.
Ademds el segundo término de la derecha representa la energia interna de deformacién
debida a las cuplas tensionales.

4.4 Discretizacién de Elementos Finitos de Continuos Microp-
olares.

El campo de desplazamientos puede ser discretizado de la forma estandard
" .
u—ut=3" Nd; (15)
=1
donde se consideraron n nodos para la definicién de las funciones de forma N. Analoga-
mente, los giros micropolares pueden ser discretizados como

N
w—wh= ZN]‘UJ]' (16)
j=1

En notacién vectorial, los campos de tensiones, de deformaciones, de fuerzas y de
desplazamientes incluyen las siguientes componentes

ot = [011,0'227012,021:213,223] (17)
€ = [en, e, €1, 60,513, K23 (18)
vt = [u,v,w] (19)
po= [t],15,3] (20)

Para la determinacién de las deformaciones ¢ = Bd con d* = (W1, V1, W, ey U,y U,y W)
siendo n el ndmero de nodos, se considera la forma apropiada.de la matriz de deforma-
ciones parciales dada en Dietsche (1993).

En la evaluacién de la matriz de rigidez de elementos k es conveniente separar la con-
tribucién de los grados de libertad translacionales de la correspondiente a los grados de
libertad adicionales de la teoria Cosserat. De esta manera la relacidn fuerza desplaza-
miento en el elemento se define de la forma

ktt ktr dt fg
= (21)
krt krr dv' .fr

Siendo d, y d. las componentes translacionales y rotacionales, respectivamente, del vector
generalizado de desplazamientos.
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4.5 Material Elastopldstico de Cosserat.

Para el comportamiento pléstico consideramos la extensién micropolar de la condicién de
fluencia J, expresada como

F(s,2) = \/3Jy = Y(ep, 5p) = 0 (22)

donde el segundo invariante del deviador de tensiones viene dado por la forma extendida
¢ 1

]2=fls:s+fgs:s+fsl—22:z (23)
c

y 8= o—tr{g)/3I,. Mas aun, Y designa la resistencia en traccién uniaxial.

Los factores f1, f2 y f3 se definen con diferentes criterios en la literatura. Asi por ejem-
plo Muehlhaus y Vardulakis (1987) consideran para la determinacién de dichos factores
la influencia micromecédnica de los materiales granulares, mientras que de Borst (1990,
para el caso de metales, toma los valores f; = f, = 1/d vy f; = 1/2. Estos serdn los
que se considerardn en el presente trabajo para evaluar la capacidad de regularizacién del
comportamiento de ablandamiento de las formulaciones micropolares de Cosserat.

El pardmetro de endurecimiento ¢ es en el caso de sélidos micropolares Cosserat, na
funcién de las deformaciones plésticas y de los giros pldsticos. En el presente analisis se
considera la funcién de evolucién

2 .
qz/; 4-5]61;,+ SRR D12 (24)

que en el caso de plasticidad asociada toma la forma simplificada

. Z; :
'i:/\_;J;J?’ (is,,s,,+is,]s],+%zlng> =i (25)
De esta manera, en forma idéntica a la plasticidad clésica, se mantiene la igualdad entre el
pardmetro de endurecimiento y el multiplicador pléstico. El término Y = Y (q) = Yy +Eyq
describe el limite de resistencia a traccién en analogla a una ley lineal de endurecimiento
de deformacién.

De especial interés resulta el andlisis del indicador de falla localizada en continuos
elastoplasticos micropolares. En este caso la condicién de falla localizada a lo largo de
una superficie de discontinuidad es definida no solamente por la nulidad de las tracciones
sino también por la nulidad de las cuplas tensoriales. Resulta de esta manera un tensor
actistico asimétrico el cual deviene en uno simétrico al retomar las caracteristicas del
continuo clasico o de Boltzmann.

El modelo elastopléstico de Cosserat basado en el criterio de von Mises fue implemen-
tado en el marco del presente trabajo. La integracién numérica fue desarrollada mediante
utilizacidn del Método de Retorno de Euler, el cual garantiza una solucién en caso de
superficies convexas y que deviene en el Método de Retorno Radial cuando se consideran
superficies de fluencia tipo Jo, como en el presente trabajo.
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Figure 1: Geometria y condiciones de borde.

5 Analisis Computacional

Para los fines del analisis computacional se considerd el caso de compresién inhomogenea.
de la placa indicada en la Fig. 1, bajo estado de deformacién plana. Debido a la doble
simetria del problema, se discretizé solo un cuarto de la placa, lo cual suprime la posi-
bilidad de formas no simétricas de falla. La altura total de la placa es de A = 120mm
y la base b = 60mm, mientras que se consideré un espesor unitario t = lmm. En el
andlisis se utilizé en el borde izquierdo y en el inferior no solamente un impedimento
al desplazamiento horizontal y vertical respectivamente, sino también un impedimento a
los giros a fin de garantizar las condiciones de simetria del continuo micropolar supuesto
para el material constitutivo.  Los pardmetros materiales elésticos considerados fueron
E = 4000N/mm2, v = 0,25, juntamente con el limite de fluencia de 100N/mm? y un
médulo plédstico de —0,1v que define un comportamiento material de endurecimiento.
Para los pardtros de Cosserat se consideraron los valores v, = 0, 5v, mientras que la lon-
gitud caracteristica variaba en un rango importante a fin de analizar su influencia en las
predicciones de falla obtenidas.

A fin de convertir el problema de bifurcacién en un problema de estado limite se
ha introducido una imperfeccién consistente en una reducciin del 10% de la tensién de
fluencia en el elemento ubicado en el extremo inferior izquierdo de la malla.

En la primera etapa se utilizan mallas regulares (no direccionadas) de elementos
isoparamétricos planos de 4 nodos a fin de evitar posibles ihterferencias en el desar-
rollo del mecanismo de falla. Sin embargo la capacidad de los elementos micropolares




G. Etse, M. Nieto 781

FN,

(1) - 12 x 24 eltos.
/ (2) - 6x 12 eltos.
(3)- 3x6 eltos. lc=0.1
.00 / (4) - 12 x 24 eltos. lc=10
(3)- 6x 12 eltos. lc=10
(6Y- 3x6 eltos. lc=10
(7) - 12 x 24 eltos. 1c=100
(8) - 6x 12 eltos. le=100
(9 - 3x6 eltos. [c=100

ic=0.1 %

-0.50!

u(m

0.00

0.00 .01 2002 203 -0.04 008 .08 -0.07 .08 0.09

Figure 2: Diagramas Fuerzas-Desplazamiento de mallas regulares con lc variable

isoparamétricos de 4 nodos, ubicados en mallas no regulares, para reproducir compor-
tamientos de falla segiin direcciones no coincidentes con sus lados serd analizada también
en el presente trabajo.

La Figura 2 incluye los diagramas carga desplazamiento de la cara superior de las
ma.lla.s regulares, obtenidos con 3 valores de longitudes caracteristicas (I, = 0.1, I, = 10.

= 100). Para cada valor de la longitud caracteristica se consideraron 3 mallas, de 3x6,
6x12 y de 12x24 elementos, respectivamente.

Observamos que para los valores mayores de la longitud caracteristica se alcanza una
objetividad o identidad de las predicciones de los comportamientos Fuerza-Desplazamiento
en el regimen de ablandamiento que sigue luego de alcanzado la resistencia pico. Por otro
lado, el menor valor de la longitud caracteristica conduce a predicciones fuertemente de-
pendientes de las dimensiones de los elementos y coincidentes con las correspondientes
a la plasticidad clésica. Es decir, reducciones importantes de la longitud caracteristica
de Cosserat conduce a soluciones computacionales con las mismas deficiencias que las
correspondientes a los sélidos elastopldsticos cldsicos o locales, tales como localizacién y
pérdida discontinua de la unicidad. Esto wltimo acontece a su vez por la pérdida de la
elipticidad de las ecuaciones de equilibrio del problema.

La Figura 3 muestra las mailas deformadas de 3x6 y de 12x24 elementos obtenidas con
el valor extremo de la longitud caracteristica [. = 0.1. Se observa claramente que para
este valor de [, la regién involucrada por las deformaciones plésticas depende fuertemente
de la densidad de elementos considerada en la malla. En particular la malla deformada de
12x24 elementos muestra una marcada localizacién en comparacién con la configuracién
deformada de la malla de 3x6. Es importante notar que la banda de localizacién posee
una inclinacién de 45 grados, similar a la inclinacién obtenida con la teoria cldsica de von
Mises.

Para los fines del andlisis de la banda de corte que se desarrolla durante la falla. es
de interés también la consideracién de la distribucién del tercer grado de libertad nodal,
correspondiente a los giros. En la Figura 4 se indica en representacién tridimensional la
distribucién de los giros nodales en mallas de 12x24 elementos en las cuales se consideraron
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Figure 3: Mallas deformadas de 3x6 y 12x24 elementos con le=0.1.

Figure 4: Giros nodales. Malla 12x24 con lc=0.1 y le=100
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Figure 5: Configuracién deformada de malla irregular; irregular girada y regular de 6x12
eltos. le=0.1.

los valores I, = 0.1 y [, = 10 de la longitud caracteristica. Valores crecientes de la
longitud caracteristica conllevan a la supresién de la localizacidn, obteniéndose modos
difusos o continuos de falla. Es decir, la inclusién de los giros micropolares regulariza el
comportamiento de ablandamiento debido a que las ecuaciones diferenciales de equilibrio
conservan su buen condicionamiento durante historias de deformaciones arbitrarias.

A fin de analizar la influencia de la orientacién de la malla de elementos isoparamétricos
de 4 nodos en la objetividad de las predicciones de falla, se consideraron para el mismo
¢jemplo de compresién uniaxial, 2 mallas de 8x16 elementos con perturbaciones en las
orientaciones de los elementos. En Ia Figura 3 se incluyen las mallas deformadas obtenidas
con estas 2 mallas juntamente con la configuracién deformada obtenida con la malla
regular de 6x12 elementos. En todos estos andlisis se considerd el valor [, = 0.1. La
primera de las 2 mallas irregulares incluye una densificacion de elementos en una direccidn
cercana a los 60 grados, es decir, no coincidente con la inclinacién propia de la banda de
corte. La segunda de las mallas irregulares es idéntica a la primera pero girada respecto al
eje de simetria axial, de tal forma que la densificacién de elementos ahora ests inclinada
cerca de 75 grados respecto de la banda de localizacién que se desarrolla en este ejemplo.
Observamos claramente en la, Figura 5 que la mayor localizacién se obtiene en Ia malla
regular seguida por la malla irregular no girada. La malla irregular girada produce una
fuerte difusién de la falla, conllevando a una distribucion casi continua de la deformacién.

La Figura 6 muestra las curvas carga-desplazamiento obtenidas con las 3 mallas antes
indicadas y considerando los valores I, = 0.1 ¥ lc = 100 de la longitud caracteristica. Ob-
servamos que el valor mayor de /. produce resultados ob jetivos de las 2 mallas irregulares
consideradas. Sin embargo estas predicciones son mas dictiles que la correspondiente a
la malla regular con idéntico valor de l;, pero de menor cantidad de elementos. Estos
resultados demuestran que la orientacién de elementos isoparamétricos influye notable-
mente en las predicciones de falla, aun en el caso de utilizar teorias regularizantes del
ablandamiento, tales como la teoria micropolar de Cosserat

6 Conclusiones.

Un modelos elastopléstico de von Mises basado en la teoria micropolar de Cosserat fue de-
sarrollado. En la discretizacién del problema de valores de borde se extendié la aplicacién
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Figure 6: Carga-Desplazamiento de malla regular e irregulares.

de las funciones de interpolacién lineales a los grados de libertad adicionales, correspon-
dientes a los giros micropolares. Los resultados obtenidos demuestran que los continuos
enriquecidos Cosserat brindan objetividad de las sohiciones cuando se utilizan valores ade-
cuados de la longitud caracteristica. En este caso las ecuaciones diferenciales de equilibrio
no pierden sus caracteristicas elipticas durante historias de deformaciones cuasiestaticas,
obteniéndose de esta manera modos de falla difusos en lugar de localizados.

Los resultados demuestran también que valores bajos de la longitud caracteristica
conduce a predicciones idénticas a las obtenidas con continuos elastoplasticos clésicos,
caracterizadas por fuertes dependencias en la densidad de la malla de elementos finitos.
Finalmente, se pudo establecer que las predicciones obtenidas con continuos micropolares
¥y con elementos isoparamétricos lineales son igualmente sensibles a la orientacidn de los
elementos.
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