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En este trabajo se presenta una metodologia para obtener las ecuaciones dinamicas de brazos robot
o cadenas cinenuiticas genericas de n grados de libertad (GDL) utilizando la tcicnica de Multibond
Grapbs. El procedimiento se basa en emplear una estruetura de Bond Graph que modela cada
eslab6n de manera general y se repite tantas veces como el nfunero de eslabones, aprovechando asi
la monotonia del sistema. Estas estructuras se unen entre sf de forma tambic!n general, y mediante
la definicion de un par de variables por cada union se selecciona el tipo de vinculo que existe
(articulacion plana 0 prismatica). Para comprobar la efectividad del metodo, se analizo un brazo
robot de dos (2) GDL y se observo que las ecuaciones generadas fueron exactamente las mismas
que las obtenidas a partir de otras formulaciones, tales como, el metodo de Newton, las ecuaciones
de Lagrange, el metodo de Euler-Lagrange y las ecuaciones de Kane. Estas ecuaciones fueron
integradas numericamente seleccionando los valores de los parlimetros del robot arbitrariamente y
la respuesta graficada fue respuesta la posicion, velocidad, aceleracion y trayectoria de los
eslabones.

This paper presents a methodology to obtain the dynamic equations of robot arms or generic n-
degree-of-freedom (OOF) kinematic chains by using the Multibond Graph technique. The
addressed procedure is based on utilizing a Bond Graph structure which models each link in a
generic form and is repeated as many times as the number of links, exploiting that way the
system's monotony. These structures are connected together also in a generic form, and through
the definition of a pair of variables, the type of joint is selected (revolute or prismatic joint). In
order to verify the method's effectiveness, a two (2) DOF robot ann was analyzed and the
resulting equations completely matched the ones obtained from other formulations, such as,
Newton method, Lagrange equations, Euler-Lagrange method and Kane's equations. These
equations were numerically integrated by arbitrarily choosing the robot's parameter values and the
results graphically shown were the position, velocity, acceleration and link's trajectories.

En este trabajo se realizo el modelaje de un brazo robot utilizando Multibond Grapbs y posteriormente se llevan
a cabo diversas simulaciones del sistema La ventaja de utilizar dicha tecnica para el modelaje de sistemas
multidiciplinarios como 10 es un brazo robot, radica en que se puede emplear para hallar el modelo meeanico,
electrico y electr6nico y finalmente de los sistemas de control, con la capacidad de entrelazar los Bond Graph y
obtener un modelo completo del sistema. En este trabajo se trata Unicamente el modelaje de la parte meeanica
con miras a realizar el desarrollo completo en un futuro.

En el principio del desarrollo del metodo de Bond-Graph, su aplicacion para los sistemas mec3nicos fue limitada
debido a la dificultad de resolver problemas tridimensionales, ya que para el momento esta tecnica manejaba
variables escalares exclusivamente. Luego aparecio el desarrollo de los denominados Mullibond Graphs, creados
por Breedveld [I), los cuales proveen una notaeion grafica mucho mas reducida. Posteriormente aparecio otra
metodologia denominada Vector Bond Graph que fue originada por Bonderson (2) y desarrollada por Breedveld
[3,4) en una tecnica de modelaje de multibond. Trabajos recientes (Allen, Ingrim & Masada (5); Farenthold &
Wu (6)) introdujeron alternativas al Multibond Graph, las cuales asocian los bonds escalares a una base fisica
creando algunas simplificaciones para ayudar a recobrar la utilidad del Bond Graph para problemas



multidimensionales. Posterionnente, Farenthold & Wargo [7] presentan un trabajo en el que manejan el concepto
de "Vector Bonds" exclusivamente como tensores de primer orden. La metodologia que alii se propone ofrece
una clara ventaja sobre las tecnicas de modelaje escalar debido a que simplifican sistematicamente la topologia
del Bond Graph y coordinan las representaciones Iibres de todas las relaciones de balance de potencia, de
esfuerzo y de flujo.

En los sistemas meeanicos que implican movimiento en dos 0 !res dimensiones, siempre hay no-Iinealidades
geometricas envueltas, las cuales, son dificiles de interpretar; y en muchos casos las ecuaciones no muestran
exp!icitamente la estructura basica del modelo dirulmico del sistema. EI metodo aqui expuesto puede ser
utilizado para manejar el modelaje de no-linealidades en !as articulaciones tales como juegos y flexibilidades,
ademas, resulta particularmente atraetivo durante la fuse de disefto y anlilisis, comparado con otros metodos
altemativos, debido a que cualquier modificacion del modelo del sistema puede ser facilmente implementada sin
tener la necesidad de volver a derivar el sistema de ecuaciones.

Para anaIizar un sistema es posible concentrar y separar ciertas propiedades de un objeto y describirlo como un
conjunto de propiedades interrelacionadas 0 elementos interconectados. En este contexto la palabra sistema
permite reducir el nivel de abstraccion, porque es posible representar el intercambio de energia entre dos
elementos a traves de los enlaces de un grafo y las relaciones constitutivas de los elementos mediante los
extremos del grafo. Los enlaces, que permiten el intercambio de energia entre los elementos, se denominan
multibond grapJu, y a los extremos se Ies llama elementos multipwrto.

EI enfoque que se emplea propone que cada rermino de potencia Pi de un sistema es el producto de dos variables,
un esjUerzo ei Yunflujo I., y la potencia total de un multibond es la suma del producto de estos terminos:

En las variables esfuerzo y flujo de un Bond Graph, esta contenida la infonnacion necesaria para poder describir
la dinamica de un sistema de indole mec8nico. Sin embargo, cuando se habla de Multibond Graphs, la diferencia
que se presenta es que las variables esfuerzo y flujo asociadas a cada multibond, son vectores de !res
componentes.

Un elemento imprescindible para la construccion del multibond Graph de un robot es el transformador, que en
este caw es una matriz de dimension 3x3. Este elemento transforma las variables esfuerzo y flujo como se
describe a continuao;ion:

En esta seccion se desarrolla el modelo dirulmico de un brazo robot de dos grados de Iibertad (2 GDL) generico
utilizando la metodologia de Multibond Graphs, desarrollada por Bos & Tiemago [8]. Se considera el modelo
como generico porque se abarcan 105 dos tipos mas comunes de articulaciones entre los eslabones que componen
el sistema. Se comparan las ecuaciones con las obtenidas por el metoda de Newton.

Se analizaron dos brazos robot como los mostrados en las figuras I y 2, los cuales estan restringidos a describir
movimientos contenidos en el plano vertical (x.Jo) Unicamente, donde la linea de accion de la gravedad es
paralela a Yo.La Unica diferencia que existe entre ambos, viene dada por la vinculacion del segundo eslabOn, y
de ahora en adelante, serlin referidos como Caso I (articulacion plana) y Caso 2 (articulacion prismatica).



C~;on3) Los brazos estudiados estan compuestos por dos
, eslabones ngidos que fueron modelados como barms

'11, ",>/ '" ) 1 homogeneas. La barra vinculada a tierra recibe el
\Y, v /-;" •• 00', ) \ "',?,~G/ nombre de eslabon I y la otra eslab6n 2.
\ (Q '~------",,-~. ~,

~ \ /:>'- fl~2 En el Caso 1, el eslabon I em vinculado a tierra por

MIC~::--,'::~~~lfl-::~l-,j=~~)--~---- =:~~c~r1~:~~~~0~:!~l~;
eslabones I y 2 est3n vinculados entre si a traves de
otra articulaci6n plana ideal (punto 2), donde se
encuentra el motor M2 solidario al eslabon I. Este
Ultimo actUa directamente sobre el eslabon 2 y es el
responsable del movimiento relativo entre ambos
elementos.

En el Caso 2, la vincu1aci6n a tierra del eslabon I es
la misma que la del brazo del Caso I, siendo la
diferencia entre este robot con respecto al anterior, el
vinculo entre los dos eslabones que 10componen. Este
vinculo es una articulaci6n prisnuitica ideal que
permite solamente que el eslabOn 2 describa un
movimiento relativo de traslaci6n con respecto al
eslab6n I. Por 10tanto, el motor alli ubicado (punto 2)
es translacional, es decir, aplica una fuerza sabre el
eslabon 2 en la direcci6n del eje z,.

En la figura 3 se muestra el Multibond Graph que describe la dinamica del brazo robot de dos grados de Iibertad
para los casas I y 2.

En el Bond Graph se observa que la sumatoria de los esfuerzos que lIegan a la uni6n 1 asociada a la inercia II,
representa fisicamente la suma de los momentos externos e inerciales que aetUan sobre el eslabOn I, con respecto
al punto I, siendo los momentos extemos 105 siguientes:

&r = termino de Conolis (0 :l 1 • n) IIUisel producto de la inercia por la aceleraei6n angular absoluta
del cuerpo (I • a).

El motor que produce el movimiento relativo entre los eslabones 1 y 2 puede ser rotacional 0 translacional, por
10que se colocan ambas fuentes (Sl!}r y 8l!},), y para definir CwU de ellos es el que va a ser utilizado, se emplean
las variables auxiliares rj Yti que funcionan como "switches" dependiendo del tipo de articulaci6n



El aruilisis del eslabon 2 es amilogo a! anterior. ya que la estructura de Bond Graph utilizada para eJ eslabon J es
repetitiva para cada componente del brazo robot.

Los enlaces que aparecen dibujados en lineas punteadas representan una selia! puramente cinenuitica, es decir, no
son elementos que transportan energia. no afectan la dimimica del sistema, y por el contrario contienen
simplemente la informacion necesaria para el clilculo de la velocidad (movimienlO y trayectoria) del extremo
fina! del brezo, que por 10 general es de gran interes para este tipo de estudio. por 10 tanto. estos enlaces no
afectan la diruimica del sistema

Cabe destacar que en el caso de que a este robot se Ie quiera agregar un tercer cuerpo 0 una carga en el extremo
del mismo. las lineas punteadas pasarian a ser lineas continuas y la forma de modelar la conexion entre el
segundo y el tercer eslabon seria completamente anliloga a Ia conexion entre el primero y el segundo.

Basandose en este esquema, Ia construccion del modelo de un robot de un mayor nlimero de esiabones. significa
simplemente repetir una estructura basica de cada cuerpo y unirlas entre sf adecuadamente. 10que representa un
proceso sistematico y sencillo.

AUn cuando no se ha mencionado, la informacion cinematica de cada parte del robot, es tambi6n posible
obtenerla a partir del Bond Graph pues la determinacion de la velocidad de cualquier punto en un instante de
tiempo es anliloga al calculo de las fuerzas, ya que a cada esfuerzo. esta asociado un f1ujo. Por ejemplo. el f1ujo
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(•• representa la velocidad angular absoluta del eslabOn 1 (f,= f,= f.,= f,= fd, el flujo f) es la velocidad del centro
de masas del eslabOn I, Y (Il es la velocidad del extremo del mismo cuerpo, Y por analogia se puede saber 10que
representan fisicamente el resto de las variables.

Las fuerzas giroscopicas que actlian entre
estas velocidades vienen representadas por
el girador modulado MGY, y se calculan
por medio de la ecuacion de Euler:

.-----.Iyy

---Izz
wx.wy,wz

EI Bond Graph que describe estas
ecuaciones es una estructura conocida
denominada Union de Euler (ElS) y est!
representada en la Figura 4

En carla union 1 del Multibond Graph se sigue el principio de D'Alernbert, que dice que la sumatoria de fuerzas
extemas menos la suma de fuerzas inerciales es igual a cero:

Una vez elaborado el modelo por Bond Graph se generan las ecuaciones din8micas del sistema para ambos
casos.

EI sistema de ecuaciones diferenciales que define la din8mica de este sistema se obtiene realizando la sumatoria
de los esfuerzos en las dos uniones "I" ubicadas en la parte superior del Bond Graph del sistema, 10 cual
representa la sumatoria de momentos sobre los eslabones 1 y 2, obteniendose asi las ecuaciones (5) Y (6) donde
las variables en estudio son el movimiento (desplazamiento, velocidad y aceleraci6n) angular absoluto de 105 dos
eslabones.

1 , .. 1 1· ,
-M, +")L, 00\9, +ZL,m, cos(9,)g+ M, -ZL,L,m,9, sen(9, -9\)-··

, .. 1 ..
+L\m, cos(9,)g +L, ID,9\ +ZL,L,m,9, cos(9, -9,) = 0

I, .. I, ., 1, .. 1
M, -")1 ID,9, +Z' ID,9, sen(9, -9')-ZI 00,9, cos(9, -9\)-Zlm, cos(9,)g = 0



EI sistema de ecuaciones diferenciales que define la dinamica de este sistema se obtienen realizando la sumatoria
de los esfuerzos en la union tipo 1 ubicada en la parte superior izquierda del Bond Graph del sistema, que es
equivalente a hacer la sumatoria de momentos sobre el eslab6n I; y la sumatoria de esfuerzos en la union "1"
mas cercana a la fuente Se2b 10 que representa la sumatoria de fuerzas sobre el eslab6n 2. Se obtienen las
ecuaciones (7) y (8), cuyas variables en estudio son el movimiento '(desplazamiento, velocidad y aceleracion)
angular absoluto del eslab6n I y el desplazamiento del eslab6n 2 relativo al eslab6n I.

I , .. I I , .. ., ..
M'-3"L, m,9'-"2L,m, cos(9,)g-12L, m,9, -2Zwm,V,9, -Z,o m,9, ...

-Z,om,8,'L, + Zwm,sen(9,)g - L,Fe = 0

z'o, V" A, ...Desplazamiento, velocidad y aceleracion del centro de masas del eslab6n 2, relativa al
eslab6n I.

Cabe destaear que en ambos casos, las ecuaciones obtenidas fueron comparadas con las generadas a partir de
metodos tradicionaies (Newton, ecuaciones de Lagrange, Kane [9]), y ambas coinciden en su totalidad.

Para resolver este sistema de ecuaciones, primero se desacoplan las ecuaciones y se utiliza un metodo numerico
para integrarlas. En esta oportunidad se utilizO el metodo de Runge Kutta de 4° Orden, obteniendose los
resultados presentados en las figuras 5 a la 8.

Dado que las ecuaciones generadas por Multibond Graphs en los casos I y 2 son id6nticas a las obtenidas
utilizando el metodo de Newton, se presenta la simulacion de la ecuaciones ecuaciones s610para el caso I.

AI -= '" ,""ili<i_ .d. '" ~ IecuaclOnes menclOnadas, se obtuVleron las 1# ,.' •6 d .. . • .
grilficas de los desplazamientos, velocidades . a . a·. . ' . ..' . . . m . ••
y aceleraciones angulares absolu~ de 2 0 L 0 2 5 k:(:t)
ambos eslabones con respecto al nempo
(figuras 5, 6 y 7), as! como la trayectoria de los puntos dos y tres del brazo (figura 8).Para la simulac!on de las
ecuac!ones se utilizaron los panimetros que se presentan en la tabla I, donde el par8metro "t" utilizado en el
motor M, es el tiempo, y L; es la longitud desde la articulacion i-I hasta el centro de masas del eslab6n i.

-40 2

Tiempo [s]

Eslioon \
EsI.b6n 2

-40 2

Tiempo [.]

Cuel1lO \
Cuerpo 2
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10 \~~L/T'

\" I.ot'

-2°20 ,10 0 10
Extremo Cuerpo I
Extremo Cuerpo 2

2
TiemPO [sl

Eslab6n I
Eslab6n 2

Figura 8. Trayectorias de los Extremos de
Cada EslabOn (Puntos 2 y 3).

En las gnificas 5, 6 Y7 se puede apreciar que los elementos del brazo experimentan velocidades y aceleraciones
fluctuantes, 10 cual era de esperarse, debido a que el tipo de motor seleccionado proporciona un par que varia
sinusoidalmente con el tiempo. Ademas, se observa que efectivamente la velocidad y la aceleraci6n se comporta
como la primera y segunda derivada del desplazamiento.

Por otra parte, si en la figura 8 se analizan las trayectorias de los puntos 2 Y 3 del robot, se tiene un
comportamiento consistente con la configuraci6n fisica del brazo, observlindose que el punto 2 se mueve
estrictamente sobre una circunferencia y el punto 3 describe una trayectoria tal que la distancia al punto I es
siempre inferior 0 igual a la maxima posible (L, + L2).

Las ecuaciones de movimiento para un brazo robot genenco 0 cualquier secuencia de eslabones unidos entre si,
por medio de cualquier combinaci6n de articulaciones prisrnaticas 0 de revoluci6n, ha sido desarrollado
utilizando la tecnica de Bond Graph con la notaci6n de Denavit-Hartenberg. [10]

Se utiliz6 el concepto de Multibond Graph para la simplificaci6n del modelo en tres dimensiones. Se gener6 un
Bond-Graph genenco que describe cada eslab6n de un brazo robot independientemente si este es transnacionaJ 0

rotaeional, haciendo uso de variables auxiliares rj y ~ que haeen la funci6n de "switches" de manera que se
activan 0 desactivan (valor uno 0 cero, respectivamente) dependiendo del tipo de articulaci6n.

La tecnica de Bond Graph permite la utilizaci6n de un software que se encuentra en el mercado que obtienen las
ecuaciones y simulan el sistema a partir de los grafos. En este caso se obtuvieron las ecuaciones analiticamente
para compararlas con las ecuaciones obtenidas por otros metodos. Se encontr6 que las ecuaciones generadas a
partir del Bond Graph son identicas a las obtenidas por las ecuaciones de Kane y por los metodos mas
tradicionaJes como Newton-Euler y Lagrange.

Se puede concluir que el uso de Bond Graph para este tipo de sistemas es muy adecuado pues se aprovecha la
monotonfa del sistema y puede crearse facilmente el modelo de un brazo robot de un mayor nUmero de grados de
Iibertad, tan solo repitiendo la estructura disetiada en este trabajo, sin tener que hal1ar !as ecuaciones del sistema.

EI brazo robot representa un sistema mixto en cuanto a los subsistemas meclinicos, electricos, y electr6nicos que
involucra. EI modelo obtenido puede ser facilmente acoplado con los modelos de las otras discipHnas
aprovechando la universalidlld de la tecnica de Bond Graph.
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