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En este trabajo se estudian distintos rnetodos, regresi6n con minirnos cuadrados y por
minimizaci6n del valor absoluto y relativo de los residuos, para determinar la
posibilidad de aplicaci6n de los mismos para evaluar parametros de interacci6n
molecular en modelos termodinamicos de soluciones, haciendo un aruilisis comparativo
de resultados. Se comparan los valores calculados y los datos experimentales de !as
propiedades.

In this paper different methods are studied, regression with least squares and by
minimizing absolute and relative residues, to determine their possibilities of application
to evaluate molecular interaction parameters in thermodynamic models of solutions,
and the comparative results are analyzed. The calculated values and the experimental
data of the properties are compared.

Existen en Ia literatura diversos modelos termodinamicos que tratan de describir el
comportarniento de !as soluciones. Los modelos mas ampliamente usados y que tienen una
fundamentaci6n comful son, el modele de Flory [1,2], el modelo aproximado de Patterson [3]
y mas reciente el metodo ERAS [4] desarrollado para soluciones asociadas. Estos modelos
basan la descripci6n del comportarniento de !as soluciones en una ecuaci6n de estado reducida
en la que se involucran propiedades macrosc6picas de !as sustancias puras. En el caso de
mezc!as donde existen interacciones entre molecu!as distintas en la relaci6n de !as variables
termodinamicas aparece un parametro de interacci6n ajustable. Las propiedades
termodinamicas de exceso dan informaci6n cualitativa de los posibles tipos de interacci6n, dos
propiedades irnportantes en este sentido son el volumen molar de exceso v" y la entalpia de
exceso 11.
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Patterson [3] y otros obtuvieron una expresi6n aproximada Para el ~ en terminos de tres
contribuciones:

(V1IJ _J)V'IJ '1/1 8, Z II

[(4/3)r/1J jli'

(~ - V;i (/419v-'13 -J) '11 '11
(4/3v-'13 -l)V

(VI - V, Xli' - P,')'l/I '1/1

+ P,''I// + p/ '1/1

Para el calculo de la contribuci6n interacional es necesario el conocimiento del parametro
energetico X12, ya que el resto de los parametros son conocidos. El misrno puede ser calculado
a partir de los ~ experimentales resolviendo un modelo de ajuste. EI valor del X12 asi obtenido
permite obtener valores te6ricos de Jr. Tambien puede resolverse el problema inverso de la
rnisma manera, a partir de datos experimentales de Jr obtener resolviendo un problema de
ajuste X12" y con este valores te6ricos de ~.

En el presente trabajo se analiza la obtenci6n del X12 a partir una tabla de valores
experimentales de Y£ para distintas fracciones molares (Xl) del acetonitrilo como primer
componente [5]. Los segundos componentes son los alcoholes primarios con cadenas de
carbono de I a 10 (metanol, etanol, n-butanol, n-propanol, n-pentanol , n-hexanol, n-heptanol,
n-octanol, n-nonanol y n-decanol).

Supongamos el caso general de ajuste de N puntos experimentales (XI, YI) a un modelo y(x,a)
con un parametro ajustable a. El metodo mas tradicional es el fami1iar ajuste por minirnos
cuadrados [6], que consiste en determinar el valor del coeficiente a de manera que haga
minima la suma de los residuos absolutos al cuadrado (SRAe):
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donde los factores de peso 0; son los desvios nonnales de !as mediciones en cada punto. La
ecuaci6n (2) coincide con (3) si los 0; son iguales. La ecuaci6n (2) da un resultado 6ptirno
(mas probable) si los errores de medici6n son aleatorios y responden a una distribuci6n normal



(gaussiana). Este no es el problema presente, donde se trata de ajustar una curva te6rica
aproximada a una curva experimental con errores de medici6n. Aqui los errores de
aproximaci6n del modelo (residuos) son mucho mayores que los errores de medici6n, por 10
que el ajuste por minimos cuadrados puede resuItar poco "robusto".

La "robustez" de un estimador tiene que ver con su insensibilidad a variaciones en los datos,
pequeiias desviaciones de todos ellos y muy especialmente desviaciones relativamente grandes
en un pequeno n6mero.

Existen varios metodos sofisticados para resolver estos problemas, bastante dificiles de
implementar y utilizar. Un metoda robusto, que se aplica con suma facilidad a regresi6n lineal,
es por la minimizaci6n de suma de los residuos absolutos (SRA):

N

SRA(a) = IlYi-Y(X, a)1
i-I

Como en la ecuaci6n (4) tambien pueden considerarse factores de peso 01 . Dado que en el
presente caso la medici6n puede asumirse exacta se pueden minimi7llI residuos relativas, 10 que
equivale a considerar desvios normales relativos iguaIes en todos los puntos. Para la
minimizaci6n de la suma de los residuos relativos al cuadrado (SRRC) se tiene:

N
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N6tese que la ecuaci6n (6) equivale a minimizar los residuos porcentuales. Resultando una
idea muy pra.ctica ya que mucbas veces !as residuos porcentuales de un modelo son utilizadas
para mostrar gnifica 0 numericamente la bondad de un ajuste [5].

En la Figura 1 (a) se muestra la funci6n de %Il a minimizar para la SRAC y la mezcla
acetonitriIo-decanoL Se observa una funci6n con conportamieto "muy cuadratico", que se
repite para la SRRC y todas !as demas mezc!as. Este comportamiento sugiere que la
utilizaci6n de blisqueda unidimensional con primeras derivadas garantiza la convergencia y que
esta sera muy rlipida [6,7].

Se implement6 en MATLAB [8,9] un algoritmo basado en el metoda de la secante con la
derivada calculada numericamente. En todos los casos se obtuvo convergencia con mas de
cuatro dfgitos significativos en como maximo tres iteraciones independientemente del valor
iniciaL



En Ia Figura 1 (b) se muestra la funci6n de %12 a IllII1Ul1lZaI' para la SRA y Ia mezcla
acetonitrilo-decanol. Se observa una funci6n con comportarniento "bastante lineal" por tramos
y con discontinuidad en \as derivadas, 10 mismo puede afinnarse de Ia SRR y todas \as demas
mezc\as. Este mal comportarniento de Ia funci6n hace que no pueda utilizarse el metoda
anterior u otros basados en aproximaciones parab6licas. Hay que conformarse con un metodo
mas rudimentario y de convergencia lenta en dos etapas. En la primera etapa es necesario
obtener una cota maxima y una minima para Ia soluci6n y en Ia segunda etapa disminuir
sucesivamente este intervalo hasta una tolerancia preestablecida.
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Para Ia primera etapa se ide6 un algoritmo basado en la busqueda de raices mediante el metodo
de Newton-Raphson, con la derivada calculada numericarnente. Como no hay raices en alg(m
momenta se obtiene un punta donde Ia derivada cambia de signo obteniendose el intervalo
deseado. En todas \as aplicaciones se obtuvo un intervalo en como Illliximo tres iteraciones.
Para Ia segunda etapa se implement6 una busqueda unidimensional basada en el concepto de
bisecci6n, la busqueda por Ia secci6n aurea seria otra alternativa [6,7], ambas con convergencia
lineal pero garantida. Ambos algoritmos fueron implementados en MATLAB [8,9].

En Ia Tabla I se muestran los ;(12 calculados por los cuatro metodos y para \as diez mezc\as. En
general los resultados son similares pero en algunos casos se observan di.ferencias bastante
significativas.

En la Figw-a 3 se muestran los resultados experimentales y una cueva de ajuste para cada caso,
se observa que el modelo te6rico funciona razonablemente bien para Ia mayoria de las
mezc1as, con excepci6n del etano~ butanol y propanol. Esto se debe al comportarniento
sigmoideo de la funci6n experimental que el modelo simplemente no es capaz de representar.



Acetronitrilo + SRAC SRRC SRA SRR
Metanol -29.8373 -26.9490 -29.8863 -26.6504
Etanol -21.4592 -18.6022 -21.4350 -19.0623
Butanol -19.7876 -25.9043 -20.2592 -25.9070
Propanol -18.3627 -28.7743 -18.0525 -28.8338
Pentanol -17.0505 -17.6737 -17.0498 -17.0498
Hexanol -8.5211 -10.3249 -8.3255 -8.9434
Heptanol -6.4770 -8.1747 -6.6576 -7.0181
Octanol -1.8545 -1.7580 -2.3242 -1.9097
Nonanol -1.5115 -1.3080 -2.1192 -1.6788
Decanol -0.4862 -1.5143 -1.6066 -1.6066

Para los cuatro primeros a1coholes se eligi6 el %12 calculado mediante la SRA yen los restantes
mediante la SRR. Esta elecci6n se debi6 a que para los primeros a1coholes, especialmente las
tres excepciones mencionadas, el %12 basado en desviaciones relativas da excesivo peso a !as
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Figura 3. Volumenes de exceso experimentales (0 y *) y por la aproximaci6n de
Patterson (-) para las mezclas acetonitrilo-a1cohol (metanol = 1,
etanol = 2, ...decanol = 10).



desviaciones de algunos valores muy cercanos acero, haciendo menos coherente todavia la
soluci6n. Para las mezclas restantes al haber una gran diferencia entre valores rruiximos y
minimos el X12 basado en desviaciones relativas da resultados mas equilibrados.

De la Tabla I se ve que para los siete primeros alcoholes no hay diferencias significativas entre
el X12 calculado mediante la SRAC y la SRA, obteniendose ajustes casi coincidentes. Las
diferencias comienzan a ser importantes a partir del octanol y son muy notables para el decanol
(-0.4862 versus -1.6066), la diferencia se debe a que el metodo de los minimos cuadrados da
mayor peso a las residuos cerca de los valores mAxirnos de la funci6n, mientras los metodos
basados en residuos absolutos actfum en fonna mas equihorada. Este efecto se observa en la
Figura 4, donde se muestran los residuos relativos en porciento para ambos metodos.

Respecto al Xl2 calculado con la SRRC se obtuvieron practicamente los mismos resultados que
con laSRR.

Desde el punta de vista fisico-quimico si bien el modelo perrnite obtener curvas razonables de
volumen de exceso para la mayona de !as mezclas, los valores del parametro energetico Xl2

obtenidos no predicen valores coherentes de entalpia de exceso estimados teoricarnente con
otros metodos, 10 que en principio invalida el modelo aproximado de Patterson para las
mezclas binarias de acetonitrilo con alcoholes primarios.
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Figura 4. Residuos porcentuales para el ajuste de la mezcla acetonitrilo-decanol.
- Por minimizaci6n de la SRR, .... Por minimizaci6n de la SRAC



El ajuste por minimos cuadrados no se adapta bien al problema de ajustar un parametro de un
modele te6rico aproximado a datos experimentales (parametro energetico X12 del modelo de
volumen de exceso de una mezcla binaria acetonitrilo-alcohol primario en este case) debido a
que se esta muy lejos de la hip6tesis de residuos con distribuci6n normal.

Metodos mas "robustos" son entonces necesarios para resolver mejor el problema. El metoda
basado en residuos absolutos es una alternativa a estos metodos muy fi1cilde implementar.

La implementaci6n de metodos basados en residuos absolutos requiere un algoritmo en dos
etapas. La primera de acotaci6n del minimo y la segunda un metoda iterativo del tipo bisecci6n
o bUsqueda por la secci6n aurea, de convergencia lenta pero garantida. Los metodos basados
en minimos cuadrados pueden utilizar algoritmos que usan aproximaciones cuadraticas de mas
rapida convergencia

La rninimizaci6n de residuos relativos (porcentuales) es una interesante variante pnictica, ya
que estos 0 los errores porcentuales en general son una medida mas clara e intuitiva para dar
idea de la bondad de un ajuste 0 modelo.

Desde el punta de vista termod.inB.mico el parlimetro energetico X11 calculado ajusta
razonablente bien el modele aproximado de Patterson de volumen de exceso para la mayorfa
de !as mezc!as acetonitrilo-alcohol primario, pero no predice valores coherentes de entalpfa de
exceso.

[5] Silvia B. Aznarez, Miguel A. Postigo, Volumenes molares de exceso de mezclas
binarias de acetonitrilo con alcoholes primarios a 298,15 K, X Congreso Argentino
de Fisicoquimica, TucUllllin, Argentina, 1997.

[6] Press William H. y otros, Numerical Recipes - The art 0/ Scientific Computing,
Cambrige University Press, 1986.

[7] Luenberger, D. G., Introduction to linear and non-linear programming, Addison-
Wesley, Reading, 1973.




