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En & presente trabajo se analizan las condiciones de convergencia para algoritmos
numéricos de solucion de ecuaciones de una sola variable mediante iteracion de Punto Fijo.
Se desarrollan gemplos a través de una funcion dentro de un entorno donde no se cumplen
las condiciones de Lipschitz, y este hecho condiciona un comportamiento que brinda una
asombrosa propiedad de las ecuaciones iterativas que consiste en su extrema sensibilidad a
las condiciones iniciales que pueden brindar resultados no deterministicos y cadticos.

Estos andlisis y desarrollos, estdn enmarcados dentro de las tareas de un proyecto de
investigacion acerca de los lenguajes de especificacion y la optimizacion de algoritmos de
calculo numérico, formado por un grupo interdisciplinario de la Facultad de Ingenieria dela
Universidad Nacional de Jujuy.
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1. INTRODUCCION

Una definicién de punto fijo es la siguiente (Y p 54): Un punto fijo de una funcién g es un
nimero p parael cud g(p) = p

Los problemas de busqueda de raices y de punto fijo son clases equivaentes en d sguiente
sentido:

Dado un problema de blusqueda de una raiz f(p) = 0, podemos definir una funcion g con un
punto fijo p de varias maneras, una de dlas puede ser:

9(x) = x—1f(x),
Entonces parax = p, setiene
9(p) = p—f(p), 0 9(p) = p, dado que f(p)=0, por ser raiz
En otras padbras, € vaor p que es unaraiz paraf(x), congituye un Punto Fijo parag(p).
En d Punto Fjo laexpresion g(x) = X se representa como:
lainterseccion entelacurva g(x) y larectay = x

Lo arribamencionado se visudizaen lafigural

S
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L

Figural
Entonces, se logra € Punto Fjo de g(x), o la raiz de f(x), mediante un agoritmo iterativo que

consste en partir de un vaor Xp a patir del cual se obtiene g(Xo), luego x1 = g(Xo), y en
generd, Xi+1 = g(X;), como seilustraen laFigura 2, donde x» es agproximadamente igud ap.
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Figura2
Un méodo iterativo de blsgueda de raices de una ecuacién converge a una solucion Unica g
cumple con la condicidn de Lipschitz, la misma es suficiente pero no necesaria, puede
converger sn cumplir esta.condicion.
En d presente trabgo se andiza cud es € comportamiento dd dgoritmo d no cumplir esta
condicion

2. CONDICION DE LIPSCHITZ

Sea g(x) unafuncion continuaen un intervao cerrado [a, b], td queg(a) > ay g(b) < b
y secumplaque:

‘g(b)_ g(a) <L<1 (1)
b- a ’

entonces $ un a td queg(a) =a.
A

¥
r=x

gla)
g(d)

gix)

Figura3
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Ahora, § se cumple en € intervao cerrado [a b] que g(a) = a y g(b) = bentonces la
expresion (1) deviene:

‘E{:ll L
b- a

con lo que no cumple la condicion, y presentan dos raices como ilustra la Figura 4. Cabe notar
e hecho que se cumpla la condicién de Lipschitz, sgnifica que exisge un nimero impar de
raices, pero esto establece que es posible lograr un intervao conveniente [a, b] para que exista
end unasolaraiz alacua € adgoritmo converge.

F 3

b

"
alb]

ala al]

Figura4
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3. DESARROLLO

Tomando g(x) = x°+ C, que representa una pardbola, con pardmetro C, se va buscar la

interseccién con y = X vaiando los vaores de C, sguiendo un algoritmo iterativo segin €
sguiente procedimiento:

a) Paraun determinado valor de C; tome un cierto valor inicid parax.
b) Asgneay d vaor x> + C.
c) Ahoracambie ax asgnandole € nuevo vaor dey. Vudvaa punto b)

Podemos llamar d vdor inicd de la iteracion  semilla, a partir de la cud se genera una

suceson de vaores que evolucionan hacia un atractor y la trayectoria de esta evolucion
recibe  nombre de orbita.

Al variar C obtenemos los sguientes casos.

Caso 1. Lapardbolag(x) estangente alarectaa45° grados, como se muestraen lafiguras.
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Figura5
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Caso 2. Se consdera C = -3/4. Se puede notar como se aproxima a atractor desde lados

opuestos después de 1000 iteraciones hay todavia un hueco visble en € centro. Las érbitas no
han llegado todaviaa un vaor find. Figura 6.
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Caso 3: Parac = -13/16 las orbitas se establecen en dos ciclos aterndndose entre —3/4y —1/4,
como seve. Figura7.
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Caso 4: Aqui se ven cuatro ciclos cuando C = -1,3 las Orbitas oscilan entre los valores
-1,2996224637, 0,3890185483, -1,1486645691 y 0,0194302923.
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Figura8

Caso 5: Edtas drhitas fueron trazadas usando para € parametro C d vdor de C = -1,4015.
aunque parece Smilar a diagrama anterior, las iteraciones parecen no repetirse nunca.

En lugar de eso caen dentro de bandas. Los gustes mindsculos en las condiciones inicides
dan las drbitas que son obviamente diferentes. En C = -1,4, la 6rbita tenia un periodo de 32.
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Caso 6: Este es un caso tipico de caos. Dando d pardmetro C un valor de C = -1,8, la Orbita

cubre todos los infinitos vaores posbles en € entorno (-2, 2).
2.000 r=—T—" E ™ : ;
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Figura 10

4. DIAGRAMA DE BIFURCACION

Lo observado en las figuras, desde la 5 a la 10 sSrve para obtener un diagrama de
bifurcaciones, que se congruye, haciendo variar € pardmetro C y con cada nuevo vdor de C,
hacer correr muchas veces (del orden de 1.000) € agoritmo iterativo de Punto Fijo con:

gX) =x*+C; y=x

y luego consderar un nimero apropiado de los Ultimos vaores (del orden de treinta); d
suponer que ese gran nimero de iteraciones € agoritmo convergeriaaun vaor.

Sin embargo, en estos casos, € comportamiento de los Ultimos nimeros puede ser td que
coincidan, en cuyo caso s dice que existe un solo atractor, o0 las cantidades tiendan a dos
vaores, cuatro, etc., que congituirdn otros tantos atractores o inclusve a caso que los
nimeros “convergan” a infinitos atractores, que es € caso en € que estamos en presencia de
Caos.

En la figura 10 se observa que hasta valores de C superiores a -0,7 € agoritmo converge a un
Punto Fjo. A partir de -0,75 y para vaores inferiores gparecen bifurcaciones por las cudes €
agoritmo es no deterministicoy cercade-1,4 con valores de C decrecientes se torna cadtico.
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Figurall

5. CONCLUSIONESY TRABAJOSFUTUROS

El presente trabgjo pretende ser un gporte ad estudio y andisis de la busqueda de raices de
ecuaciones mediante & empleo de agoritmos de Punto Fijo.

Se extrae una concluson importante en € hecho de que @ dgoritmo puede converger a
atractores que no necesariamente son la raiz de b funcion, cuando no se cumple la condicion
de Lipschitz.

A su vez d presente puede servir de base para € andiss de dgoritmos de punto Fijo, més
complegios como € de Newton.
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