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RESUMEN
En este trabajo se estiman las frecuencias naturales de placas delgadas mediante el
método de Rayleigh-Ritz.
Mediante una sencilla transformacién de coordenadas, es posible con una formulacion
obtener resultados para distintas formas incluidas las cuadradas, rectangulares y oblicuas,
y distintas condiciones de contorno.
Se presentan numerosos ejemplos, comparando los resultados con los de procedimientos
alternativos.

ABSTRACT
The Rayleigh-Ritz method is used to estimate the natural frecuencies of thin plates
(Kirchoff's piates).
Results for different shapes are obtained from a simple coordinate tansformation. This
includes square, rectangular and skew, with different boundary condition.
Several examples are presented and the results are compared with alternative procedures.

2. DESARROLLO TEORICO

Las expresiones de la energia potencial de deformacién y energia cinética provocadas por la flexidn
para una placa de delgada, sin efectos de corte e inercia rotatoria, en coordenadas rectangulares se
encuentran dadas por [1]:

v=2 ;r(__é’z“’jz +(52_WT w220 )( T )qldQ !

2 LL ax’ 8y? % 8y’ Y oxdy) | W
LY

T= 5 Lw daQ @

Donde D es la rigidez a la flexién, p la densidad por unidad de éarea, v el coeficiente de Poisson, h el
espesor y W es el desplazamiento transversal de la placa. El Lagrangiano esta dado por

I=v-T 3)

N
Aproximando w de la siguiente forma: % =Z p,Wx(x, y). reemplazando en las expresiones de las

;
energias v determinando el extremo del funcional de la energia, se obtiene un conjunto de ecuaciones
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homogéneas en termino de los coeficientes, lo que deja el siguiente problema de autovalores y
autovectores:

(K-2M){p}=0 )
en donde M corresponde a la matriz de masa en la cual la expresion de sus elementos esta dada por.

[M,|= on [ ww a0 5)
v K es la matriz de rigidez descripta por
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Transformacién del dominio y funciones de forma
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Fig. 1: Transformacién del dominio de integracién

A partir de la siguiente transformacién (2] mapeamos el dominio original (fig 1) en otro, donde
elegiremos e integraremos las funciones de forma.
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donde X/,Y* son las coordenadas det vértice i del dominioy N, = Z(l + Lj{)(l + r],i]) con &.n;,

como coordenadas del vértice i del dominio transformado. Tomando como funciones de forma a los
polinomtos de Legendre, que son ortogonales y se encuentran definidos en el intervalo [-1,1],
obtendremos

W(x,y)=W[x(&.n) M én)] =a(&.n) = (&), (n) @)

donde P son los polinomios de Legendre de orden o y B e i=(a,m+1)a+ B +1 con
a, B=0y---yamax’Bmax-

Con esto podremos transformar las integrales de los elementos de las matrices, obteniendo para la
matriz de masa
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(M} = ph[ooden)azan = ph] | B()E,(n)EAE)PARAE )aEdn o)

donde J(.fr]) es el jacobiano de la transformacion, y para la matriz de rigidez

(B2 N"YY ixx Ly
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(10)

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno fueron impuestas mediante el método de Jen [3], en el cual éstas solo son
satisfechas en ciertos puntos del contorno, completando (4) con la siguiente ecuacion

Ap=0 1y

con A de r x n, siendo r el numero de condiciones impuestas y # el numero de funciones de forma, y
analizando mediante la descomposicién en valores singulares (SVD) la matriz de restricciones A

A=UZV' (12)

V puede ser partidaen V = {V A\ } y el siguiente cambio de coordenadas es posible

wer Y ne(n-r)
P=Vit P (13)
obteniéndose al reemplazar (16) en (4) el siguiente problema de autovalores reducido
(K-oM)p=0 (14
. donde M=V'MVy K =V'KV @ es la frecuencia angular.

A través de las siguientes expresiones se establecen las distintas condiciones vinculo estudiadas:
simple soporte (S), empotrado (C) y libre (F)

w(x,y)|, =2 palen), =0 ) (15)
wxy)|  =waxy), =0 © (16)

donde
Zp,[ dav,=bx, o, (b, —ay,)| an

siendo @ y b las componentes del versor normal.
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Caso 1: Placa oblicua con bordes simplemente soportados

En el presente ejemplo se abarcan formas tales como el cuadrado, rectangulo y paralelogramos de
distintos angutos (Fig 1). El orden de los polinomios de Legendre utilizado es de 10. Los resultados

se muestran en la tabla L.

Fig. 2: Placa oblicua simplemente soportada

2. RESULTADOS NUMERICOS
Basandose en las ecuaciones anteriores se programaron y calcularon los pardmetros de
frecuenciasA=wyph/D. El valor del coeficiente de Poisson utilizado en todos los ejemplos

corresponde a 0.3, al igual que el modulo de elasticidad E (=1) y la densidad de masa p (=1). En las
tablas correspondientes a cada uno se presentan también los valores de comparacion.

Tabla I: pardmerro A para una placa oblicua CSCS

MODO
ab | B ! 2 3 4 5 6
0 28.950 54743 69.327 94 585 102.21 129.09
[28.95]  [54.75]  [6932]  [94.38]  [102.2]  [129.1]
10| 30 | 36971 64.276 93,034 100.78 137.75 142.72
[36.96]  [64.27]  [93.00]  [100.8]  [137.7]  [I42.7]
45 | 52.554 83.608 123.31 137.55 168.09 193.76
[52.49]  [83.59]  [1233]  [137.4]  [168.0] _ [193.5]
0 13.685 23.646 38.694 42.586 51.674 58.902
[13.69]  [23.65]  [3870]  [42.59]  [S1.68]  [58.66]
20 | 30 17.448 28.494 44.189 55.786 63.928 66.900
[17.44]  [28.48]  [44.18]  [5577]  [63.69]  [66.83]
45 | 24768 37.677 55.304 74.655 85.098 93.180
[24.73]  [37.59]  [55.22]  [74.18]  [84.87]  [9148]

*Valores entre [ ] corresponden a [4]

Caso 2: Placa Cuadrada

En este caso se conformo una placa cuadrada mediante el ensamble de dos placas (fig. 3a y b) de

distinta forma a modo de test, mostrando los resultados comparados en la tabla II

Caso 3: Placa Octogonal

Aqui se presentan, mediante la utilizacién de tres elementos (fig. 4), los resultados obtenidos para
una placa octogonal con sus bordes simplemente soportados. El octégono regular presentado es el
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que resulta inscripto en una circunferencia de didmetro unitario, los resultados comparados estan
presentes en la tabla III, también pueden observarse algunos de los modos calculados

Tabla U: pardmetros A para una placa cuadrada

MODO Caso a Ref. [4] Caso b Ref. {4]
1 9.631 9.632 19.738 19.74
2 16.124 16.13 49.346 49.35
3 36.725 36.72 49.348 49.35
4 38.944 38.94 78.957 78.96
3 46.738 46.73 98.697 98.70
6 70.686 70.74 98.697 98.70

Fig. 3a: placa cuadrada simplemente
soportada en dos de sus lados

Fig. 4: octdgono regular simpiemente
soportados en sus lados

Fig. 3b: placa cuadrada simplemente
soportada en su contomo

Tabla II: pardmerros de frecuencias para
una placa octogonal con simple soporte en sus

lados
MODO Solucion Ref. [5]
Actual
1 25.71 26.00
2 66.27 67.71
3 66.28 67.71
4 118.1 119.5
5 118.1 119.5
6 136.2 137.0
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Fig. 5: Modos para una placa octogonal simplemente
soportada a) primer, b)cuarto c)octavo y d)décimo modo

3. CONCLUSIONES

A través de las diferentes pruebas realizadas y con los resultados presentados, se observa que el
método se comporta de buena forma, aceptando deformaciones importantes sin repercutir
necesariamente en los resultados. El ensamblaje de varios elementos permite reproducir diversas
formas mas complejas, obteniendo un problema con una cantidad de grados de libertad que permite su
facil manejo.
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