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PLACA DELGADA CUADRANGULAR
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RESUMEN
En este trabajo se estiman las frecuencias naturales de placas delgadas mediante el
metodo de Rayleigh-Ritz.
Mediante una sencilla transformacion de coordenadas, es posible con una formulacion
obtener resultados para distintas formas incluidas las cuadradas, rectangulares y oblicuas,
y distintas condiciones de contorno.
Se presentan numerosos ejemplos, comparando los resultados con los de procedimientos
alternativos.

ABSTR'\CT
The Rayleigh.Ritz method is used to estim~te tb~ natural frecuencies of thin plates
(Kirchoff's plates).
Results for different shapes are obtained from a simple coordinate tans formation. This
includes square, rectangular and skew, with different boundary condition.
Several examples are presented and the results are compared with alternative procedures.

Las expresiones de la energia potencial de deformacion y energia cinetica provocadas por la flexion
para una placa de delgada, sin efectos de corte e inercia rotatoria, en coordenadas rectangulares se
encuentran dadas por [I]:

ph r 'T=T hW'dQ

Donde D es la rigidez a la flexion, p la densidad por unidad de area, v el coeficiente de Poisson, h el
espesor y w es el desplazamiento transversal de la placa. EI Lagrangiano esta dado por

,~

Aproximando w de la siguiente forma: w= LP,Wi(x,y), reemplazando en las expresiones de las

energias y determinando el extremo del funcional de la energia, se obtiene un conjunto de ecuaciones
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homogeneas en termino de 105 coeficientes, 10 que deja el siguiente problema de autovalores y
autovectores:
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dominie transformado dominio oriRinal

A partir de la siguiente transformaci6n [2] mapeamos el dominio original (fig 1) en otro, donde
elegiremos e integraremos las funciones de forma.

4

x(q,'1) = LN;(q,'1) X,'
1=1

4

y(q,'1) = LNi(q,'1)r,

1
donde X,', Y,' son las coordenadas del vertice i del dominie y N i = "4 ( 1+ q, q )( 1+ 'I, 'I) con 1;,,17,

como coordenadas del vertice i del dominio transformado. Tomando como funciones de forma a 105

polinomios de Legendre, que son ortogonales y se encuentran defmidos en el intervale [-1,1],
obtendremos

donde P son 105 polinomios de Legendre de orden a. y 13 e i = (amax + l)a + fJ + 1 con

a.,I3=O, .. ·,<xm""l3m",.

Con esto podremos transformar las integrales de 105 elementos de las matrices, obteniendo para la
matriz de masa



Condiciones de conlorno

Las condiciones de contomo fueron impuestas mediante el metodo de Jen [3), en el cual eslas solo son
satisfechas en ciertos puntos del contomo, completando (4) con la siguiente ecuaci6n

con A de r x n, siendo r el numero de condiciones impuestas y n el numero de funciones de forma, y
analizando mediante la descomposici6n en valores singulares (SVD) la matriz de restricciones A

V puede ser partida en V = \V"" V",(n-,}) y el siguiente cambio de coordenadas es posible

A traves de las siguientes expresiones se establecen las distintas condiciones vinculo estudiadas:
simple soporte (S), empotrado (C) y libre (F)

w{x,Y)I,m = ~Pio;(;''7)I", =0
w{i,y)!, =wn(x,Y)I, =0

00' 00



Basindose en las ecuaciones anteriores se programaron y calcularon los panimetros de
frecuenciasA=(J)~ph/ D. El valor del coeficiente de Poisson utilizado en todos los ejemplos

corresponde a 0.3. al igual que el modulo de elasticidad E (=1) Y la densidad de masa p (=1). En las
tablas correspondientes a cada uno se presentan tambien los valores de comparacion.

Caso 1: Placa oblicua con bordes simplemente soportados

En el presente ejemplo se abarcan formas tales como el cuadrado, rectangulo y paralelogramos de
distintos ingulos (Fig I). EI orden de los polinomios de Legendre utilizado es de 10. Los resultados
se muestran en la tabla 1.

En este caso se conformo una placa cuadrada mediante el ensamble de dos p lacas (fig. 3a y b) de
distinta forma a modo de test, mostrando 10s resultados comparados en la tabla II

Caso 3: Placa Octogonal

Aqui se presentan, mediante la utilizacion de tres elementos (fig. 4), los resultados obtenidos para
una placa octogonal con sus bordes simplemente soportados. EI octogono regular presentado es el



que resulta inscripto en una circunferencia de diametro unitario, los resultados comparados estan
presentes en la tabla III, tambien pueden observarse algunos de los modos calculados

MODO Caso a Ref, [4] Caso b Ref, [4]
I 9.631 9.632 19.738 19.74
:: 16.124 16.13 49.346 49.35
3 36.725 36.72 49.348 49.35
4 38.944 38.94 78.957 78.96
5 46.738 46.73 98.697 98.70
6 70.686 70.74 98.697 98.70

Fig. 3a: placa cuadrada simplemente
soportada en dos de sus lados

Fig. 3b: placa cuadrada simplemente
soportada en su contorno

Tabla ill: pare/metros de frecuencias para
una placa octagonal can simple soporte en sus

lados

MODO Solucion Ref, [5]
Actual

I 25.71 26.00
2 66.27 67.71
3 66.28 67.71
4 118.1 119.5
5 118.1 119.5
6 136.2 137.0

Fig. 4: octogono regular simplemente
soportados en sus lados
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Fig. 5: Modos para una placa octogonal simplemente
soportada a) primer, b )cuarto c)octavo y d)decimo modo

A traves de las diferentes pruebas realizadas y con los resultados presentados, se observa que el
metodo se comporta de buena forma, aceptando deformaciones importantes sin repercutir
necesariamente en los resultados. El ensamblaje de varios elementos permite reproducir diversas
formas mas complejas, obteniendo un problema con una cantidad de grados de libertad que permite su
facil manejo.
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