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RESUMEN
Se considera un problema unidimensional de conduccion del calor planteado en una barra
de longitud ftnita L, con temperatura inicial superior a la del cambio de fase. En uno de los
bordes se impone una condicion de flujo de calor y en el otro una condicion convectiva. A
traves de un metodo de diferencias fmitas, se discretiza el problema y se demuestra que la
solucion del problema discreto converge a la soluci6n del problema discreto con condicion
de temperatura, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito. Se
obtienen adenuis condiciones suficientes para asegurar la presencia de cambio de fase en el
problema discreto.

ABSTRACT
We consider a one-dimensional heat conduction problem in a slab of length L, with initial
temperature greater than the phase-change temperature. There is a heat flux condition on
one of the edges and a convective condition on the other. Through a finite difference method
we obtain a discrete problem and we show that the solution of this discrete probleme
converges to the solution of the discrete problem with temperature condition, when the heat
transfer coefficient tends to infmity. We also obtain sufficient conditions in order to have a
phase change in the discrete problem.

Se considera una barra de material representada por el intervalo [0, L], que se encuentra a temperatura
inicial 90(x). En el borde izquierdo, x = 0, hay una condicion de flujo de calor saliente y en el borde
derecho, x = L, una condicion de tipo convectiva, con coeficiente de transferencia de calor a.
Suponiendo una temperatura de cambio de fase de 0°, el problema se plantea a traves de las siguientes
ecuaciones:

pc~ k &8 = 0, O<x< L, t > 0, (I)&Xi

9(x,0) 90(x) > 0, O~x~L, (2)
(P,,)

k ~(O,t) q(t) > 0, > 0, (3)

88- k ax(L,t) = a(B(L,t) - b(t», t > 0, (4)

Las constantes p, c y k representan la densidad de masa, el calor especifico y la conductividad temuca
respectivamente.
SegUn sean los datos 90' q y b, puede ocurrir que se trate de un problema de conduccion del calor para
todo tiempo, 0 que ocurra un cambio de fase.
Para el caso estacionario, se establecierQn en [1] condiciones sobre los datos del problema para
garantizar el cambio de fase.
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Por otra parte, en [2] se demostr6 que cuando el coeficiente de transferencia de calor or tiende a infinito,
la soluci6n del problema estacionario se aproxima a la soluci6n del caso estacionario del problema de
Stefan ados fases.
Si en el problema (I) - (4) se reemplaza la condici6n (4) por

se obtiene un problema al que Ilamaremos (P), que fue considerado en [3], donde se prooo que son
necesarias y/o suficientes ciertas condiciones sobre los datos para garantizar la presencia de un cambio
de fase, a partir de un cierto tiempo to. EI problema discreto correspondiente fue estudiado en [4].

En el presente trabajo, utilizando el metodo de diferencias finitas, se discretiza al problema (P,,) Y se
demuestra que la soluci6n de dicho problema discretizado verifica las siguientes propiedades:
I) se aproxima a la soluci6n del problema (P) discretizado, cuando el panimetro or tiende a infinito.
2) es decreciente en el tiempo.
3) es siempre Menor 0 igual que la soluci6n del problema (P) discretizado.
4) es mon6tona respecto del panimetro or.

Para discretizar el problem (P ,,). se establece un mallado con paso Lll. = k (N es un numero natural)
para la variable espacial x y con paso At para la variable temporal. Se indica con Vi al valor
aproximado de la temperatura 8 en el punto (Xi, tj) = (iLll. ,jAt), es decir que

u!-ur' _...!L U!:;-2 ur'+ut:i
Lll pc Llx2 =0 i = I, ... ,N-l,j = 1,2,3, ...

cuando se utiliza un esquema explicito.
Las condiciones (2), (3) y (4) se traducen respectivamente en:

EI problema discreto representado por las ecuaciones (7), (9), (10)y (1), puede ser expresado en forma
matricial por :



(' +'
.>. 0

o )
->. 1 +2>' .>. 0 0
0 ->. 0

A" = 0 0 (13)
->.

0 0 0 ->. 1 + 2>' - 1+; t>.x

. d >. kt>.tslen 0 = p c t,.x2 .
En el caso del problema (P), la condici6n (5) se discretiza como

Utilizando un esquema implicito en diferencias finitas se obtiene para el problema (P), la siguiente
ecuaci6n matricial

(

1+>'
->.
oA= 0

o

o )o
o
o

->.
1+2.\

.>. 0
1 + 2.\ ->. 0.>.

En este parrafo se demostrani que cuando el coeficiente de transferencia de calor a --+ +00, la soluci6n
del problema (12) se aproxima ala soluci6n del problema (16).

Teorema 1: Suponiendo que la temperatura inicial (}o, el flujo qy la temperarura b son constanres,
b = 80, la solucion discreta del problema (PoJ converge a la solucion discreta del problema (P)
cuando el coeficiente de transferencia de calor tiende a infinito.
Demostraci6n
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Las matrices Aa = (aij) y A = (aij) son matrices estrictamente dominantes diagonalmente, en
consecuencia son inversibles, pueden calcularse

OA..,= mit:!{ laiil- L:1aijl} = I Y 0A = miJ,t{laid - L:laijl} = I (19)I j;o'i I j;o!i

Y se demuestra que se verifica[ 5]:

IIA;; I1100::; 0;: = I y IIA-'lIoo ::; 0;' = I (20)

[

A
- 1+ Ct ~x ° 0000

H(a) = 0 0:
o "
000

o 0:: 00) . ( A b(t;) )'bJ(a) = 0,0, ... ,0, - 1+ Ct ~

Dado que los datos son constantes bi(a) = h(a) y ci'"= c'"
de las desigualdades (20) resulta

IIUi - Villoo ::; IIU.H - V.Hlloo + IIh(a )1100+ IIH(a)1I00(IIU.H/loo + IIc",lloo) =

=IIUi-1-V.Hlloo+ l+~b~ + l+;~ (IIUHlloo+M)

donde se ha designado con M = max { ,\ 1x q, ,\ b} ~ max { ,\ 1" q, t+CtCt~~ } = M",
A partir de (24), se demuestra por induccion que

IIUi - Viii < _A_(J' (}+ j G+1)M) + ~
00 - I+Ct~ 0 2 I+Ct~x

En este parrafo se demostrani que la solucion discreta del problema (P"') es decreciente en el tiempo , se
mantiene siempre por debajo de la solucion discreta del problema (P) y es monotona respecto del
panimetro a.
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Teorema 2: Con las mismas hipotesis del teorema 1 y suponiendo ,\ < ~. la solucion discreta del
problema (PoJ es decreciente en el tiempo.
Demostracion:
Por induccion se probara que

en consecuencia se verifica (26) para j = I.
Suponiendo que (26) es cierta para j = k, aplicando el esquema (8), con ,\ < !' '>/ i = I, ... , N - I:

Teorema 3: Con las mismas hipotesis del teorema 2. la solucion discreta del problema (PoJ es menor
o igual que la solucion discreta del problema (P).
Demostracion:
Considerando el esquema explicito (8) y las condiciones (9), (10) Y (II), para la solucion U! del
problema (P.,) Y el mismo esquema (8) con las condiciones (9), (IO) Y (15) para la solucion V! del
problema (P), se prueba por induce ion sobre j, que para todo i= 0, I, ... , N resulta

U! ~ V!, j = 1,2, . . . (32)

•
Teorema 4: Con las mismas hipotesis del teorema 2. la solucion discreta del problema (PoJ es
monotona respecto del parametro a.
Demostracion:
Por indue cion se probara que si at ~ a2 entonces

donde se ha indicado con "\U~ la soluci6n correspondiente al dato Ilk, k = 1,2.
Cuandoj = 1,



a partir del esquema (8) y la condici6n inicial (9). Ademas, teniendo en cuenta (34), por la condici6n
(10) resulta:

En forma similar, suponiendo la validez de (33) para j = k, a partir del esquema (8) y las condiciones
(9), (10), (II) y el teorema 2, resulta

Teniendo en cuenta las propiedades demostradas en los parrafos anteriores, resulta que si los datos
constantes (Jo y q verifican las condiciones suficientes (4):

J..L
q> ~~(A)

j-I
P~(x) = E limO) x'"

m=O

• (-l)m+'Z •••.'(Zm-3)!! (j-I)!
limO) = (m!)2(j-(m+I»!
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