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RESUMEN
En este trabajo se presentan las principales ecuaciones para el analisis del
equilibrio, estabilidad y estados critico de sistemas eldsticos discretos obtenidas por
una técnica de perturbacion aplicada a las ecuaciones no lineales de equilibrio.
Se describe una metodologia para el trazado de caminos de equilibrio. Esta técnica
es una combinacién de métodos incrementales iterativos con expansiones
asintoticas, las cuales son usadas como predictores de alto orden en cada paso.

INTRODUCCION

La descripcion precisa de la estabilidad estatica de sistemas estructurales requiere la solucion
de ecuaciones de equilibrio no lineales. Las soluciones de estas ecuaciones son un conjunto de
curvas, usualmente llamadas caminos de equilibrio, y el interés primario es la busqueda de
puntos limites y de bifurcacion sobre estos caminos.

Para estos tipos de problemas se pueden distinguir dos formas de solucién. La primera
corresponde a técnicas de representacion analitica, también conocidas cémo técnicas de
perturbacion [1-4], donde las soluciones no lineales son expresadas en formas de series de
potencias de un parametro del camino. La segunda forma de solucion estd basada en métodos
de continuacién [5-8], los cuales pertenecen a la clase de procedimientos del tipo predictor-
corrector, tales cémo el método de Newton-Raphson. Estos métodos obtienen la solucién
como un conjunto de puntos calculados paso a paso sobre las curvas solucion. Las primeras
aplicaciones presentaban un comportamiento no muy robusto en las cercanias de puntos
criticos, pero estas dificultades fueron superadas mediante el uso de pardmetros de
continuacion adaptativos [9-11].

Las técnicas de perturbacién estan basadas en series de potencias, por lo tanto sus resultados
aproximan localmente a la solucion en las cercanias de puntos conocidos de equilibrio donde
los coeficientes de las series son calculados. En contraste, los métodos de continuacion
producen resultados que no estan confinados a una region particular del espacio solucion. Para
extender 1a region de aplicacion de las técnicas de perturbacion es posible combinar esta
técnica con los métodos de continuacién usando las expansiones asintéticas como predictores
de alto orden. Esto ha sido hecho por varios autores [8,12,13] usando como pardmetros de
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perturbacién a diferentes proyecciones ¢ aproximaciones de la longitud de arco del camino
definidas mediante ecuaciones de restriccion [14].

En la referencia [15] fue empleada una técnica combinada pero usando la verdadera longitud
de arco del camino como parametro de perturbacwn Aqui seran presenlados los principales
resultados de dicho trabajo junto a un ejemplo numérico.

DESCRIPCION PARAMETRICA DE LOS CAMINOS DE EQUILIBRIO

Considere un medio continuo elastico general discretizado por. elementos finitos y cuya energia
de deformacion es [(u), siendo u un vector de coordenadas generalizadas usualmente
asociado a desplazamientos nodales u;, sometido a cargas estaticas conservativas asociadas a
una funcion potencial {Xu) y proporcionales a un pardmetro de cargas 1. Luego la energia
potencial total para este sistema es

V="U(u) + A £Xu) (1)

Las ecuaciones de equilibrio estdtico pueden obtenerse mediante la minimizacién de la energia
potencial total ), Esto implica que las derivadas parciales ¥, deben ser nulas

F(u,)=V, =f(u)-Ap=0 2)

donde f = U, es el vector de fuerzas internas generalizadas y p = 2, es el vector de fuerzas
externas generalizadas de referencia, que es asumido constante.

"Jn camino de equilibrio puede ser descripto parametricamente por funciones u(t), A(s), donde ¢
es el pardmetro del camino. Si las relaciones funcionales F(u,4) son analiticas entonces u(),
A(#) son tambi€n funciones analiticas y pueden representarse por series de Taylor:

u(r) = +u"r a2 4 ull 4 3
A(ey = A%+ 20 4 202 4 g0

donde hemos indicado al i-ésimo coeficiente de cada serie con un supraindice entre corchetes.
Estos coeficientes pueden ser obtenidos a partir de las derivadas paramétricas

NI ) A A(m) S
m! 1=0 it=0

donde hemos usado la notacién (.)™ = d™(.)/dt" para indicar la m-ésima derivada con respecto

aty m! es el factorial de m, esto es, m! = m(m-1)(m-2)...1 y 0'=1.

El parametro ¢ es arbitrario, pero es conveniente identificarlo con alguna variable que asegure

la existencia de las relaciones funcionales u(t), A(r). Esta identificacion es impuesta por
ecuaciones de restriccién paramétricas que vinculan los coeficientes de las series (3).

Si llamamos p(f) al vector posicién de la curva definida por u(z), A(f), entonces el vector
tengente a la curva en cada punto es
p® = op _ {“x“) u u ,{(n}f 5
ot
La condicion necesaria y suficiente para asegurar que el parametro del camino 7 sca coincidente
con la longitud de arco s, es que el vector tangente sea un vector unitario en todo punto

p(wz—l=u(')fll(')+(}."))2—l=0 6)
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Si derivamos sucesivamente esta ecuaciéon con respecto a ¢ y la evaluamos en ¢ = 0 obtenemos

Wl gl U = g )]

donde #;=1, f-=0yparam>2

B, = Z ' p(m— P+l)(u[p1 alm-pHl 4 71 gime p+u) (m>2) ®)

Las ecuaciones (7) son las ecuaciones de restriccion paramétrica que definen a la longitud de
arco como pardmetro del camino. Notese que existe una relacién biunivoca entre la longitud de
arco y cada punto del camino. Esto implica que las relaciones funcionales u(s), A(s) existen en
todo punto de la curva y ademds, para este caso, el radio de convergencia de las series de
Taylor (3) debe ser infinito. ’

APROXIMACION ASINTOTICA DE LOS CAMINOS DE EQUILIBRIO

Considere una representacion paramétrica uft), A(t) donde el origen ¢ = 0 coincide con una
configuracion equilibrada (us, Ag) que satisface las ecuaciones de equilibrio (2). Si derivamos
sucesivamente estas ecuaciones respecto del parametro ¢ y evaluamos en t = 0 obtenemos

F, Eu[’"] =-F, Eﬂ.""’ -2, (8)
donde F,, F, son las derivadas parciales respecto de las coordenadas generalizadas u; y el
parametro de cargas A, respectivamente. Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de

equilibrio de m-ésimo orden [3]. Los vectores g.. tienen unidades de fuerzas gencralizadas y
son [lamados vectores de fuerzas geométricas de m-ésimo orden, siendo g;= 0, y para m>1

1Em-1 - - 9
- F(p) ul™ Pl o jlm-pl m>1
gn m ; P! ( P ) ( )
Definiendo a la matriz de rigidez tangente K+* = F, £, y notando que F; [£= p tenemos
K™ = i7p g, (10)

Notese que la matriz Ki° es la misma para todas las ecuaciones de equilibrio de m-ésimo
orden. Si adoptamos la longitud de arco como pardmetro del ca.rmno definida por las
ecuaciones (7), entonces se puede demostrar [15] que si la matriz K+f es no singular en la
c?r]xﬁg{ux;acxon E, entonces las ecuaciones (7) y (10) tienen una solucion unica para cada par
u'™, 2",

Para que una configuracion de equilibrio de un sistema conservativo sea estable es necesario
que su energia potencial total sea minima en dicha configuracion [2,3]. Esto se puede verificar
indirectamente a través de los autovalores @ de la matriz de rigidez tangente [15]. Si todos los
autovalores son positivos la configuracién de equilibrio es estable, si algin autovalor es
negativo la configuracion de equilibrio es inestable y si algin autovalor se anula tenemos una
configuracion de equilibrio critico.

Tenemos dos tipos de configuraciones de equilibrio critico: puntos limites y bifurcaciones. En
¢l primer ¢aso la solucion ¢s (nica y se caracteriza por la presencia de un extremo, maximo 0
minimo, del parametro de cargas en el punto critico y se identifica por la condicién F, p=0,
donde & es el autovector asociado al autovalor critico. En el segundo caso, tenemos Ep=0.y
se puede demostrar que en el punto critico coexisten dos soluciones, esto es. se produce una
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interseccion de caminos de equilibrio llamada bifurcacién. Uno de estos caminos. llamado
fundamental, presenta siempre una componente A< # 0. Si el otro camino de la interseccion.
llamado secundario, presenta una componente As'"’ # 0, la bifurcacion se dice asimétrica, y si
A" = 0, la bifurcacion se dice simétrica y se caracteriza por la presencia de un extremo del

parametro de cargas en el punto critico para el camino secundario.

Si las ecuaciones de equilibrio F(u, 1) son funciones analiticas de u y A, se puede demostrar
[15] que los autovalores c(f) también deben ser funciones analiticas en el pardmetro ¢ Por lo
tanto, un autovalor critico ax(f) puede expresarse, en torno de un punto critico, como

w-(t) =0t +ol' + ol +-- an
Se puede demostrar {15] que en un punto limite 6 sobre el camino fundamental de una

bifurcacion se tiene ax'' = 0. Esto implica que sobre estos caminos siempre hay una pérdida de
estabilidad en el punto critico. Ademas, para una bifurcacion asimétrica se debe cumplir [15]

(12)

Esta ecuacién representa la transicién del grado de inestabilidad en una bifurcacion asimétrica,
esto es, si para cargas crecientes un camino pierde estabilidad el otro debe ganarla en igual
grado. Si la bifurcacion es simétrica (As!"! = 0) se tiene ax'"'s = 0. Esto implica que el grado de
estabilidad de un camino secundario de una bifurcacion simétrica no cambia y se puede

demostrar [15] que

228 (13)
o) = _TISF PRu
F

Esta ecuacién relaciona la estabilidad del camino secundario de una bifurcacién simétrica con
su curvatura en el punto critico y con la pérdida de estabilidad del camino fundamental.

Las ecuaciones (12) y (13), que confirman resultados previos basados en argumentos
topologicos [2,16], son interesantes dado que relacionan la variacion de estabilidad sélo con la
variacion de la geometria de los caminos, y no parecen haber sido previamente publicadas.

IMPLEMENTACION DEL METODO DE CONTINUACION ASINTOTICO

Se implementd una técnica de continuacion para el andlisis de estabilidad de pérticos planos
basada en el método de Newton-Raphson. Se usaron los primeros cinco términos de las series
(3) como predictores de alto orden y se usd un control adaptativo del incremento del paso
analizando el error de truncamiento de las series [15]. Los puntos criticos fueron calculados
por el método sugerido por Wriggers y Simo [17].

Fue analizado un arco triangular rebajado bajo carga central usando 32 elementos finitos. Las
dimensiones del arco son: longitud = 65.712 cm, altura = 0.98 cm, médulo de Young =
7200000 N/em?®, 4rea = 1.18 e, inercia = 0.003784 cm'. Este arco presenta dos puntos
limites y dos bifurcaciones simétricas antes del primer punto limite. En las figuras 2 y 3
tenemos la variacion de la carga P con los desplazamientos central v; y en el medio del lado v,.

Se puede concluir que el algoritmo se comporta de manera eficiente, tanto para la deteccién de
puntos criticos como para el trazado de los caminos de equilibrio.
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Figura 1: Arco triangular abatido biempotrado.
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Figura 2: Variacién de la carga con desplazamiento central.
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Figura 3: Variacion de la carga con desplazamiento en medio de lado.
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