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RESUMEN
En este trabajo se presentan !as principales ecuaciones para el aruilisis del
equilibrio, estabilidad y estados critico de sistemas eIasticos discretos obtenidas por
una tecnica de perturbacion aplicada a las ecuaciones no lineales de equilibrio.
Se describe una metodologia para el trazado de carninos de equilibrio. Esta tecnica
es una combinacion de metodos incrementales iterativos con expansiones
asintoticas, las cuales san usadas como predictores de alto orden en cada paso.

La descripcion precisa de la estabilidad estatica de sistemas estructurales requiere la salucion
de ecuaciones de equilibrio no lineales. Las soluciones de estas ecuaciones san un conjunto de
curvas, usualmente llamadas caminos de equilibria, y el interes primario es la busqueda de
puntos limites y de bifurcacion sabre estos carninos.

Para estos tipos de problemas se pueden distinguir dos formas de salucion. La primera
corresponde a tecnicas de representacion analitica, tambien conocidas como tecnicas de
perturbacion [1-4], donde !as soluciones no lineales son expresadas en formas de series de
potencias de un parametro del carnino. La segunda forma de salucion esta basada en rnetodos
de continuacion [5-8], los cuales pertenecen a la clase de procedimientos del tipo predictor-
corrector, tales como el metodo de Newton-Raphson. Estos metodos obtienen la salucion
como un conjunto de puntos calculados paso a paso sabre !as curvas solucion. Las primeras
aplicaciones presentaban un comportamiento no muy robusto en !as cercanias de puntos
critic os, pero estas dificultades fueron superadas mediante el uso de parametros de
continuacion adaptativos [9-11].

Las tecnicas de perturbacion estan basadas en series de potencias, por 10 tanto sus resultados
aproximan localmente a la solucion en !as cercanias de puntos conocidos de equilibrio donde
los coeficientes de las series son calculados. En contraste, los metodos de continuacion
producen resultados que no estan confinados a una region particular del espacio solucion. Para
extender Ia region de aplicacion de \as tecnicas de perturbacion es posible combinar esta
tecnica con los metodos de continuacion usando !as expansiones asintoticas como predictores
de alto orden. Esto ha sido hecho por varios autores [8,12,13] usando como parametros de
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perturbacion a diferentes proyecciones 0 aproximaciones de la longitud de arco del camino
definidas mediante ecuaciones de restriccion [14].

En la referencia [15] fue empleada una tecnica combinada pero usando la verdadera longitud
de arco del camino como parametro de perturbacion. Aqui senin presentados los principales
resultados de dicho trabajo junto a un ejemplo numerico.

Considere un medio continuo ehistico general discretizado por elementos finitos y cuya energia
de deformacion es U(u), siendo u un vector de coordenadas genera1izadas usua1mente
asociado a desplazamientos nodales u" sometido a cargas estaticas conservativas asociadas a
una funcion potencial .Q'u) y proporcionales a un parametro de cargas A.. Luego la energia
potencial total para este sistema es

tas ecuaciones de equilibrio estatico pueden obtenerse mediante la minimizacion de la energia
potencial total 12.31. Esto implica que !as derivadas parciales V.deben ser nulas

donde f = U. es el vector de fuerzas internas generalizadas y p = .Q, es el vector de fuerzas
externas genera1izadas de referencia, que es asurnido constante.

fJn camino de equilibrio puede ser deseripto parametricamente por funciones u(t), A(f), donde t
t's el pariunetro del camino. Si !as relaciones funcionales F(u,A) son analiticas entonces u(t),
A(t) son tambien funciones analiticas y pueden representarse por series de Taylor:

A(t) = lOj + Aillt + A[2]t2+ ,1,[31t3 + ...

donde hemos indicado al i-esimo coeficiente de cada serie con un supraindice entre corchetes.
Estos coeficientes pueden ser obtenidos a partir de !as derivadas parametricas

Aim) = ~A(m)

m! 1=0

donde hemos usado la notacion (.r' = dm(.)/dtm para indicar la m-esima derivada con respecto
at y m! es el factorial de m, esto es, m! =m(m-1)(m-2) ...1y 0!=1.

EI parametro t es arbitrario, pero es conveniente identificarlo con a1guna variable que asegure
Ja existencia de !as relaciones funcionales u(t), A(t). Esta identificacion es irnpuesta por
ecuaciones de restriccion parametricas que vinculan los coeficientes de las series (3).

Si llamarnos pet) al vector posicion de la curva definida por u(t), A(I), entonces el vector
t?ngente a la curva en cada punto es

pIll = op = {Ull) u~1) ujll ... A(llf (5)ot I •

La condicion necesaria y suficiente para asegurar que el parametro del camino t sea coincidente
con la longitud de arco s, es que el vector tangente sea un vector unitario en todo punto



Pm = -Ip~m~~p + I) (uIP1' u[m-p+1) + AIP1,.tIm-p+ll) (m > 2)
p=l 2m

Las ecuaciones (7) son las ecuaciones de restricci6n parametric a que definen a la longitud de
arco como parametro del camino. N6tese que existe una relaci6n biunivoca entre la longitud de
arco y cada punto del camino. Esto implica que las relaciones funcionales u(s}, A(s) existen en
todo punta de la curva y adeIruis, para este caso, eI radio de convergencia de las series de
Taylor (3) debe ser infinito. -

Considere una representaci6n parametrica u(O, A(I) donde el origen 1 = 0 coincide con una
configuraci6n equilibrada (UE, AE) que satisface !as ecuaciones de equilibrio (2). Si derivamos
sucesivamente estas ecuaciones respecto del parametro 1 y evaluamos en t = 0 obtenemos

donde Fu, F~ son !as derivadas parciales respecto de !as coordenadas generalizadas u, y el
parametro de cargas A, respectivamente. Estas ecuaciones son llarnadas ecuaciones de
equilibrio de m-esimo orden [3]. Los vectores g... tienen unidades de fuerzas generalizadas y
son llarnados veclores de juerzas geometricas de m-esimo orden, siendo g/ = 0, Ypara m>I

g = 1.Im -I (F1PJ u[m-pI+ FIP) AIm-PI)
m m p=1 p! II E A E

Definiendo a la matriz de rigidez tangente K/ = Fu I E, Ynotando que F~ I E = P tenemos

I K~ulmJ = Afm1p -gm I (10)

N6tese que la matriz K/ es la misma para todas las ecuaciones de equilibrio de m-esimo
orden. Si acioptamos Ia longitud de arco como parametro del camino, definida por !as
ecuaciones (7), entonces se puede demostrar [15] que si la matriz K/ es no singular en la
configuraci6n E, entonces !as ecuaciones (7) y (10) tienen una soluci6n linica para cada par
u1m!, A1ml•

Para que una configuraci6n de equiliorio de un sistema conservativo sea estable es necesario
que su energia potencial total sea m.iniIDa en dicha configuraci6n [2,3]. Esto se puede verificar
indirectamente a traves de los autovalores w de Ia matriz de rigidez tangente [15]. Si todos los
autovalores son positivos Ia configuraci6n de equilibrio es estable, si alglin auto valor es
negativo la configuraci6n de equilibrio es inestable y si algun auto valor se anula tenemos una
configuraci6n de equilibrio cntico.

Tenemos dos tipos de configuraciones de equilibrio cntico: puntos limites y bifurcaciones. En
el primer c~o la solucion es (mica y se cilracteriza por Ia.presencia.de un eKtremo, maximo 6
minimo, del parametro de cargas en el punto cntico y se identifica por Ia condici6n ~ rp oF- 0,
donde ~ es el auto vector asociado al auto valor cntico. En el segundo caso, tenemos ~ TP = O. Y
se puede demostrar que en el punto cntico coexisten dos soluciones, esto es. se produce una



interseeeion de eaminos de equilibrio llamada bifurcaci6n. Uno de estos eaminos. llamado
fundamental, presenta siempre una eomponente All #- O. Si el otro camino de la interseeeion.
llamado secundario, presenta una eomponente A.,II] #- 0, la bifureaeion se dice asimetrica, y si
kill = O. ta bifureaeion se dice simetrica y se earaeteriza por la presencia de un extremo del
parametro de eargas en el punta entieo para el camino seeundario.

Si las eeuaciones de equilibrio F(u, A.) son funeiones analitieas de u y A., se puede demostrar
[15] que tos autovalores ~t) tambien deben ser funciones analitieas en el parametro t. Por 10
tanto, un auto valor eritieo liK(t) puede expresarse, en torno de un punto entieo, como

we(t) = w~lt +w~lt2 +wg1tJ +... (1 I)

Se puede demostrar [15] que en un punta limite 0 sobre el camino fundamental de una
bifureaeion se tiene liK11J #- O.Esto impliea que sobre estos eaminos siempre hay una perdida de
estabilidad en el punto entico. Ademas, para una bifurcacion asimetrica se debe cumplir [15]

Esta eeuacion representa la transicion del grade de inestabilidad en una bifurcacion asimetrica,
esto es, si para cargas crecientes un camino pierde estabilidad el otro debe ganarla en igual
grado. Si la bifurcacion es simetrica (kIll = 0) se tiene liK11lS = O. Esto implica que el grade de
estabilidad de un camino secundario de una bifureacion simetrica no cambia y se puede
demostrar [15] que

Esta ecuacion relaciona la estabilidad del camino seeundario de una bifureaeion simetrica con
su eurvatura en el punto entico y con la perdida de estabilidad del camino fundamental.

Las ecuaciones (12) y (13), que confirman resultados previos basados en argumentos
topologicos [2,16], son interesantes dado que relacionan la variacion de estabilidad solo con la
variacion de la geometria de los eaminos, y no parecen haber side previamente publicadas.

Se implemento una teenica de continuacion para el aruilisis de estabilidad de porticos pianos
basada en el metoda de Newton-Raphson. Se usaron los primeros cinco terminos de las series
(3) como predictores de alto orden y se us6 un control adaptativo del incremento del paso
analizando el error de truncarniento de \as series [15]. Los puntos criticos fueron calculados
por el metodo sugerido por Wriggers y Simo [17].

Fue analizado un areo triangular rebajado bajo carga central usando 32 elementos finitos. Las
dimensiones del areo son: longitud = 65.712 em, altura = 0.98 em, modulo de Young =
7200000 N/cm2, area = 1.18 cm2, inercia = 0.003784 em4

• Este arco presenta dos puntos
limites y dos bifureaeiones simetricas antes del primer punta limite. En las figuras 2 y 3
tenemos la variaci6n de la carga P con los desplazamientos central VI yen el medio dellado V,.

Se puede eoncluir que el algoritmo se eomporta de manera eficiente, tanto para la detecci6n de
puntos enticos como para el trazado de los carninos de equilibrio.
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