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RESUMEN

En este trabajo se hace un analisis de las vibraciones transversales de un disco rotante,
constituido por un material con anisotropia cilindrica y vinculado elasticamente a
traslacién y flexion en el borde. El disco gira en su plano, airededor de un eje central con
velocidad angular @ constante. Se determinaron los coeficientes de frecuencias naturales
fundamentales y velocidades criticas.

ABSTRACT

The present study deals with transverse free vibration analysis of a disk, made of a
material with polarly orthotropic characteristics and elastically restrained at the edge. The
disk rotates in its plane at constant angular speed @ . Fundamental natural frequency and
critical speed coefficients are determined.

INTRODUCCION

El estudio de las vibraciones transversales libres de discos rotantes isotropos, considerando diferentes
tipos de condiciones de vinculacion en-el borde, ya ha sido tratado por varios autores. Sin embargo en
el caso de discos rotantes con ortotropia polar la informacion con que se cuenta es escasa. El problema
es de interés tecnologico dado el uso cada vez mas comun de materiales compuestos.

En este trabajo, se hace un analisis del problema del disco rotante con ortotropia polar mientras ejecuta
vibraciones transversales libres. La placa circular que gira esta vinculada elasticamente en el borde.
Tiene resortes traslacionales ubicados en el mismo plano de la placa, para restringir su desplazamiento
radial y resortes a rotacion que condicionan su flexion transversal (ver Figura 1). El problema que se
plantea trata de la determinacion del coeficiente de frecuencia fundamental de vibracion transversal
axisimétrica del disco rotante y la condicion de inestabilidad.

Es importante hacer notar que la determinacién del campo tensional de la placa circular rotante con
ortotropia polar ya ha sido resuelto por Glushkov [1], segun fue referenciado por Lekhnitskii [2], no
teniéndose mas informacion al respecto. En la referencia [4] se han determinado las tensiones
inducidas por la rotacion cuando el disco es istropo y esta vinculado elasticamente en el borde tanto a
traslacion como a flexion.

SOLUCION ANALITICA APROXIMADA

La determinacion de las frecuencias naturales de vibraciones transversal de un disco que rota con

velocidad angular o constante, alrededor de su centro, requiere la minimizacion de la siguiente
funcional en coordenadas polares:
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Eje de rotacion

Figura 1: Disco rotante con ortotropia polar vinculado elasticamente en el borde.
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donde W es la deflexion del disco; @, 1a frecuencia natural de vibracion transversal; 4 ¢l espesor, a el

radio maximo, p I densidad del material, o, la tension radial dada por la expresion

2 2 2 _ 2 x-1 2
o = pw”a {3+09+K(K Uy )(_’_J _(3+09)(_r_) }ch:k
a

9-«x’ 1+K{(x-v,) a

k, es la constante de los resortes a flexion, y £ la constante de los resortes a traslacion

Las rigideces flexionales del disco en las direcciones radial » y tangencial & respectivamente son:

_ E K _ E,
T 12(1-u,v,) 7 12(1-v.v,)

y la relacién K= D/Dr = E%;r .

Se asume como aproximacion de la deflexién transversal del disco a la expresion:
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W;Wu(r):zv: A4, [a., r’+ B, r2+1] 2 )

J=0

donde cada funcion coordenada j<sima cumple las condiciones de borde en r = a:

W, (a,6)=0 (32)
dw, (W, tdw, Y

k8% yp| f sy, 28 ) =0 3
ldrirza+ 'Ldrz +U‘qr dr Jri (3b)

y 7 es el parametro de optimizacion de Rayleigh.
Los coeficientes &, y ﬁ_, de la expresion coordenada W, se determinaron utilizando las condiciones
de borde (3.ayb)

_ 2(1+4 j+K, +v, )
loa (}/—2)(1+y+4j+Kl+ug)

y(l-y-4j-K-v,)
a’ (}/—2)(1+;/+4j+K1+v,,)

i

B,

donde K, =k, 2.
D

r

Sustituyendo la expresién aproximada (2) de la deflexion en la expresion (1) de la funcional JW,)y
luego minimizandola con respecto a los parametros A4, se obtiene un sistema homogéneo de

ecuaciones en esos parametros arbitrarios. La condicion de no-trivialidad permite obtener un
determinante ecuacion, en el cual la menor de las raices es la frecuencia fundamental del sistema. La
expresion del coeficiente de frecuencia obtenido, se optimiza con respecto al parametro exponencial 7.

El problema se plante en forma adimensional, con ese fin se adoptaron:

,r:L; 0<r<l
a
Q =w! %—ha‘
i pw’at
E, n

donde Q, es el coeficiente de frecuencia natural adimensional de vibracion transversal y 4 es el
coeficiente adimensional de velocidad de rotacion angular del disco.
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RESULTADOS NUMERICOS

En la Tabla I se presentan los valores de la velocidad de rotacién angular critica A_, (cuando Q = 0),
para el caso de un disco rotante de material isétropo (v = 0.30) con diferentes tipos de resortes en el
borde, (diferentes valores de K y K). Los valores obtenidos con una funcion aproximante de /¥ de
tres términos, expresion (2), estan en buen acuerdo con los obtenidos por Maretic [4].

2 4/
Tabla I: Valores de la velocidad angular critica A, = wpa /E h
, Ly

rotante de material isétropo. (U =v, =v, =0.30). [Q=0].

, ., para el disco

p wZ a4
=T
8
K &
0 1 10 ©
0 o0 ool © o
. 50342 70.081 204.361 758.88
50.259% 69.836 200.342 657.048
s 73111 12.081 40.108 93.777
0 5371 8.965 29.348 62.039
5.371 8.962 29.115 60.045
100 4037 6.740 21.501 40.984
4.037 6.739 21.264 40.984
N 3.909 6.523 20.501 39.075
3.909 6.523 20.486 38.852

NOQOTA:
O Valores calculados en el presente trabgjo (N=2).
@ Valores dados en la referencia [4).

La Tabla II es analoga a la Tabla L, pero se refiere a un disco constituido por un material con ortotropia

e
polar [x? = Do/ - 1.10 y v, =0.30]. Los valores de la velocidad angular critica A, fueron
/D; ’ -

calculados utilizando la expresion (2), en la que se tomaron dos y tres térmmos.

En la Figura 2 se puede observar cémo se comporta ¢l coeficiente de velocidad angular critica 4, , en

D,

funcién de la relacion de ortotropia del material, x° = /D . El modelo de disco analizado tiene

S,
restringido elasticamente su borde a flexién (X, =1) y también se considera la existencia de resortes
traslacionales, cuyas constantes toman valores entre uno ¢ infinito (1 < K <),

La Figura 3 muestra la variacion del coeficiente de frecuencia fundamental Q,, en funcion de

la velocidad de rotacion angular A, para el caso en que los resortes a flexion poseen una constante
K, =1 y rigidez de los resortes traslacionales varia entre cero e infinito. Las relaciones de ortotropia

que caracterizan al material del disco son x> =2 y v, =0.30.
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2 4
Tabla I1: Valores de la velocidad angular critica A, = wpa , . para el disco
E, h
rotante de material con ortotropia polar. (x° = Df’,/b =1.10. v, =0.30).{Q=01
1P o’ at
o T T
E, h
KI

K 0 1 10 ©

0 o x ool o o]
1 47.1537 67.425 217.167 1054.28
45.2729 63.510 186.727 670.10
5 7.342 11.995 39.394 91.403
7.341 11.995 39.211 89.166
10 5.529 9.101 29.421 62.699
5.529 9.101 29.381 62.299
100 4254 6.998 21.941 43.129
4.254 6.998 21.850 42.254
. 4131 6.791 21.190 41,258
4.131 6.791 21.108 40.436

NOTA:
M

VVaiores calculados en el presente trabajo con una aproximacion de dos términos (N=1).
@ Valores calculados en el presente trabajo con una aproximacion de tres términos (N=2).

De los resultados obtenidos se observa que cuando no existe resorte traslacional (X =0), tampoco
existen valores de velocidad critica, dado que el disco rotante esta sometido a traccion. Este hecho se
menciona en el trabajo de la referencia [4] donde se estudian discos isétropos.

La frecuencia fundamental de vibracion transversal se incrementa al aumentar la velocidad de rotacion
angular del disco, evidenciandose el efecto rigidizador de la velocidad.
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2 4
Figura 2: Valores del coeficiente de velocidad angular critica = wp a; en funcion
A er h
1)
de x>y con K, =1. [v, =030].
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Figura 3: Coeficiente de frecuencia fundamental Q. = , ., jp hD a® en funcion de la

r

velocidad angular de rotacion A con K, =1, k* = D/"/D =2 yug =0.30.
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