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RESUMEN

Dado un modelo parabélico, no lineal, con condiciones de borde Dirichlet, se realizan
experiencias numéricas a fin de aproximar soluciones no triviales, para — oo
asintéticamente estables. es decir soluciones que tienden a las del problema eliptico, en el
sentido de Lyapunov [1, 2, 3].

El modelo pertenece a las llamadas ecuaciones de reaccion-difusién de tipo semilineal, que
son lineales en el operador calor y ademds tienen una funcién de reaccién no lineal, en este

caso f(u,a,b)=u (a -b u), siendo « concentracién, a y b pardmetros [4].

El algoritmo empleado se fundamenta en el concepto de sucesiones monétonas y ordenadas
[5], y en el teorema de existencia de Amann y Sattinger [1].

ABSTRACT

With a nonlinear parabolic model, with Dirichlet boundary conditions, we make numeric
experiences to approximate non trivial solutions, for 7 — e assyntotically stables, that is
solutions that tend to the elliptic problem, in the Lyapunov sense [1, 2, 3].

The model belongs to the so-called reaction-diffusion equations of semilinear kind, that are
linear in the heat operator and have a nonlinear reaction function, in this case

fu,a,b)=u (a -b u) , being u conceptration, a and b parameters [4].

The used algorithm is based on the concept of monotone and ordered sequences {5], and on
the existence theorem of Amann and Sattinger {1].

INTRODUCCION

En el sistema del reactor nuclear con retroalimentacion negativa de temperatura, se puede
establecer un modelo simplificado del flujo neutrdnico con una posibie fuente interna (41,
mediante:
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u, —Du, = f(xu) (xel0,L],0<:<T) ¢
C.B. ux=0)=u(x=L)=0 0<t<T)
C.l u(x,0) = u, (x)

donde D es el coeficiente difusivo, con la funcién de reaccion:
f(x,u)=u(a—bu)+q(x) (2)

donde a, b son constantes positivas y g=0. El mismo modelo describe la distribucion de
temperatura para el caso de una retroalimentacién adiabdtica.

De aqui en mds, consideraremos, para facilitar la ilustracién, g(x)=0. De modo que
matemadticamente se estudia el modelo representado por:

w,-Du, =ula-bu) (x€[0,LL,0<r<T) 3
C.B. u(x=0)=u(x=L)=0 0<t<T)
C.1l. u(x,0) = u,(x)

Si se anula u, queda el problema eliptico:

Du, +u(a-bu)=0 (xe€[0,L] 4)
C.B. ux=0=u(x=Ly=0

Considerando D =1, st se multiplica (4) por u«, y se integra, se llega a:

1, a, b,
F(u,ux)=5ux+-7—u —Su = cte. 5

Figura 1. Diagrama de fases.
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) =g, u,‘_(j' =h, , como funciones de partida, se generan dos sucesiones { E,,'_;"’ by

©
if

{gf”/" } que se suelen llamar mayorantes y minorantes, con 7, , 20:

Con u

S, wy= £, (v)2=F (w=-v) (11a)
f,,,(W)_ﬁ.,(v)sn..,(“"v) (11o)

Para #<v<w< g se demuestra que las soluciones discretas generadas tienen monotonicidad
[5]. Se demuestra que con estas imposiciones para la funcién de reaccion mids débiles que la
condicién de Lipschitz, las sucesiones mayorante y minorante, convergen en forma monétona
a la solucidn tnica del sistema parabdlico discretizado.

Afortunadamente, la funcién de reaccién de este problema es lipschitziana localmente, de
modo que cumple

£, 0= £, S K, o (12)
asi que basta elegir £, =0, ; = K, ; para que se cumplan (11a) y (115).

Se demuestra que si g, , &

,; son un par de soluciones superior e inferior, tales que

h;sg,, V(i j) de la grilla y f satisface (11a), entonces la sucesion maximal {Z}

converge monétonamente, con valores mayores, a una solucién discreta ¥ =, ;, y la sucesion
minimal { gf;)} converge monétonamente, con valores menores, a una solucién y =y, de
(9) [4]. Ademds, se verifica que esas funciones discretas u, ; y #, ; satisfacen

1 2 —_ —_ e
h,<su®<u®< <usu<.<uP<av<g,, (13)

Para esta funcién de reaccién se verifica ademds que f, ;(0) 20, y ello motiva la eleccidn de

&)

3 @) (€]
funciones c;;, ¢, con ¢;; 20, tales que

1 2
fwysclu+cly 14)

(cuando # >0 en la malla). Con la ‘hipétesis (14) se calcula una solucién superior y una
inferior (discretas), S, ; y s, ;, resolviendo los sistemas implicitos:

S.;/q "'S,., _ S(-l./ol - ?‘Si./H + Sm.j»x M S +c@
Ar A =G a9 TG

Sijnt TSy Sicge T 25i./+| + 5,10 P _ 15
At Axl + st./+l - f:,”l(o) ( 3)

con P=F,,, como la funcién de (11a) y las condiciones de borde

i
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S(xwtjﬂ):S(xNvtpl):s(xovtj»fl)=S(x~)[,+1)=0; Si0 = 8,0 =(ty); (16)

El algoritmo comienza a iterar partiendo de %, =S, , y 4,, = 5, ,. Se demuestra que con esas
funciones de partida, las sucesiones {7’ } y {u"'} convergen monétonamente, superior €

inferiormenie, a la dnica solucién u:j del problema (9).

CONCLUSIONES

Dado un modelo de reaccidén-difusién, con una funcién de reaccidén f(u,a,b)= u(a ~b u),
siendo la variable u por ejemplo la concentracidn en la ecuacién del flujo neutrénico, a y b
parémetros, se han aproximado las soluciones mediante discretizacién en diferencias finitas de
manera implicita, empleando en la resolucion el algoritmo tridiagonal, en un proceso iterativo
de tipo Picard.

Se han hecho experiencias numeéricas con el objeto de verificar resultados tedricos sobre
existencia de solucién, estabilidad asintdtica y aparicién de puntos de bifurcacién. Se ha
observado c6mo la solucién del problema parabélico tiende a superponerse con la solucién del
problema eliptico, cuando el tiempo tiende a infinito (es decir cuando el problema se
independiza dei tiempo).

En la figura 2 se exhibe precisamente las soluciones del problema parabdlico y del eliptico
superpuestas, es decir una solucién asintéticamente estable o atractor del problema eliptico, en
elcaso a=30, b=1{7].
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Llamando (0,r) a las coordenadas de cualquier punto sobre el eje u, . resulta el rango de
variacion atl:

0<r<%~‘/% (6)

pues, como se advierte en los grificos, si r es demasiado grande, la trayectoria no interceptard
el eje u y las soluciones no estardn acotadas.

25 + -

20 |

u{x)

D=1, a=30;

Ax = 3t=102

i t ! . L 1

0.0 0.2 3.4 0.6 .8 1.0

X

Figura 2. Solucién estacionaria tipica no trivial.

De modo que cualquier trayectoria estd dada por F(u,u )= cte. En particular si ABC es una
trayectoria no trivial, con A=(0,r), x=0enAy x= L enC,es:

-

w2yt - u’—i (7
2 T2

W

L
2

Sean x, y u, los valores de x y u en el punto B, por simeir{a (respecto de u ) es L=2x,.De
modo que en x, = L/2 se tiene una solucién no constante del problema eliptico. Integrando
resulta:

du

L=2"
o) e ey

De aproximar numéricamente por Simpson esta integral eliptica, para u, — 0, resulta en el

6

lfmite un valor especial de longitud del dominio, que se indica con L™ y se denomina puato de
bifurcacion: es el punto a partir del cual aparecen las soluciones no triviales.

Las experiencias numéricas en el caso @ =b =1 muestran que L' =7,y en general se observa
la dependencia de L con el pardmetro a de esta funcidn.
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El método de las sucesiones mondtonas [4,5] que se usari luego para aproximar
numéricamente el atractor, tiene su fundamento en un teorema de existencia de solucién,
demostrado por H. Amann (1971) y Sattinger (1972), que afirma que si un problema de borde
como el expuesto, tiene una solucién inferior u(x) (u(x) es tal que — L(u(x) < f{u), #<0,
L operador diferencial) y una superior #(x) (#(x) es tal que — L{zt(x))> f@, @20)yse
cumple que u(x)<%(x) en el dominio D, entonces el problema de borde tiene una solucién
u(x) tal que u(x) <u(x)<u(x) en D. De modo que se dice que & es soluci6n superior del
problema eliptico si - %" 2 f(&) o AT+ f(@)<0 y u es solucién inferior si —u” < fuw) o
Au+ fu)20.

Existen maneras de construir soluciones superiores g(x) e inferiores A(x) para esta funcién
de reaccién, que encierran la solucién u(x), tales que h(x) < u(x) < g(x). Resultan el punto
de partida del proceso iterativo de Picard, que a continuacién se resume [4].

METODOLOGIA DE CALCULO

Se construyen sucesiones mondtonas de soluciones numéricas superiores e inferiores
ordenadas, mediante una iteracién de tipo Picard, a partir de un sistema discreto lineal [4, 6].
Partiendo de un par de soluciones discretas, que llamaremos S, Y s, (luego se dird c6mo se

obtienen), se generan sucesiones monoétonas que convergen superior e inferiormente, a la
solucidn del problema discretizado.

Llamamos u, , =u(x,,t,), f,; = f(x;,t;,u(x;,t,)), y aproximamos la ecuacién diferencial

implicitamente;

U

el % ; e Tl
/ 1At ] —DL szl = l]“—f(u.-.m)(uo =u, =0) 9)

u (u._LM - 2u,

siendo / el indice espacial, j el indice temporal, Ax el paso espacial, Ar el paso temporal,
x, =ilx, t ; =J Ar. Del mismo modo se discretizan las condiciones de borde.

Se elige una funcién conveniente P(x,?), siendo F,=P(x,1,)20 yse suma P u,, a
ambos miembros de (9). De modo que partiendo de una iteracién inicial ui‘.’;’ s construye una

sucesién { «7 } con el sistema

(m) (m) (m)y (m)
W', — U u, —2u + U, )
my 1 i+l o i-Lj+l ij+l i+l j+l (m) (m) _ pim=-1) (m=1) (m=1)
Llui-#l] = At Ax + ﬂj«-l"f,ju = P:‘;+1 U in +f(“x,/+x )
{my _ (my

Uy o =uy =0

U0 = (o), 10)

donde m = 1, 2, ... indica paso de iteracién. Asf como ocurte en la matemdtica continua, la

iteracién inicial puede ser elegida como una solucién superior o como una inferior.




