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RESUMEN

La integracion temporal de problemas de dindmica lineal se realiza con eficiencia
mediante un nimero de algoritmos incondicionalmente estables. Para ello son uti-
lizados esquemas que conservan la energia como asi también esquemas en los que se
fuerza un decaimiento de la energia (energy decaying algorithms). Las propiedades de
conservacién/disipacién de estos algoritmos no son en general extensivas al régimen
no lineal. En este trabajo se analizan diversas formulaciones de esquemas de inte-
gracién temporal que conservan la energia para problemas de la dindmica no lineal,
comparando performances, costos, etc. y tomando como problema modelo el calculo
de la respuesta de un trompo simétrico moviéndose en un campo gravitacional.

ABSTRACT

Time integration of linear dynamics problems is solved efficiently using a widely
range of unconditionally stable algorithms. In order to do this, energy conserving
and energy decaying schemes are used. This conservation property is typically lost
in the nonlinear regime, because the conservation/dissipation properties of this kind
of algorithms are, in general, non extensive to the nonlinear regime. The paper
deals with several energy conserving algorithms for the dynamic analysis of non-
linear systems. Performance, cost, etc. are compared, considering the problem of a
symmetrical top in a gravity field.

INTRODUCCION

El hecho de que las propiedades de conservacién/disipacién de los algoritmos incondicionalmente
estables para régimen lineal no sean extensibles al régimen no lineal ha llevado a varios autores a
desarrollar esquemas especiales para el tratamiento del caso no lineal. Desde un punto de vista
numérico, los algoritmos que conservan la energia llevan a una nocién rigurosa de estabilidad
incondicional no lineal. Por otro lado, la ausencia de algin mecanismo de disipacién de altas
frecuencias en presencia de frecuencias no resueltas puede llevar a dificultades de indole numérica.
Esta limitacién puede evitarse adoptando esquemas que pueden disipar el contenido de energia
relativo a los modos de vibracion de las frecuencias mas elevadas. Podemos mencionar tres

grupos de algoritmos:
e algoritmos con disipacién numérica

e algoritmos con conservacién forzada de la energia
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e algorimos con conservacién algoritmica de la energia

Los métodos del primer grupo (Newmark, métodos «) poseen disipacion controlada de frecuen-
cias altas para dinamica lineal, pero para sistemas no lineales no garantizan la disipacidn de
energia para todos los pardmetros de integracién. El segundo grupo fuerza la conservacion de
la energia por un esquema que es una extensién de la regla del trapecio con una restriccién
para la conservacién de la energia por multiplicadores de Lagrange. El tercer grupo es el mas
utilizado actualmente y garantiza la estabilidad de la integracién temporal. Es conocido como
energy-momentum method, y consiste en una simple modificacién de la regla cldsica del punto
medio. En este trabajo se estudian comparativamente formulaciones de esquemas de integracion
temporal de este Gltimo grupo, aplicadas a un problema de dindmica rotacional no lineal.

PROBLEMA DEL TROMPO

Consideremos el movimiento de un cuerpo rigido con un punto fijo O en R® con masa total
M > 0, centro de masas G ubicado a una distancia [ > 0 de O y tensor constante de inercia J
respecto del punto O y relativo a los ejes del cuerpo. La ubicacion del cuerpo en R® estd definida
unicamente por la matriz de rotacién A. La velocidad angular del cuerpo f2(t) y el momento
angular del cuerpo IT(t) estan definidos respectivamente por las relaciones

d -
FAO =A@y ) = J2A1) 1
donde £2 es la matriz antisimétrica asociada con el vector axial 2 segun la relacién fa =
2 X a Va.
Sea r(0) = [E, con || E l|= 1 vector posicién del centro de masas en ¢ = 0. El vector posicién
r(t) del centro de masas G en el tiempo ¢ y el momento angular total espacial 7 (t) relativo al
sistema de coordenadas inercial fijo son

) =IAME vy w(t)=A@)I(t) @)
Con esta notacion, la energia cinética del sistema toma la forma
1 1
K=3I1-2=50-70 3)

Sea f(t) la fuerza aplicada en el centro de masas y definiendo g(t) = [ f(¢) tenemos la ecuacién
de balance de momento angular 7(t) = »(¢) x f(¢), que junto con (1} nos permite escribir el
siguiente sistema de ecuaciones de la dindmica de un cuerpo rigido con un punto fijo O:

d .
EA(t) = A(t)02(¢) (4)

diawInm] = AWExg(), 5

donde el sistema es Hamiltoniano si g(t) es corservativo. En nuestro caso, nos restringiremos al
caso de un cuerpo rigido en un cawpo gravitacional con potencial V" definido por

V(A) = Mgly - AE &= g=-—Mgly (constante) (6)

7 es un vector unitario fijo en el espacio y g > 0 es la constante gravitacional.
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FORMULACION DE SIMO

Algoritmos que conservan exactamente el momento y la energia
Sea [tn, tn41] un subintervalo tipico, A y 2 datos iniciales y g(t) una carga externa dada.
Para un vector dado @ de R®, definimos el siguiente grupo de configuraciones con un parametro

Anse = Ay expléO), para  £€/0,1] (7

En esta expresion. exp[.] denota el mapeo exponencial dado por la férmula clisica de Euler-
Rodrigues

expl@] = cos || @ [ 1+ 1P llg 1ocos | O

TeT e ©%° (®)

para £ = 0 tenemos A, y paral =1, Aqy = A, exp[é].
Ahora definimos una familia uni-paramétrica de algoritmos implicitos @, con « € [0, 1] mediante
las relaciones

1
© = At[+ i (9)

Appe = Anexplt®] VE€[0,1] (10)

An I — And 82y = AtApioE X gnta (11)

Para o = % se tiene la forma conservativa de la regla del punto medio propuesta por Simo y

Wong [1]. Por disefio, si g(t) = 0 en [tn, tnt1), €l algoritmo conserva exactamente el momento
angular total, mientras que para g = —Mglvy, el algoritmo conserva el mapeo de momento
definido por J(A, IT) = « - AIT para cualquier valor de a € [0, 1]

Para ver la conservacién de la energia, vamos a analizar el cambio total de energia que predice
la familia de algoritmos propuesta en las ecuaciones (9-11). De (3) y (9) podemos escribir:

1
Kty = Kn = 500 + nst) - T (1 = () = [0 - J iy = O T (2] (12)

1
T At
y usando la propiedad exp[—é]@ = @, invariancia del producto punto bajo rotaciones y la
férmula (9), podemos escribir

Knin—Kn = Zlg[exp[—é]@ Ty — O -T2
= ﬁ[/‘n@ - A exp[O1T 2y — 4,0 - A, J (2]
= ﬁfln@ [Ang1d 2ns1 — AT 12,] (13)
Ahora reemplazando (11) en esta ultima expresién y con g = —M glv obtenemos
Kpsi — Kn = —=MgiAly - [© x expla@|E] = —Mgly - [A, 6 exp(aO)E] (14)

Finalmente, la energia potencial V (A, ,) viene dada por la expresién
oS d £ = N
V(Ania) = Mgly - A expla@|E = EV(A-”.:.Q) = Mgly - [A, O explaB|E] (13)

Comparando el miembro derecho de (15) con (14) vemos que el cambio de energia total que
predice el algoritmo de (9-11) para un « € [0, 1] viene dado por la expresién

e
d | g

Este resultado es vdlido para formas arbitrarias de la funcién energia potencial V.

Hniy = Hy = V{Ani1) = V(4n) V{dnie) (16)
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Esquema de colocacién

En un intervalo tipico [tn, tn+.] las formulas (9-11) definen una ecuacién algebraica no lineal de
la forma R(@,a) = 0, donde el pardmetro algoritmico a € [0, 1] es ahora una variable adicional
a determinar via la ecuacién de restriccién

d

+ Z - V(Anexplé®)) =0 (17)

r(@,a) = ~[V(A, exp[@]) - V(A,)]

Para la familia de algoritmos definida por las férmulas (9-11), existe al menos un o € (0,1] para
el cual se conserva la energia en forma exacta, es decir Hp; = Hp [2]. Luego, la ecuacion (17)
se satisface para cualquier @ € R3

Esquema implicito de proyeccién

Fijando a = % en el algoritmo (9-11) y reemplazando (11) por la expresién del punto medio
modificada

An+1Jﬂn+1 —Aann =At~,An+%Exgn+% (18)

con x funcién arbitraria que satisface la condicién de consistencia lim,_,0x = 1. Para cargas
gravitacionales g(t) constantes respecto del tiempo, x puede calcularse en forma cerrada 2]
como
sin[}A¢ || !7"_,_% ) 19)
A,
de tal manera que se satisface H,., = H,

FORMULACION DE GERADIN-BAUCHAU

Sea un sistema mecanico conservativo en términos de coordenadas generalizadas q. La energia
cinética puede escribirse como

K=%n-Jn, N=1Lg (20)

con J el tensor de inercia medido en ejes materiales y £2 la expresién material del vector velocidad
angular. El Lagrangiano del sistema puede construirse como

L=K-V (21)
El vector de desplazamientos infinitesimales en rotacién queda expresado por
0@ = T(F)é¥ = Liq (22)
Las ecuaciones de movimiento resultan de aplicar el principio de Hamilton 3]
1 .
LTIr + 3 +G(M)g=0 (23)
donde G es la matriz antisimétrica
A J .
GUNg=L"1T - %[(LQ)TH] (29)
Las componentes de G(IT) son
0L;; 0L,
Gy = 1T, (—” - —'p) (25)
JP 21: ' aQP 3‘1]’

En el caso del trompo, G sélo contribuye al movimiento de rotacién, tomando la forma
GUI)=-LTIOL (26)
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Conservacién de la energia
Al aplicar la regla del punto medio al vector de momentos generalizado IT y a sus derivadas
temporales v a las de las coordenadas generalizadas tenernos, respectivamente

1 1
an‘.% = §(Hn+l +1T,) = Z;JL,H.%(QH-H - qn) (27
. 1
I, = UIn — 1) (28)
. 1 '
9l = E(Qnﬂ = qn) (29)

Discretizando la ecuacién (23)

. 1 .
Ln+1( n+l = m,) + <_—>n+_ + —A—tG ‘%<qn+1 4n ) =0 (30)

Combinando esta tltima expresién con la ecuacién (27) tenemos finalmente la forma discretizada
del equilibrio

AtZ ( Aty dq Ag R

v 1
LTIL), 3 (Gnet - @0) = < EE, o + (—) 4G @ —g) =0 (31)
n+ h
Esta ecuacién luego se resuelve de forma iterativa para obtener g,
Con el objeto de analizar las propiedades de conservacién de la energia del esquema propuesto,
multipliquemos la ecuacién (30) por el salto de desplazamientos Aq = (qn+1 — qn) en el paso de
tiempo

1 oV
E(Hn+1 - Hn)TLn+%(Qn+1 = qn) + (g1 — QTL)T (%)n

1
(@41~ @) G 1 (@ner —@n) = 0 (32)
At 2

notando que la siguiente expresién representa las velocidades en el punto medio

1

Fplnsi(@ner—an) =Ly 1dy s =92, (33)

y adoptando la aproximacién §2, 1 =1/2(§2,41+ 12y,), el primer término de (32) toma la forma

de salto de energia cinética

(nn+1 - nn)TM(nn+l + n ) =
1

1 1
3Mnv1 - )T (24 + 2,) = 3
T M, - —nTMn =K1 — Ko (34)

El segundo término represeuta el salto de energia potencial V en el paso de tiempo
[2A% 2%
T AAT .
— — =A —_— =V -V
(@n+1 — gn) (3Q>n+g q (aq )n?% nrl = Vo (35)

El dltimo término desaparece debido a la naturaleza antisimétrica del tensor simétrico G

1
7@t = 40) G 1 (Gret —ga) = 0 (36)
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Parametrizacién de la rotacién
Con el objeto de definir la configuracién intermedia entre A, y A, descomponemos el incre-
mento de rotacién en la forma de dos rotaciones sucesivas

ATAn = F? tal que AL =AnF = Ap FT (37)

La aproximacién discreta de la velocidad angular puede calcularse como
1

- . 1
T T T
nn+%=An+§An+§:Z}AH%(A"H—A"):Z}(F_F ) (38)
De la misma manera el incremento de rotacién material toma la forma
A0 = (F - FT) (39)

El operador F puede describirse en términos de las invariantes (n, A¢) de la rotacién relativa
como

1
F = A(n, lAqb) =epl + ! eel +é — wvee(F)=nsin-A¢=e (40)
2 1+ep 2
Tomamos las siguientes aproximaciones
2
Qn+% x e AB ~2e (41)

El salto de pardmetros de rotacién sobre el paso de tiempo es tal que
Ag = (gn+1 — gn) = 2e (42)

Ademds, Ly Gent, | toman la forma

L, .=2I G

n+i

= —4frn+% (43)

Luego, particularizando las ecuaciones de equilibrio (31) al movimiento del trompo en estudio,
llegamos a la siguiente ecuacién discreta

8 4 8 . T 4T
= _Je — — = IF = 4
t2Je tJn"+ 7:ZeJe+E X 2MglF* A, v=0 (44)

CONCLUSIONES

Se describe la formulacién de varios algoritmos de integracién temporal con conservacion de
la energia aplicados al problema de un trompo. Mientras los esquemas de Simo buscan veri-
ficar dicha conservacion por colocacién en un punto particular o por modificacién escalar de la
ecuacién de equilibrio, el esquema propuesto por Géradin/Bauchau hace aparecer un término
cuadritico en el incremento de rotacién en la ecuacién de equilibrio. En la presentacién oral se
mostraran ejemplos de calculo con los esquemas desarrollados.
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