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Resumen

En esta contribucién se presenta un método iterativo para resolver el problema
de minimizacién no lineal con restricciones de igualdad. El método estd basado
en la minimizacién secuencial de la funcién de penalizacién diferenciable conocida
como Lagrangiano Aumentado. Para resolver los subproblemas de minimizacién
irrestricta resultantes se utiliza una técnica de gradientes conjugados combinada
con una estrategia de globalizacion de regién de confianza, la cual es especialmente
eficiente para problemas de gran porte. Se presenta experimentacién numérica pre-
liminar que muestra que con técnicas sencillas el aparente mal condicionamiento de
los subproblemas puede ser evitado.

Abstract

In this contribution an iterative method for solving the nonlinear minimization
problem with equality constraints is presented. The method is based on the se-
quential minimization of the differential penalization function known as augmented
Lagrangian. In order to solve the unconstrained minimization subproblems a con-
jugate gradients tecnique combined with a trust region estrategy of globalization is
used, which is especially efficient for large scale problems. The preliminary numer-
ical experiments show that the outwardly ill condictioning of the subproblems can
be avoid with a simple technique.

1 Descripcién del algoritmo

En esta contribucién se considera el problema de optimizacién no lineal con restricciones
de igualdad
Minimizar  f(x)

(PRI) = { s.a C(z) =0,
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donde f: R* — Ry C : R® — R™ son funciones al menos dos veces continuamente
diferenciables, C(z) = (e1(z),---,en(z))T ym < n.

El algoritmo que se desarrolla para resolver este problema se basa en un método de
penalizacién que involucra la resolucién de subproblemas de minimizacién irrestricta de
la funcién Lagrangiano aumentado (1], {2], 4],

Liz, \ w) = f(z) + NC(z) + 2—1ﬁnc<x>n§,

donde A € R™ es el vector de multiplicadores y 1 > 0 es el parametro de penalizacién.
Cada subproblema se resuelve utilizando gradientes conjugados [9], como estrategia de
globalizacién se usa la de regidn de confianza {3] y el pardametro de penalizacién y el
vector de multiplicadores se actualizan siguiendo esquemas estandar.

En cada iteracidn (iteracién externa) se resuelve el problema

min L(z, M, ). M

Este subproblema sin restricciones se resuelve utilizando un método cuasi-Newton inez-
acto al cual se le incorpora la estrategia de regién de confianza. El paso cuasi-Newton
restringido a la regidén de confianza se obtiene usando el método de gradientes conjugados
[9]. Esto es

”gllg}k Qk(S; /\In /"‘k)i

~ donde @ es un modelo cuadrético de la funcién Lagrangiano aumentado alrededor de zy,

i es una estimacién del vector de multiplicadores asociado a z en la iteracién anterior,
iy el pardmetro de penalizacién y dy el radio de la regién de confianza.

Un punto clave del algoritmo es la eleccién del pardmetro de penalizacién: debe generar
una sucesién {ux} decreciente para poder asegurar convergencia global.

El paso es evaluado, y la regién de confianza actualizada en la forma usual de un método
que usa esta estrategia de globalizacién, como se indica en el paso 3 del Algoritmo 2.2.
Claramente, el método usado para resolver el subproblema irrestricto (1) define una ite-
racién interna dentro de cada iteracién externa del algoritmo de penalizacion.

Cada iteracién interna termina en (Z.)r como solucién aproximada de (1) cuando

IVL((Z.)k, Ak, i)l < tol,

para alguna tolerancia tol > 0.

Un iterado (z.)r v su multiplicador es declarado prézimo a un punto (z., A.) de Karusch,
Kuhn y Tucker para el problema (PRI} si

V() Al S €1, [IC((z))l < €,

donde I(z, A) = f(z) + ATC(z) es el Lagrangiano asociado al problema (PRI) y €1, € son
constantes positivas.

Si alguna de estas condiciones no se cumple se actualizan el vector de multiplicadores y
el pardmetro de penalizacién.

Para el vector de multiplicadores se utilizd la actualizacién propuesta por Hestenes y
Powell (5],
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1
Ae = Aeoy + =C(zx),
m

asi como la conocida férmula de aproximacién de cuadrados minimos
e = ~[VC(zx)TVC(24)] 'V C (zk)TV £ (z4)-

El parametro de penalizacién se actualiza siguiendo un esquema que garantice que la
sucesién {u} sea decreciente.

2 Algoritmo propuesto

Algoritmo 2.1 (Algoritmo basico para la iteracién externa)
Dado pmin > 0, z. A; no es un punto estacionario de (PRI), los siguientes pasos permiten
hallar una nueva aproximacién de (z,, A.).

PASO 0. (Inicializacién)
Dado e > tmin, caleular VL(ze, A tte) ¥ V2L(Ze, A e).
Elegir ¢; y €3 > 0.

PASO 1. (Iteracién interna)
Hallar 7}, solucién aproximada del subproblema de minimizacién sin restricciones

min L(z, Ac; tc)

usando el algoritmo 2.2.
PASO II. (Test de convergencia)
o Si |[Vi(zF, Agipc)]l < &1y [|C(zh)]| < €, entonces PARAR, z} = z, es la
solucién del problema de minimizacién con restricciones,
e caso contrario, actualizar el pardmetro de penalizacién de manera que
0< Bt < e
— Si piy > pmin actualizar el estimado del multiplicador e ir al PASO I,
- caso contrario PARAR con la aproximacién z} & z,.

Algoritmo 2.2 (Algoritmo para la iteracién interna)

PASO 0. (Inicializacién)
Dados z¢, A, pe, VL{Te, Ai tie) ¥ V2L(ze, Ao phe), construir el modelo cuadrdtico
Q. del Lagrangiano Aumentado alrededor de z..
Elegir 8¢ 2 6min > 0, m, M2, ¥ > 0.

PASO 1. (Célculo del paso de prueba)
Usar el algoritmo de gradientes conjugados para hallar s, solucién aprorimada de
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i Qe85 Acy pie)-

PASO 2. (Evaluacién del paso de prueba)
Calcular
ATEdc(sc; A /4’«:) = L(Ic; Ac, p'c) - L(.’L‘c =+ S¢; e, .LLC)v

Predc(sd ey ﬂc) = "Qc(sc; Aey ﬂc)

Ared.(se; Ae; be)
e(Sci A bbe) = 577
P (S # ) PT‘edc(Sd /\cy.U'C)

PASO 3. (Actualizacién del punto y del radio de la regién de confianza)
e Si p. > 1o entonces T4 = T.+S$., incrementar el radio de la region de confianza
04 eir al PASO 4.

e Sin < p. < 12 entonces T4 = T, + S, mantener el radio de la region de
confianza 6+ e ir al PASO 4.

e Si p. <m entonces Ty = ., disminuir el radio de la regidn de confianza 64 e
ir al PASO 1.
PASO 4. (Test de convergencia)
e Si |VL{zy, A pe)|| < Ype entonces PARAR, hacer z, = zt e ir al PASO II
del algoritmo (2.1) para la iteracidn externa.

o Caso contrario, construir el nuevo modelo cuadrdtico y volver al PASO 1.

3 Propiedades del algoritmo

Teorema 3.1 Para el problema (PRI) si las funciones f y C son dos veces continuamente
diferenciables, el algoritmo 2.2 estd bien definido.

Demostracién: Este teorema es un corolario directo de la teorfa desarrollada por
Steihaug [9], para el caso sin restricciones. [ ]

v

Teorema 3.2 Sea {(2.)x} C X la sucesién generada por el algoritmo 2.1, con XCcR"®
compacto. Si z, es un punto de acumulacidn de la sucesién tal que VC(x,) tiene rango
compi-io vy asumiendo que la sucesién de pardmetros de penalizacion {uc} tiende a cero
cuando k tiende a infinito se cumple

i) . es un punto estacionario para el problema (PRI} y la sucesion {(A)e} converge
al multiplicador de Lagrange A, asociado a Z..

i) Para todo k € K C N para los cuales {(T.)k}eex converge a T, se tiene

A +o(1)
pe—1( A = A1) + 0(pk-1)-

(/\*)k
Cl(z.)x)
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Demostracién: Ver Sottosanto (8]. |

4 Experiencia numeérica

Para analizar el comportamiento del algoritmo se resolvieron 38 problemas extraidos de
los libros de Hock y Schittkowski {6] v Schittkowski [7]. En una implementacién preliminar
realizada en MATLAB se usaron las constantes ¥ = 1073 y para el paso 3 del algorit-
mo 2.2, m = 10~* y ny = 107}, y el radio de la regién de confianza en cada iteracién es al
Mmenos dmn = 10~*. Para la sucesion de pardmetros de penalizacién se siguid el esquema
t+1 = 0.1p, fijando como cota inferior de la sucesién fimi, = 10710, Las tolerancias para
convergencia fueron fijadas en £; = g2 = 1078, La siguiente tabla muestra algunos de los
resultados obtenidos. La primer columna indica la referencia y nimero de problema, las
dos siguientes las dimensiones del mismo.

Se presenta la cantidad de iteraciones externas e internas requeridas para dos elecciones
diferentes del vector de multiplicadores de Lagrange: la actualizacién de Hestenes y Pow-
ell, Ayp v la de cuadrados minimos, Acy. En ambos casos se indica con p, el valor del
pardmetro obtenido para obtener convergencia.

Table I: Resultados numéricos.

Problemas A= Agp A= Acm
#deProb. | n | m | It. ext. | It. int. fa It. ext. | It. int. Lx
HS-40 413 5 46 5 x107° 5 46 5 %1071
HS-46 512 6 113 5 x1078 6 117 5 x10-¢
HS-47 53 4 27 5 x10~* 5 28 5 x10~8
HS-56 7|4 6 137 5 x10~¢ 3 104 5x107%
HS-77 512 5 25 5 x1073 4 25 5 x10~*
HS-78 513 5 46 5 x1078 5 46 5 %1073
HS-T9 513 5 19 5 x10~8 4 18 5 x10~*
5-219 4|2 6 32 |5 x1076 6 32 |5 x10-®
S-394 201 5 76 |5 x107° 5 76 | 5 x107°
S-395 50| 1 5 84 5 x1075 5 84 5 %10

Maés acerca de este algoritmo, sus propiedades y resultados numéricos se pueden ver en
Sottosanto {8].
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