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Hace ala<>5e de un ei&lo Lord ~le1Mh rsugiri6 el U80de un
pe.zooa_tro de optiaizaoi6n en 1ae funcionee coordenedae
poli.IPmicae a eer utilizadas en 18 aplicaciPn de BU

ac1#uablente £811I080"'todo. teD1endo c~ ..,ta ellli1nba1zar el
autovalor deterlDinado.
Tres ~cadae despuee el ~lebre analieta y diael'lador de
eietemDs _~nicoe, Stodola, utilizP eete enfoque al
deterainar la £recuencla fundamental de un a labe. Linus
Paul1D8 " Bri8ht-WUeon bIpl_ntAron el enfogue utilizando
f1mcionee exponencialee en problellll8 de ~nica cu!ntica y
Timoshenko" Goodier tambien 10 Mcieron, util1zando tambien
funcloll8e exponencialee, en un probl_ de torsi6n de
barrae eUBticae.
En eate trabajo ee preeenten apU.caciones del criterio de
Ra"le1sh pero, difiriendo del enfoque de los autoree citados,
ee uean funciones tri~tricae que contienen pe.rIl_tros de
opt;imizac16n en 8Uarsu-nto, to.mdo CO*) eiBt~ _06.n1c08
v-ibran'tee C880ede placas 0 loses rec'tancularee con un borde
libre.

Over 100 "ears ago Lord Ra"JTleighsuuested the inclueeion of
a parameter y. as an exponent in one of the terms of
the expression which caDeti tutes 'the proposed coordinate
function. KiniJDization of the desired eigenvalue with
respect to y allows for ita optimization.
Well knownauthors lib Stodola. the Hobel Laureate: Linus
Pauling and his eminen't aeeociate Bright-WUeon and:
Tbloshenko and Goodier have elllPlo"ed the approach in the
fire't hAlf of the XXcentur" and in recent "ears, several
researchers froJll 'the USA and Araentina. have used it
extensively.
The present paper reports nUlDerical experu.ents performed by
the authors where the optt.ization parameters. y n' are
contained in the arau-ent of a trigollOlll8trio expansion.
The _thod is applied in the case of a vibrating rectanaular
plate with a free edge and other cOilbinati()ne of boundary
conditione in the other three edges.



_toda. piedra basal de una de las -.etodo10st as .as utili.zadas en 1a
so1uci6n aproximBda de prob1M11l8de la meo'.nica del oontinuo. tanto en
10 que Be 1'8fie1'8 a enfoques anaJ..1 tioos comoen 10 que concierne a
'b'cnicas DQIIttrlcasque disc1'8tizen al siete.a. Con paeterioridad. y ya
baee _s de un sial0. Rayleish suairi6 el usa de un para,metro
exponencia1 en 18.8funciones coordenadas paliJPlIliCfl8 que permitiese
opti.lllizar al autovalor buscado.

Varias ~cadas despuell Stodola utiliJP esta 1l6cnica de optimizaci6n
en la detel'tD1nac16nde la frecuencia functa-ntal de un a labe: Linus
PaulinB y Bright-Wilson la aplicaron en problemas de IIleC6nicamP.ntica
y Timo8benkoy Goodier en un proble.a de torsi6n de barr8.8 elAstic8.8.
Ketoll 10res ultimoe au100res emplearon e1 enfoque incluYendo el
para_1oro de op101mizaci6nen el expcmente de funciones exponenciales.

Mas recienteJDente Schmidt y Bert. independient_nte utilizaron 1a
~cnica. deeconociendo la suae~ia de Lord Raylei IIh. en diver80s
prob1e.as de vibracioD8e y pendeo .

So enfoque fus 1usSOuti1izado par varios tnvestiaadores arssntinos
babiendo lIido blPlementado tallbien en a1sunos c6d1sos de e1~t06
finitos. .

En eeta c~icaci6n Be presentan autova10res determinados en e1 caso
de una p1aca reetansu1ar vibrente con un borde 11.bre y diversas
colllbinaciones de apoyos en lOll tres reetiantes. hBhit!l>ndoseino1uldo loa
parametros de opt i.IIlizaci6n. Yn' en 10s arsu-ntos de funcionea

sinusoida1es.

En el casode una placa delsada. de un aaterial caracterizado par 1a
ley de Hooke. y que e.1ecuta oscllacioDee de pequefta ~l1tud. W.
vibrando en uno de SUB a:xIos no1'D!l.lss.e1 prob1eaa gusda definido por
min1.aizaci6n de 1a conocida funcional

La funci6n W(x.y) debs sa10isfacer 18.8condiciones prescriptaB en el
con1oorno.8i se busca una 801uc16n aproxiaada W",(x.y) 8S conveniente
expresarla en 1a fo1'D!l.

~ A f.(x.y)
j f. J J

fj (x.y). satiBface.

*La Refereneia [1] describe. en deta11e. aepectOB hi~ricos del
.todo. y contiene un 1istade exhaustivo de 1a bib1ioarafi a existents.



DeterminaciOn de OIItQvaJoresusando el mitodo de Raleigh - Ritz ...

La JDetodologl.a de Blur1e1p-R1tz requiere

bJ
bA. (V] = 0

J

., en definitiva reeultarA lDldeterminante ecuaci6n en 108 autova10res.

En a1 caso de 108 eleJDentosestructurales .,strados en la Figura 1y
donde Be tlene lDlborde libre. satlsfacer 1_ condiciones naturales en
x = a Be torna una tarea c~licada 1/'a que ea deberi an conetru1r
funclones coordenadae que satisfagan

~
2V b2V) I--+J.l--

z b 2
X Y ><=0.

Un cri~rio utilizado frecuentellente en la 1iteratura he. sido e1 de
construir flDlclones coordenadas en base a 1a condic16n aproxbaada

b
2
V I baW I = 0 (5)

bx2 bx·
~=d x:a

HI enfoque. sumaaaen~sencl11o. deearrollado en [2Jha sldo e1 de
t~ coao ":fuDci6nbaBe". en la dlrecoi6n x. y cuando x ;::; 0 eata.
s1mp1~te apoyado:

Obvl811ente.el paraJDetroY,.. serto.ahara el par6.JDetro~ optbaizaci6n de
~le1Bh (contenido ahora en e1 ar8UllBnto de una fuDci6n
triaono-etrlca). Al obtener el coeflclente de £recuencia fnndewmta1
n = -tb/D w a2 mediante e1 planteo cUsieo del •• todo de Rayleip-
Ritz. reeul ta

., dado <aue n,.. es una cota euperlor se requerirto.

6),..
-a;;- = 0

,..
10 cual pe:rmi.tua op1;laizar el autovalor buscado.

HI procedlalento podrto.ear planteado en ~l'IIli.n08 de una expresi6n
slai1ar a 1&(2) donde c ada flDlci6n coordenada contendrto.un Y j' y en
definitlv8. 1a opt1a1zaci6n de n,.. Be logrllrto.mediante 1&condlc16n

bn--,..- = 0"Y
j

Por BUPU8sto. autovalorea de orden euperior taabien pueden aer
optilllizados [31. Los CaeD15en que la ri sldez f1exiona1 D es variable 0

que el JDaterial de 1a placa ee ort6tropo. no ofrecen dificu1tad
conceptual.



A titulo de
utilizaron:
- Figura 1(a)

V =a.

- Figura l(b)
V = ·senz

lTb
Y." A

J
. eenz ~ (11)

d Jt. Yj8
K8 fAcil veX"ificar que cada funci6n coordeDada sa10isface ictenticuaente
las condicione8 esenciales de box-de. TUlbien es posible, y en algunos
0880S: taabien conveniente, utilizar otro tipo de funciones (poX"
ejeJDPlo: poli.n=Jmicas) pax'a x-epx-esentaX"la variaci6n del IIOdo de
vibraci6n en la dix-ecei6n 11.

La Tabla 1 contiene valox-es de O~para el caso de la placa 0 10_
x-ec1oanaulerIIOs1oX"adaen la Fiaux-e l(a). Se observa una razonab1e
convergencia en los valox-es de o~ a medida que e1 WDero de t6rminos
N, es incrementado. Las difex-encias con 10s valox-es detel'lllinados par
A.V.· Leissa [4], quien loa obtuvo de un detel'lllinante - ecuaci6n 36 x
36, son del orden del 0.1 X para N = 3.

En el caso del sisteal de la Fiaure. l(b) 88 observe. una difex-encia
lII8Yorcon 10s valores de [4] ai bien Ie. convergencie. de Ie. ~cn1ca
propueate., es razonablemente adecuada. Las _x~diferenci_ con 108
valoree detera1nado15 en [4] son del ox-den del 2X. Bn estudios
posteriores 88 realtzaran expert.en1oos nU8!l>rlcos tc.ando Qtras
repx-eeentaciones funciona1ee en 1a variable 11.

Una ventaja del criterio propuesto 10 cODl5titUJTeel heebe de que puede
sel' implementado f'-ci~te en un lenguaje cO-.Plltacional orientado
COIDD el "Hath_tica".

Bl pre_te estudio es auspiciado por el COHICK'r(PID-BID 003/92) y
por la Secx-etaria General de Clencia y TeoDOlog1e. de la Unlversidad
Racional del Sur (Proyecto: 1996-1997. Director: 108. R.B. Rossi). Los
coautox-es Pablo Dl.az, Ve:r6nica A. Jederlinic ." larina Bodriguez, son
el5tud1antes de 1_ carrera de inaenier1 a civil, inpnier1 a industrial
." f1l5ioa, respectivuaente .,. cursan BW'l estudioe en la Univsl'8idad
Racional del Sur. La Srta. Jederlinic cuenta con una beca de la
Comisi6n de Investigaciones Cisn1i1fic_ de la Poia. de Be.As..
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n = 41VD z
(U a• ~

alb
5/2 3/2 1 2/3 2/5

Leissa [4] 63.6800 24.6942 12.6874 7.4767 4.9004

M = 1 64.8686 25.4705 13.1999 7.7917 5.0708
YI.=2.60 2.79 2.97 3.17 3.30

63.9115 24.7847 12.7341 7.5018 4.9131
III= 2 YI.=9 3.93 3.37 3.27 3.31

1"z=1.01 1.01 1.01 1.01 1.01

63.7608 24.7132 12.6977 7.4819 4.9031
r =50 50 4.27 3.52 3.57•

If = 3 "z=1.01 1.10 1.08 1.05 1.09
"3=0.50 0.54 0.54 0.54 0.55

TABLA 1 - Valoree de 01. en 81 Ca80del 5iste.a HoB1oradoen 1a
Figura t(a).

0 = -4hID 2
(,) aI. I.

a/b

5/2 3/2 1 2/3 2/5
Leissa [4] 141.106 51.7837 24.0200 11.8804 6.02496

III== 1 144.322 53.2229 24.8482 12.3917 6.3207
".=2.52 2.72 2.91 3.11 3.26
143.6990 52.7417 24.4920 12.1351 6.1567

II== 2 1".=20 30 3.9 3.75 3.52
1"2=1.04 1.10 1.04 1.09 1.09

143.598 52.7214 24.4638 12.1197 6.1476
1"1=40 30 3.9 3.75 3.60

1I= 3 1"2=1.00 1.10 1.04 1.09 1.09
Y.=O.50 0.52 0.52 0.53 0.55

TABLA 2 - Valoree de 0
1

en el Ca80del 5iste.a Hoetrado en la Figura

l(D) •
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