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A,pllcaciones del ••U.odo de tl'ansforaacitln confo~ fueron
propuestas por ~feld bace CaBi tres ouartos de si810, en
relac16n a la solucitln de la ecuacitln de BelJlboltz en el CfUK)
de un ~10 de aee-etr1 a c08lPle.1a. Con posterioridad la
_todolo&1 a fue 'eIIlPleadaen el ~l1sis de aut as de ondas
electraa.i8D8ticas y reclente.nlte ba siOO ut1l1zado en
proble.as de dlspereitln de ondas acUsticas. Hn eate trabajo
Be resel"lan apl1caciones recientes en probl-as de acUstica y
recien'tee en problemas de acUstica y Be pr~ta la
determinaci6n de la frecuencia func1Imental de JDelDbranaeno
m-o.neas dobleID8DteconeXA8.

AbatrAAt.

SotImerfeld proposed the use of conformal JDaPPPinBwhensolvinS.
He1Jllboltz equation in the case of domains of eOlllPlicated
boundarv ebape, ~et three quarters of a centurv 880. Later
the approach was illlp18lll8J1UJdwhen dealin,a with electro.a.netic
wave propagation in wavepides of DOD-~tanaular and
BOn-circular cross eectiOIi and recently: in acoustic scatter1nB
problems which are surveyed in this paper. The second part of
the present article deals with the determina'tion of the
fundalllental frequency of 'transverse vibration of a class of
non-m-oseneous ~rBDeS of cOlllPlieated boundary. shape.

III .10000 de transformaci6n conforme consti tuye una de
herramientas _s an'tillWls en la historia de laB eieneias ya que
BUS 01"1aenes en la representacitln de la ~veda celeete en un
10srada por Tolomeobaee 1700 tIIfos.

A pesar de so antlsuedad el .todo si8Ue vi&ente 'V. BS t'JIJItMleDte
oonveniente en lllUohasapllcacioDes siendo de interes Bel"ialarel heoho
de que la conocida PUblicaei6n del IKKKsobre tear! a 'V aplieacioDes de
la teor1 a de mcro-ondas (IKKK TransactioD8 on lfn') pUblica,
an~te .• variascontribnciones ~sieas y aplicadaB en 8U cmapo que
baoen U80 del _todo de transformacitln con:forme.
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5i bien durante el si81e XIX las aplicacionee del _todo tent an lusar
en la solueitln de la ecuaci6n de Laplace en dominios de aee:-e'tri a
complejll hll sido en e1 811110 n en que he eidoftpJice.do en 8ituaciones
conaiderableJDente mas cOlllPleja /ilUevan deade la teor! a mateD.t;ica de
la elasticidad a problemas de acUstica sobacua pesando por problemas
de vibracionen 'V PIUldeo de placaa, electrOniea. flu;to y



Bn este 'trabajo:
- Be reseftan alsunas solucionee de proble.aa de acUs'tica subacua que
hacen uBo de 'transfonI8C16n confont8

_ de'tendnan las frecuencias fundallen'talee de vibraci6n de
-.branaa anu1ares delMl'teriales COII(lIUes'toscon un con'torne exterior
pol1sonal.

En 1970. PoDdpropuso un •. todo para resolver proble.D8 de difracci6n
y radiaci6n de 8OIl1.dode cuerpos de revoluci6n [2]. So ~cnice u'tilize
Ie 'transfo~ci6n conforme de Ie reg16n exterior al perfil .eridiano
del cuerpo dado. en el exterior de un ci reulo. HI problema de con'torne
eB foZWlladoen t6rm1noe de coordenadae eBfiforicas en el eopacio
'transfo~o 1f Be bace uso del _t;odo de Galerkin para ob'tener una
soluc16n ~i.II8.da_ Kst;e en£oqu.e£ue _~oredo c0:D8iderab1~nte por
Di Perna y Stanton casi un coart;o de Bielo detIpuea e1 ob'teDer UD
_todo que. calisis'te en CODS'trnirfunclones transfonI8Citln que losran
quela ecuaciOn de Heblholtz traD8foralCla sea reauel'ta an f01"llaexaota
[3-4].

En 1978 Beraer obtuvola solucitln ~rica del problema de vibracionea
noes'tacionarias de una es'truc'ture laminar de revoluci6n. rodellda par
un lMtdioacUstico. La regi6n exterior e Ie curve seneradore del 1P1ido
de revoluci6n es 'transforlMlde en la 'rea16n exterior al ct roulo
UDi'tario [5]. Cabe des'tacar el hecho de que BowIan " cal.aboredoree
discuten el probl_ de dispersi6n de ondes ecOs'ticas en au conocido
tratado [6].

lED 1984 Dozier publica au ar1;1aulo. verdader_nte pionero. donde
desarrol1e la soluci6nde dispers16n aubacua de Ber'lales eclis'ticas.
1nducida par Ie superficle de un modele de oce6.no. de carac'ter1 etlcas
reales [7]. Dozier utilize una secuencie de tr8D8for'llBCioneeconfonles
de .:wlo de "aplanar" se(IIIeD'tos auceeivoe de Ie auperficie que es
reemplazeda par una polisonal y es conselada en el ti~.

Recientemen'te Horton 1f colehoredores ban u'tilizado Ie traDlS'fo..-citln
canforme de una superficle real del oceano en el modele pareb:Hico de
Ie eeuac16n de la ondaque bace tambien uso de una foraulec16n de
elemen'tos finites [8-9].

Determjpnqibn de. J!rftcnJOOOiU Baturo]"ft de. Yi.brAc;ibn da. Mrmbronon
Apulol'ftft .del Hatorio1ca <)wmueetos QQA 1m rflDtOmo Irtftrior PoU«QUAI.

La funcionol que sobierna e1 problema de 1a .-brana vibrante es. en
e1aaeo demodos no~ea: 2 2 Z

. . J[U] =: JJIt [(::) + ( :;) - eN': u2
] cD:dy (l)

donde u: a-p11tuddel desplazamiento 'transversal de 1a .-brana
w: frecuencia natural circular
p: deneidad del _terial par Unidad de area
S: tena16n unif01'llleen e1 plano aplicada en lOB con'tomos de la
.-brana
I. c1<IIWl;i.Q, l'c;l-::-ndDblemen1ie conexa ~Wl'lllnada por lQ~ CQn'tQrnQ6 "6
1a-.brana.



u [~(x,Y) = OJ = 0 en el contarno circular interno
La re80luci6n del problema planteado consiste en la lDinilllizaci6nde la
funcional (1) con las condiciones (2a y b).

Para e1i1Dinarla COIIQ;)licaci6nintroducida por la fol'lDaS80IDfttrica del
contorno exterior, es conveniente uti1izar e1 _tooo de traneforaaci.6n
confonle que siJD:plifica eea fol'lDapoligonal.

La regi6n dobleaente conexa de la li'iaura 1, puede eer transforDlda
aproximam.ente en una regi6n anular de radio exterior unitario y
radio interior r utilizando un desarrollo en serie de potencias del
tipo [1] 0

f(~) = ~ an ~,,+n••
n=O

La ex:presi6n (3) tranefo~ al oontorno exterior Y. en folWa
aproximada a los dos contornos oirculares. aostrados en la Figura 1
mentras sue radios eean pequef'los en relaci6n con la &POt- del
pol1gono ya que para ellos r«1 y en pri.lDera aproxilDaoi6n, la
expreai6n (3) ee reduce al pr~r teraino.

Bn oonseouencla la fuDcional (1) pocirQ
" 21T [( au ) 2 1

J[u(r,9)] = 1 1 /),. +-;
"0 0 r
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ydonde Ap: apoteJDadel pol1gano regular del contorno exterior
A••: coeficiente que depends de s [lJ

s: lP.ero de ejes de silDetr1a del pol1aoDOregular
'\:: 1

[(j-l)j+1][(j-1)s+2]
aj: aj -. js{js+1)

o =-/PIS (0)

o

Las condiciones de contorno Be transforDlD en

u{l.9) = u(ro.9) = 0
Aplioando el _todo de Rayleigh-Ritz optiJDizado Be IDiniJDizala
iunoional (.).
Se adopta una funci6n que aprox1lDela deflexi6n de la ~rana de la
forma:



u(r,e) == u(r) =~ .I\(l-ry+
zL)[l - (r/rO)ZL]

L=o
.1\::: coeficientes indeterminados
1': parametro de opt1lllizac16n.

En la expreai6n (6) se desprec1a ladependencia de e, aproxblaci6n
11cj,ta cuando Be determina la freauencj,a fundamental.

Se lIdnimiza la funcional respecto de los coeficienteB BL
"J(u) - 0~ - con 1 = 0, 1, ... M

1/'luego se opt1Jaiza el coeficiente de frecuencla natural con
al parallletro l' := (1')= 0 (8)

Se obtlene aa1 el coeflclente adiJlleneional de frecuencia fundamental
de la ...-brana.

La Tabla 1 presenta valores del coeficiente de frecuencia fuDd8111eI1tal
de una ~rana cuadrada no boIIIogenea con un orlfic10 concentr1co
c1rcular, para dlferenteB valores de los pari_tros Ri/ap' Ro/ap 1/'

Pilpz•

La Tabla 2 mueBtra 1n£ormac16nIl1DI&rlcapara el Ca80 de una ~rana
hexasonal.

:En amboBCaBOB.cuendo Pi /po = 1 (CaBOde una ~rana h omog&nea)los
valores obtenidos estAn en buena concordancia con los autovaloras
previamente determinados en la literatura ~cnico-cienti fica [1).
HI analisis preaentado en este trabajo es valido. deBde un punto de
vista basico. en el caeo de ~8eneldades producidas par el
proc8ao de f a bri c aci6n en -=-brenaa anulares utilizada., en
transductoreB 1/'tambien en al o1lculo de frecuencias de corte en gut. as
de ondas adIsticas conten1endo un _dio fl.u1do no homog&neo,seSOn la
configuraci6n geotIIIlltricamostrada en la Fisura 1.
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n =/P/S '" a• 0 •
R./af> Ro/8p p./po - 0.5 p./po = 1 p./po = 1.5 p./po = 2

0.20 0.05 7.8704 5.6581 4.6441 4.0322
0.10 8.5972 6.1104 4.9973 4.3313
0.15 9.2617 6.5537 5.3523 4.6358

0.30 0.05 7.5097 5.6581 4.7150 4.1243
0.10 8.3189 6.1104 5.0481 4.3967
0.20 9.8632 7.0204 5.7442 4.9797

0.40 0.05 7.0080 5.6581 4.8397 4.2900
0.10 7.7910 6.1104 5.1622 4.5456
0.20 9.4545 7.0204 5.8165 5.0753
0.30 11.3365 8.0935 6.6279 5.7483

TABLA1 - Coeficiont.e de frecuencia fundameutal de una ~rana
cuadrado con un agujero circular con~ntrico.

ROTA: Se he expresado el coeficiente '\ en ~rminoa del lado del

PC118ono.



0 = /PotS w a
I "

R,,/ap !b/ap p,,/po ::;;0.5 p,,/Po = 1 p,,/po ::;;1.5 p,,/po ::;; 2

0.20 0.05 4.7415 3.4096 2.7987 2.4302
0.10 5.1941 3.6849 3.0137 2.6122
0.15 5.5898 3.9655 3.2304 2.7980

0.30 0.05 4.5212 3.4096 2.8423 2.4866
0.10 5.0133 , 3.6849 3.,.0450 2.65il4
0.20 5.9574' 4.24il 3:4703 3.0086

0.40 0.05 4.2164 3.4096 2.9187 2.5884
0.10 4.6909 3.6849 3.1151 2.7441
0.20 5.7047 4.2411 3.5164 3.0679
0.30 6.8638 4.9011 4.0141 3.4815

TABLA 2 - Coeficientee de' frecuencia fundallental de una ~r8lUl
hexagonal con un agujaro central circular concentrico.

NOTA:Be ba expresado el coeficiente 0" en bh ••inoB del lado del

pollsono·

f.--

FIGURA 1 - Membrana PoIigonat RegUlar No Homogenea Con Borde Intemo Circular
Conc6ntrioo Fijo.


