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Este trabalho aplica elementos finitos de casca poJiedrica na so1uQ§ode problemas que
envolvam ~o. ~ elementos sio empregados com rado de aspecto superior as
normalmente utiJizadas com 0 objetivo de se reduzir os custos computacionais cia.an81ise.
Periis de ~ aberta usuais foram anaIisados com elemeDtosde casca cl8ssicos. Este trabaIho
foi desenvolvido no Sistema GAEL! - troEC UFRGS.

This work applies flat shen finite elements to solve warping problems. This elements are used
with aspect rates higher than the usual in order to reduce computacional analysis costs. Usual
open sa:tions elements were studied with classic shen finite element. This work was developed
in GAEL! - CPGEC UFRGS.

1. INTRODUC;AO
A coosideraI;Io dos efuitos do empenamento, causados peJa to~, em vigas de ~ transversal do tipo
aberta e cada vez mais exigido devido a. necessidade de otimtzayao da re~ peso/resistencia. Estruturas
do tipo carroc:erias de Oni.bus,chasssis de caminb6es, colheitadeiras, vagoes sio apenas aJguns exemplos
onde a consideJ1l9liodos efi:itos cia to~) pode ter uma importincia significativa. Estas vigas tendo uma
ou mais ~ restringidas, parcial ou totalmente, ao empenamento, e sujeitas a urn sistema geral de
fo~ externas, desenvolvem. uma comp1exa distri~ de tensOes Iongitudinais [1]. A importincia cia
~ destas tensOes cresc:ea medida que a espessura ciachapa utilizada no perfil diminui.
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Os problemas que envolvem ~ total ao empenamento sio resolvidos empregando-se a Tearia de
Vlasov. Entretanto, nos casos gerais., que consideram 0 empenamento semi-restringido, nio e passivel 0
emprego da mesma. Nestes casos, costuma-se utilimr elementos de'p6rtico espacial, com wn parimetro
nodal extra associado ao bimomento [2]. Estes elementos sio, em geral, utilizados em estruturas em Iinba
ou grelhas, onde 0 bimomento e transferido diretame:ote de uma viga a outta, sem necessidade de ro~.
As vantagens deste modelamento sio a ~ de wn nUmero reduzido de elementos apresentando
pequeuas exigencias de memOria e de tempo de prooessamento. A ~ deste metoda e que 0
bimomento, por nio ser wn tensor [3], niio pode ser transferido de modo satisfiU6rio em uma co~
espacial. Alguns autores, [4], conseguiram resultados parciais para estruturas espaciais attaves da
ut~ dos conceitos warping indicator, warping spring porem estes apresentam a ~ de
dependerem da furma como as barras estio unidas. Em estruturas espaciais, 0 emprego de elementos de
casca poliedrica, para modelar as barras, fomece umaso~ geral para 0 problema com uma saida de
resultados hem mais rica do que a obtida empregando-se e\ementos de barra. No entanto, esta solu9io leva
a wn grande nUmero de elementos com conseqilente necessidade de mem6ria e tempo de processamento
eIevados. AJem disso, a prOpria g~ dos dados e ~ dos resultiIdos apresentam dificuldades
consideraveis. Os trabalhos desenvolvidos nesta Iinba de pesquisa propOe ahernativas para reduzir estes
custos computaeionais [5], [6].

A carencia de resultados experimentais reJacionados a problemas com empenamento semi-restringido e
bastante grande. Na bl"bliografia especiaJ.i7.adasio raras as pub~es que dispOe de algum resultado
experimental. Esta t3lta de resultados provavehneme se deve ao comportamento bastante complexo das
tens6es que e observado atraves da so~ utilizando-se elementos finitos. Neste contexto, 0 objetivo
deste estudo e reduzir 0 consumo de memOria e 0 tempo de amilise necess3rios para a so~ de wn
problema, que envolva empenamento, atraves do modelamento com elementos de casca. A estrategia
empregada pari! isto e utilizar elementos com rado de aspecto maiores que as usuais. Deseja-se com isto
viabilizar 0 estudo do comportamento do empenameoto em alguns tipos de perfis principaImente em
estruturas mais complexas tais como vefculos estruturados (om"bus).

2. ESTRATEGIA EMPREGADA
As carrocerias e chassis de om"bus sio compostas, na sua maioria, por harms retas ou com pequena
curvatura. Os comprimeDtos destas harms sio norma1Jnenre maiores que as outras dimensl'Sesda ~
transversal e, al6m disso, nio ocorre ~ na forma desta. Logo, estas barras podem ser modeladas
sem problemas por elementos do tipo quadril8tero. Como 0 modelamento da ~io :ficaconstaDte 80 longo
da barra, devido as caraeterfsticas anteriores, a ~ do mimero de elementos passa pela lldliZ8980 de
elementos com I'lI2'!o de aspecto maior que urn, 0 que, a principio, val contra as recomenc:Iay5es cl8ssicas
que dizem que os elementos nio devem ser utt'Hzados com razio de aspecto maior que um.

Os elementos de casca poliedrica empregados sio obtidos atraves da co~ da fu~ de Estado
Plano de Tensaes, EPT, com a fuJ'D1Ula98ode Placa A matriz de rigidez do elemento e construida a partir
do correto posicionamento das submatrizes de EPT, fomece os graus de h"berdade Ux e Uy, e de Placa,
fomece os graus de h"berdade U~ Rx e Ry. Para eretuar a montagetn da roatriz de rigidez global os
panimetros nodais siD rotados e refuridos ao sistema global, passando a ter-se 3 deslocamentos e 3
ro~ par nO. Em coordeoadas locais, na linba e na cohma correspondentes ao grau de Iiberdade da
ro~ em torno da normal a p1aca, colocam-se zeros que serio eJiminados quando for realizada a
ro~. Se v8ri0s elementos coplanares CODCOrremnom nO aparece uma linha de zeros para a ro~
normal que sio eliminados depois de efetuada a traDSfo~ de coordenadas mas, :ficawna dependencia
linear entre as variaveis que conduz a singuJaridade da matriz global. Para eHminar este problema e
colocado 0 valor 1 na diagonal principal sempre que todos os elementos que concorrem a wn nO forem
cop1aDares.



A fi:>rmuJI9iode Placa empregada est8 baseada na Teorla de Kirchhoff ou !IllTeoria de Mindlin. A teoria
de KircbhotJ; admite que as retas normais a pJaca !Illconfiguralrio original permanecem retas e normais a
superficie m6dia defurmada. Esta fi>rmulaI;:ioexige contimooade CO e Cl, 0 que compJica IIOtavelmente a
o~ de fu.tvrOesde iuterpo~ adequadas [7]. A teoria de R.eissner-Mindlin considera os efuitos da
dero~ transversal devido 80 corte. Esta teoria CODSideraque as retas IIOrmaisa superficie media da
placa antes da defo~ permanecem retas mas, nfto necessariamente IIOrmaisa superficie media apOs a
defu~. Logo as rotal;:Oes do interpoJadas de rorma independeute do desIocamento lV, portauto,
apenas a coDtinuidade das fu.tvrOesde interpo1lw;:8oe necess8ria. Por este motivo a imp~ e
desenvolvimento de lDD elemento bBseado !Illteoria de Mindlin e hem mais simples que a de lDD elemento
baseado na teoria de Kirchhoff (7].

Os elementos empregados empregados neste estudo s&l 0 DKQ (Discrete Kirchoff Quadrilateral) [8],
Serendipity CIlissico de 8 nOs [9], Lagrange CI8ssico de 9 nOs [9] e dois elementos obtidos atraves da
iotrod~ de ~ tipO bolba 110 elemeuto Serendipity Chissico. A seguir do apresentadas as principam
caracteristk:as destes elementos.

2.lDKQ
Elemento quadriJ8tero, com 4 nOs, bBseado !Ill teoria de Kirchhoff E lDD dos elementos paLIrOesdo
Sistema GAEL!. A matriz de rigidez deste elemento e calculada atraves de uma ~ de Gauss 3 x 3
sendo praticamente insensivel a distol¢es. 0 e.lemento de casca plana e obtido pela com.bina9fiocom 0
elemento EPT que utiliza as fi.m9Oesde interpo~ bilineares confurme (I).

Nt =1/4'(l-~)'(l-TJ) , N2=1/4'(1+~)-(1-"l)
N3=1/4.(1-~).(I+"l) , N,,=1/4.(1+~)·(1+tU

2.2 SERENDIPITY - CLAssICO

Elemento de placa cllissico de 8 nOs bBseado na teoria de Mindlin. Emprega as ~Oes de interpo~
Serendipity Quadraticas, as indicadas em (2) correspondem 80S nOs de quina e as indicadas em (3)
correspondem 80S nOs intermedl8rios. 0 cortante e calculado utilizando uma in.tegl'aQBode Gauss do tipo
2x2 IIOSproprios pontos de inlegraQio seDdo depois extrapolado para. os nOs. A matriz de riBidez deste
elemento e caIcuIada atraves de um processo de integt'll9io deGauss do tip<>3x3. 0 elemento de casca
plana e obtido atraves da co~ do SC com 0 quadril8tero quadr8tiro de. EPT, 0 qual utiIiza as
mesmas ~Oes de interpo~ indicadas em (2) e (3).

Nt =-t/4.(1-~).(l-TJ).(1+~+YJ) , N2=-'1/4·(1+~J(l-TJ).(I--~+TJ)
N3=-t/4.(I+~).(l+TJ).(1- ~-TJ) , N" =-t/4.(l-~).(l+"l).(1+~-·"l)

N,=¥2.(1-l;2)(1-TJ) , N6=Y2'(1'-TJ2)(1+~)

N7=¥2.(t-l;2)(I+YJ) , N8~V2'(I-TJ2)(I-!;)

2.3 LAGRANGE - CLAssICO (LC)

E1emento de placa cl8ssico de nove oos, utiliza 00 central, baseado na Teoria de Mindlin. Utiliza as
~es de interpo~ de Lagrange, expressOes (4) e (5). A matriz de rigidez deste elemento e calcuIada
atraves de um processo de ~ de Gauss do tipO 3x3. Para que este elemento seja compatfvel com 0
Pre-Processador e 0 P6sprocessador do Sistema GAEL!, [10], filz-se necess8rio a e~ do seu nO



central atraves de co~ estatica. [11]. lato e possive1 porque este, por set' central, nIo possui
nenhuma lig89iO com os elementos viziobos. Este procedimento nao pode set' realizado em problemas
dinAmicos porque, oeste caso, 0 nO central passa 8 ter significado fisicb.

Nt =1/4·1;11·(I;-lH,,-1) ,N% =1/4.1;11.(1;+1)'(11-1)

N3 =1/4.1;11.(1;+1).(11+1) ,N. =1/4'/;11.(/;-1)'(11+1)

N5=1/2.~1-1;:t)(11-1) , N6=1/2.1;(1-tf)(I;+1)

N7=1j2'11(1-/;2)(11+1) , N,=1j2.I;(l-112)(/;-1)

N9 = (1-1;2Xl-112
)

2.4 SERENDlPITY COM 1 NfVEL (SM1b) E 2 NlVEIS (SM2b) DE FUNCOES BOLHA

Estudos rea]izados sobre 0 Metodo p mostram que os elementos de ordem superior podem trabalhar com
razOes de aspecto elevadas. Por isso se decid.iu investigar a intl.uencia da ~ de ~ bolba de
ordem superior, [12], nos resultados. Foram desenvo1vidos dois elementos a partir da introdlJ9io de
fuI¢es bolba no elemento SC. 0 primeiro elemento utiliza um myel de ~ bolba confOrme eq~
(6). 0 segwldo elemento utiliza dois niveis de ~ bolba confunne eq~oes (6) e (7).

N9 =(1-~2).(1-tf)
N10 =(1 -~2X1-1J2)~ , Nil =(1- ~2X1- tf)1J

Estas f\m¢es tbram introduzidas no elemento sc atraves de processo semelhante ao da A~ de Modos
Incompativeis, [11]. A expressAo (8) mostra como e feita a apli~ das fun90es para 1 gran de hberdade.
onde Uj sio as componentes dos deslocamentos que niio sio associadas com pontos nodais.

, 3

U =LN,ut +LN'+tat
;..,1 i=l

Neste caso, a componente a1 pode set' associado a um nO intemo. Estas componentes sic elimitwlas
atraves de um processo de co~ estatica. As matrizes de rigidez destes elementos silo calcuJadas a
partir de um processo de ~ Gauss do tipo 3x3.

3.EXEMPLOS

Os exemplos a seguir apresentadosprocuram mostrar as vantagens da ap~ de elementos de casca
polic!drica com raz!o de aspecto e1evada na solu~ de problemas que envolvam empenamento. Em todos
os exemplos a seguir apresentados e utili23do ummaterial com COnstanlesE = 2.1x 1()5N/lIllIt2 , \) =0.3.

3.1 EXEMPLO 1

Uma viga C, descrita na figura (La), esta submetida a um par de tbrvas que causa to~. A figura (1.b)
mostra a distribu~ da tensio Ox devido ao empenamento restringido no engaste.
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Figura (1) - Viga C submetida a ummomento to~r.

o gr;Ifico da figura (18) compara atensio ax, devida ao empenameoto, obtida empregando-se elementos
de casca poliedrica, com uma ~ reduzida 2x2, com a so~ analitica. SAocomparados apenas os
valores m8xim0s positivos desta tensiio. Observa-se que os valores obtidos proximos ao engaste OU da
carga apresentam erro mais eJevado. Para se investigar melhor este problema utilizou-se rima maIba mais
refinada com urn esquema de ~ tipo 2x2 e 3x3 cujos resultados est&>apresentados na figw'a (2b).

I
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A figura (3) mostra duas das maIhas, (a) e (b), que foram utilizadas na solu9io do problema. 0 gr8fico da
figlU'8(4) compara a so~ obrida peIa maIba da figura (3a) com a maIba d8. figura (3b). As ft~
que ocorrem na Iinba traeejada, resultados da maIha menos refinada, se devem a oollSideral;llo dos vaIores
dos n6s intermediarios, do elemento de 8 nOs, no ~ da curva, 0 que nio fbi reaJizadopara as demais
curvas. A figura.(S) IOOstra algumas das possibilidades de saida de resultados que nos permite a an8Iise
com eleIOOl108 de casca, 00.C8S0 silo lOOstradas as distrib~es da tens80 O'X.ao longo da viga.
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Pelos gnificos apresentados verifica.-se que a ut~ de elementos de casca obtem bons resultados na
so~ de problemas que envolvam empenamento. Os maiores erros ocom:m. na regiao do engaste e na
regiIo cia carga, 0 que e 0 comportameDto normal do Metodo dos Elementos Finitos. 0 emprego de
direrentes tipos de elementos de casca nIo apresentou grandes vantagens.

3.2 EXEMPLO 3
Uma grelha, lepresentada na figura (7) estA submetida a um carga concentrada de 2700 N que causa um
creno de torylo. As baIras que furmam a estrotura sio construidas com perfil do tipo C 110xS0x4 mm.

8 Carga de 2700 N
entrando no plano ciap8gioa.

LJ
+ 1000 +_2_000__ +_2_000__

Figura (7) - Estrutura tipo grelba.

Foram utilizadas maIbas com raziio de aspecto assumindo os valores 2, 4 e 8. As figuras (8) e (9) IDOstram
as maIbas empregadas na an8Jise.As maJbas (a) e (b) utilizaram 2 elementos na aluB do pe.rfil enquanto
que lIaS maJbas (e) e (d) empregou-se apenas um elemento na alma do perfil. A tabela (1) apresema
algumas caracteristicas das maJhas empregadas, onde NE e 0 nUmero de elementos, NN e 0 mimero de
oos, NGL e 0 mimero de graus de h'berdade, Banda e a Iargura de banda do sistema ap6s reord~,
KIT e 0 ~ de disco ocupado em Mbytes peio arquivo cia matriz· de rigidez do sistema, RIG e 0

~ de disco ocupado em Mbytes pelo arquivo de rigldez dos elementos, CJeqlBU e a tensio m8xima
equivaleDte em N/unD2, Tempo e 0 tempo necess8rio para an8lise completa em um microcomputador 486
DX4-100 com 8 Mbytes de mem6ria. Pela tabela nota-se a import8ncia do aumento cia razAo de aspecto
dos elementos COIDOferrameotll para red~ de ~ de disco utilizado e do tempo de an8lise.
Comparando-se os resuJtados das maIbas (a) e (d) verifica·se umared~ de 800/0 no ~ de disco
ocupado, e uma redU9&> de 83% no tempo de analise sem haver um comprometimento na quaHdade dos
resuJtados obtidos.



M.atba NE NN NGL Banda RIT RIG CJeamax Tempo

a 876 3039 18234 480 42 8.2 580 24min42s
b 468 1611 9666 480 22 4.4 570 13 min.3 s
c 348 1253 7158 366 14.5 3.2 570 7 min55 s
d 204 725 4350 390 8.2 1.9 560 4min17s

EXEMPL03.3

Uma estrutura espIIcial. cujo esquema esta representado na figura (10), co~ por 20 barras de 8e9Ao C
25Ox125xl0 DDJl.ecom comprimento de 2000 mm estli submetida a lDD conjunto de fu~ que provocam
um eteito de totVilOnesta. As dimensOes indicadas na figura sio obtidas somando-se os comprimentos das
vigas com as respectivas paredes dos perfis que formam as juntas.

Na lIDlllise deste problema furam empregadas malbas com J'87Ao de aspecto assumindo os valores 2, 4 e 8
as quais estio apresentadas na figura (11). As caracterfsticas gerais de cada uma das malbas utilizadas
est!<> apresentadas na tabela (2). Neste caso, os resultados obtidos sio bons ate a malha (b) 0 que
re~ \lDII ~ de 43% em e~o de disco e 42% em tempo de an8lise.



MaJba NE NN NGL Banda RIT RIG Temoo
a 612 2112 12612 708 48.2 5.7 31min48s
b 348 1160 6960 708 27.1 3.2 18min10s
c 216 684 4104 564 13.4 2 8 min 16 s

CONCLUSAO
Elementos de Cases Poliedrica furam empregados para anaIisar problemas que envo1vam empenamento
provocado por t~. Verifica-se que 0 emprego destes elementos permite anaIisar de melhor funna 0
problema do empenamento. A utiliza980 de elementos finitos com raziio de aspecto maior que 1 nao
exerce muita in1luencia nos resuhados obtidos em deslocamentos e nas tensOes O"x..No caso de estruturas
de barras tridimensionais a influencia do aumento da raz80 de aspecto e grande. Nao se recomenda 0
emprego de ra7Des de aspeeto maiores que 4 para se ter uma distribui~ das tensOes O"xrazoavel 0
emprego de elementos com raziio de aspecto elevada permite uma razoavel reduyao no tempo de lIJIlilise e
na mem6ria consumida para annazenamento dos dados.



Quanto ao emprego de elemeIms finitos com razOes de aspecto elevada verificou-se que a ~ de
pJaca, neste caso se ineIuem os elementos DK.Q, SC, LC SMI b e SM2b; admite uma razio de aspecto de
ate 4 considerando-se como criterio a nlIo ~ dos valores DllOOmoS de teDsOes equiva1entes e a
mam~, de modo aproximado, da furma de ~ das mesmas. Considerando·se apenas como
crit6rio a nlIo ah~ dos vaJores m8ximos das teDsOesequivalentes DOta-seque a razio de aspecto pode
ser elevada ate 10 para os casos de flexio, e ate a fuixa e.otte 8 e 10 para os casos de to~.
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