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RESUMO

Este trabalho aplica elementos finitos de casca poliédrica na solugio de problemas que
envolvam empenamento. Estes elementos sio empregados com razdo de aspecto superior as
normalmente utilizadas com o objetivo de se reduzir os custos computacionais da andlise.
Perfis de seciio aberta usuais foram analisados com elementos de casca classicos. Este trabalho
foi desenvolvido no Sistema GAELI - CPGEC UFRGS.

ABSTRACT

This work applies flat shell finite elements to solve warping problems. This elements are used
with aspect rates higher than the usual in order to reduce computacional apalysis costs. Usual
open sections elements were studied with classic shell finite element. This work was developed
in GAELI - CPGEC UFRGS.

1. INTRODUCAO

A consideragdo dos efeitos do empenamento, causados pela torgio, em vigas de segio transversal do tipo
aberta é cada vez mais exigido devido & necessidade de otimizagio da relaglio peso/resisténcia. Estruturas
mnpomomsdeonibugcmdecmmb&gmﬂmmdm&wgmgoapmasalglmexmhs
ondeaconmdemciodose&nosdatorw)podetermnamxportmcmsngmﬁcatwa.Estasv:gastendoum
ou mais segdes restringidas, parcial ou totalmente, a0 empenamento, e sujeitas a um sistema geral de
forgas externas, desenvolvem uma complexa distribuic3o de tensdes longitudinais {1}, A importéncia da
wmﬂeraqmdestaswméesmesceamdﬁaqmawpessmadachapauﬁhmdamperﬂdmm
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Os problemas que envolvem restrigio total a0 empenamento sio resolvidos empregando-se a Teoria de
Vlasov. Entretanto, nos casos gerais, que consideram o empenamento semi-restringido, nfio é possivel o
emprego da mesma. Nestes casos, costuma-se utilizar elementos de' pdrtico espacial, com um pardmetro
nodal extra associado ao bimomento [2]. Estes elementos sio, em geral, utilizados em estruturas em linba
ou grefhas, onde o bimomento é transferido diretamente de uma viga a outra, sem necessidade de rotagdo.
As vantagens deste modelamento sdo a utilizagio de um nimero reduzido de elementos apresentando
pequenas exigéncias de meméria e de tempo de processamento. A bmitagho deste método ¢ que o
bimomento, por nio ser um tensor [3], nio pode ser transferido de modo satisfatdrio em uma configuragéio
espacial. Alguns autores, [4], conseguiram resultados parciais para estruturas espaciais através da
utilizagiio dos comceitos warping indicator, warping spring porém estes apresentam a limitagio de
dependerem da forma como as barras estdio unidas. Em estruturas espaciais, o emprego de elementos de
casca poliédrica, para modelar as barras, fornece uma solugio geral para o problema com uma saida de
resultados bem mais rica do que a obtida empregando-se elementos de batra. No entanto, esta solugio leva
a um grande nimero de elementos com conseqiiente necessidade de meméria ¢ tempo de processamento
elevados. Além disso, a propria geragdio dos dados e interpretagdo dos resuitados apresentam dificuldades
considerfiveis. Os trabalhos desenvolvidos nesta linha de pesquisa propde alternativas para reduzir estes
custos computacionais [5], [6].

A caréncia de resultados experimentais relacionados a problemas com empenamento semi-restringido €
bastante grande. Na bibliografia especializada sfio raras as publicagdes que dispde de algum resultado
experimental. Esta falta de resultados provavelmente se deve a0 comportamento bastante complexo das
tensbes que é observado através da solugfio utilizando-se elementos finitos. Neste contexto, o objetivo
deste estudo & reduzir o consumo de meméria e o tempo de anslise necessérios para a solugdo de um
problema, que envolva empenamento, através do modelamento com elementos de casca. A estratégia
empregada para isto ¢ wtilizar elementos com raziio de aspecto majores que as usuais. Deseja-se com isto
viabilizar o estudo do comportamento do empenamento em alguns tipos de perfis principalmente em
estruturas mais complexas tais como veiculos estruturados (Snibus).

2. ESTRATEGIA EMPREGADA

As carrocerias e chassis de 6nibus s3o compostas, na sua maioria, por barras retas ou com pequena
curvatura. Os comprimentos destas barras sfio normalmente maiores que as outras dimenses da segdo
transversal e, além disso, ndo ocorre alteragdio na forma desta. Logo, estas barras podem ser modeladas
sem problemas por elementos do tipo quadriltero. Como o modelamento da segdio fica constante ao longo
da barra, devido as caracteristicas anteriores, a redugio do nimero de elementos passa pela utilizacio de
elementos com razdo de aspecto maior que um, o que, a principio, vai contra as recomendagSes cldssicas
que dizem que os elementos nio devem ser utilizados com razio de aspecto maior que um.

Os elementos de casca poliédrica empregados sio obtidos através da combinagfio da formulagio de Estado
Plano de Tensdes, EPT, com a formulagio de Placa. A matriz de tigidez do elemento é construida a partir
do correto posicionamento das submatrizes de EPT, fornece os graus de liberdade Ux e Uy, e de Placa,
fornece os graus de liberdade Uz, Rx e Ry. Para efetuar a montagem da matriz de rigidez global os
parimetros nodais s3o rotados e referidos ao sistema global, passando a ter-se 3 deslocamentos e 3
rotagdes por né. Em coordenadas locais, na linha ¢ na coluna correspondentes ao grau de liberdade da
rotagdo em torno da normal A placa, colocam-se zeros que serdo eliminados quando for realizada a
rotagdo. Se vérios elementos coplanares concorrem num né aparece uma linha de zeros para 2 rotagdo
normal que s3o eliminados depois de efetuada a transformagiio de coordenadas mas, fica uma dependéncia
linear entre as varidveis que conduz i singularidade da matriz global. Para eliminar este problema €
colocado o valor 1 na diagonal principal sempre que todos os elementos que concorrem a um n6 forem
coplanares.
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A formulaciio de Placa empregada estd baseada na Teoria de Kirchhoff ou na Teoria de Mindlin. A teoria
de Kirchhoff, admite que as retas normais & placa na configuracio original permanecem retas e normais &
superficie média deformada. Esta formmlacio exige continuidade CO e C1, o que complica potavelmente a
obtengiio de funcSes de interpolagiio adequadas [7]. A teoria de Reissner-Mindlin considera os efeitos da
deformagio transversal devido ao corte. Esta teoria considera que as retas normais a superficie média da
placa antes da deformagéio permanecem retas mas, nfo necessariamente normais a superficie média apés a
deformagio. Logo as rotagdes sdo interpoladas de forma independente do deslocamento w, portasto,
apenas a continuidade das fingSes de interpolagSp é necessiria. Por este motivo a implementacio ¢
d&senwhmodemebmmohaseedomteomdehdhdlmébemnmssnnplaqucadeumelemmto
baseado na teoria de Kirchhoff [7].

Os elementos empregados empregados neste estudo sBo o DKQ (Discrete Kirchoff Quadrilateral) 8],
Serendipity Classico de 8 nos [9], Lagrange Classico de 9 nos [9] e dois elementos obtidos através da
mtmduqaodeﬁnmesupobonmmelanenm Serendipity Classico. Asegmrsﬁoaprwemadaxasprmnpms
caracteristicas destes elementos.

2.1 DKQ

Elemento quadrilitero, com 4 nds, baseado ma teoria de Kirchhoff £ um dos elementos padedes do
Sistema GAELI. A matriz de rigidez deste elemento é calculada através de uma integracio de Gauss 3 x 3
sendo praticamente insensivel a distorgSes. O elemento de casca plana € obtido pela combinagio com o
elemento EPT que utiliza as fimgGes de interpolaglio bilineares conforme (1).

N, =¥4:(1-8)-(-m) , N, =Y4-(1+£)-(1-n) o
Ny =Y4-(1-8)-(+m) , No=Y4-(1+8)-(+1)
2.2 SERENDIPITY - CLASSICO

Elemnodeplacaclésmcode8nosbaseadonateonadeMmdhnEnmregaasﬁmﬁesdemterpolaqio
Serendipity Quadréticas, as indicadas em (2) correspondem aos nés de quina e as indicadas em (3)
correspondem aos nos intermedidrios. O cortante ¢ calculado utilizando uma integragio de Gauss do tipo
2x2 pos proprios pontos de integraglo sendo depois extrapolado para os nés. A matriz de rigidez deste
elemento ¢ cakculada através de um processo de integraciio de Gauss do tipo 3x3. O elemento de casca
plana ¢ obtido através da combinagio do SC com o quadrilitero quadrético de EPT, o qual utiliza as
mesmas fungdes de interpolaggio indicadas em (2) e (3).

N, =~1/4.(1-¢)-(1-n)-(1+&+n) , N, =-1/4-(1+8)-(1-1)-(1-E +7)
Ny=-1/4-(1+)-(14n)-(1-&-m) , Ny =—1/4-(1-)-(1+n)-(1+&-n)
Ny=1f2-(1-8)(i-n) , Ng=1/2-(1-)(1+2)
N, =1f2:(1-22)(1+n) , Ny=1/2-(1-n?)(1-8)

@

3

2.3 LAGRANGE - CLASSICO (LC)

Elemento de placa cldssico de nove nés, utiliza né central, baseado na Teoria de Mindlin. Utiliza as
fungSes de nterpolag@o de Lagrange, expressdes (4) e (5). A matriz de rigidez deste elemento é calculada
através de um processo de integragfio de Gauss do tipo 3x3. Para que este elemento seja compativel com o
Pré-Processador e o Pésprocessador do Sistema GAELI, [10], faz-se necessério a eliminaciio do seu n6
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central através de condensagdo estitica, [11]. Isto ¢ possivel porque este, por ser central, n3o possui
mnhmmﬁgaqﬁommmebMosviﬁnhos.Eﬁcpmdeonﬁopodemmﬁmdoemmbbms
dinfimicos porque, neste caso, 0 nd central passa a ter significado fisico.
N =Y4-En-(E-1)-(n-1) , Ny =Y4-En-(E+1)-(n-1)
N, =Y/4-En-(E+1)-(n+1) , N =14-En-(€-1)-(n+1)
Ns=12-n(1-8)n-1) , Ne=y2-£(1-v? & -+1)
N, =12-n(1-8)n+1) , Ny=1/2-E(1-n*)e-1) ®)
N, =(1-g2)1-)

@

2.4 SERENDIPITY COM 1 NfVEL (SM1b) E 2 NIVEIS (SM2b) DE FUNCOES BOLHA

Estudos realizados sobre 0 Método p mostram que os elementos de ordem superior podem trabalhar com
razbes de aspecto elevadas. Por isso se decidiu investigar a influéncia da utilizacio de fungSes bolha de
ordem superior, [12], nos resultados. Foram desenvolvidos dois elementos a partir da introdugdo de
funcdes bolha no elemento SC. O primeiro elemento utiliza um nivel de fungdio bolha conforme equacio
(6). O segundo elemento utiliza dois niveis de fungéo bolha conforme equagdes (6) e (7).

N, =(1-&)-(1-17) ©
Nxo=(1‘€2xl_n2)§ ’ Nu=(l—€’)(1“ﬂ’)n o

Estasﬁmgﬁmibrammﬂodlmdasno elemento SC através de processo semethante ao da Adigio de Modos
Incompativeis, [11]. A expressfo (8) mostra como ¢é feita a aplicagio das fungdes para 1 grau de liberdade.
onde o siio as componentes dos deslocamentos que nfio s#o associadas com pontos nodais.

8 3
u=Y Nu +Y Ny, 6]

i=1 i=t

Neste caso, a componente o pode ser associado a um nd interno. Estas componentes sdo eliminadas
através de um processo de condensaciio estatica. As matrizes de rigidez destes elementos s#o calculadas a
partir de um processo de integragio Gauss do tipo 3x3.

3. EXEMPLOS

Os exemplos a seguir apresentados procuram mostrar as vantagens da aplicagio de elementos de casca
poliédrica com razdo de aspecto elevada na solugfio de problemas que envolvam empenamento, Em todos
os exemplos a seguir apresentados ¢ utilizado um material com constantes E = 2.1x 10° N/mm? , v =0.3.

3.1 EXEMPLO 1
Uma viga C, descrita na figura (1.a), est4 submetida a um par de forgas que causa torglo. A figura (1.b)
mostra a distribuicfio da tensfio 6, devido ao empenamento restringido no engaste.
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Figura (1) - Viga C submetida a um momento torgor.

O grafico da figura (23) compara a tensdo ox, devida a0 empenamento, obtida empregando-se elementos
de casca poliédrica, com uma integrac#o reduzida 2x2, com a solugdo analitica. S#0 comparados apenas os
valores méximos positivos desta tensdo. Observa-se que os valores obtidos proximos ao engaste ou da
carga apresentam erro mais elevado, Para sc investigar melhor este problema utilizou-se uma matha mais
refinada com um esquema de integracfio tipo 2x2 e 3x3 cujos resultados estfio apresentados na figura (2b).

160 — 100 -

/m_ﬁ_o Analitica

Solugdo Numérica 2x2
Sol

Numérica 3x3

0 1000 _ 2000 0 1000
Posi¢do X (mm) Posigdo X (mm)

Figura (2) - Comparago da solugdo analitica com a soluglio obtida com elementos de casca.

2000

A figura (3) mostra duas das malhas, (2) e (b), que foram utilizadas na solugio do problema. O gréfico da
figura (4) compara a solugdio obtida pela malha da figura (3a) com a malha da figura (3b). As flutuagdes
que ocorrem na linha tracejada, resultados da malha menos refinada, se devem a consideragio dos valores
dosnbshnetmediérios,doelenmodesms,notmwdodamva,oquenioﬁ)ireali?adopmasdennis
curvas. A figura (5) mostra algumas das possibilidades de saida de resultados que nos permite a analise

com elementos de casca, no caso sio mostradas as distribuigSes da tenséio ox a0 Jongo da viga.
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Figura (3) - Exemplos de malbas empregadas.

Maha (b)

Malha (¢

T
|

1000

Posigio X (mm)

2000

Figura (4) - Comparagiio dos resultados da malha (a) com a malba (b).

Figura (5) - Distribuic3o da tensiio ox.
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Pelos graficos apresentados verifica-se que a utilizagfio de elementos de casca obtém bons resultados na
solugio de problemas que envolvam empenamento. Os maiores erros ocorrem na regifio do engaste € na
regifio da carga, o que € o comportamento normal do Método dos Elementos Finitos. O emprego de
diferentes tipos de elementos de casca nAo apresentou grandes vantagens.

3.2EXEMPLO 3

Uma gretha, representada na figura (7) estd submetida a um carga concentrada de 2700 N que causa um
efeito de torgHo. As barras que formam a estrutura sfo construidas com perfil do tipo C 110x50x4 ram.

1 T i ] f—e
® Cargade 2700 N
L__ 3000 entrando no plano da pAgina.
T ' ' (mm)
A (L |H—
| 10001 2000 1 2000 10001
v A T s

Figura (7) - Estrutura tipo grefha.

Foram utilizadas mathas com razio de aspecto assumindo os valores 2, 4 ¢ 8. As figuras (8) ¢ (9) mostram
as malhas empregadas na andlise. ‘As mathas (a) e (b) utilizaram 2 elementos na alma do perfil enquanto
que nas malhas (c) e (d) empregou-se apenas um elermento na alma do perfil. A tabela (1) apresenta
algumas caracteristicas das mathas empregadas, onde NE é o mimero de elementos, NN é o mimero de
n6s, NGL ¢ o mimero de graus de liberdade, Banda ¢ a largura de banda do sistema ap6s reordenagiio,
RIT ¢ o espago de disco ocupado em Mbytes pelo arquivo da matriz de rigidez do sistema, RIG £ o
espago de disco ocupado em Mbytes pelo arquivo de rigidez dos elementos, ceqmax ¢ a tensio méxima
equivalenteemN/mmz,Tempoéotemponeoessérioparamﬁlisecomp]etaemmnmicrocompmador486
DX4-100 com 8 Mbytes de memoéria. Pela tabela nota-se a importancia do aumento da razio de aspecto
dos elementos como ferramenta para redugio de espago de disco utilizado e do tempo de anslise.
Comparando-se os resultados das mathas (a) e (d) verifica-se uma redugio de 80% no espago de disco
ocupado, e uma reduglio de 83% no tempo de andlise sem haver um comprometimento na qualidade dos
resultados obtidos. :

Matha (a- Raziio de aspecto 2.

Figura (8) - Mathas utilizadas.
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Malha (d)- Razéio de aspecto 8.

Figura (9) - Malhas empregadas.

Tabela (1) - Caracteristicas gerais dos arquivos.

Malba|{ NE NN NGL Banda RIT RIG Gegmax Tempo
a 876 3039 18234 480 42 8.2 580 24min42 s
b 468 1611 9666 480 22 4.4 570 13min3s
[ 348 1253 7158 - 366 14,5 3.2 570 7 min S5 s
d 204 725 4350 390 8.2 1.9 560 4min17s
EXEMPLO 3.3

Umwtruumwpacial,cujo&squemaaﬁérepresemadonaﬁgm(IO),oonpostaporZObmmsdesegso C
250x125x10 mm € com comprimento de 2000 mm esta submetida a um conjunto de forgas que provocam
um efeito de torgfio nesta. As dimensdes indicadas na figura sdo obtidas somando-se os comprimentos das
vigascomasrespecﬁmparedwdosperﬁsqueformamasjtms.

20 Kgf

20 Kgf 2480

30 Kgf

4720 20Kt ) / (mm)
# e

Figura (10) - Esquema da estrutura.

2480

Na anélise deste problema foram empregadas mathas com razfio de aspecto assumindo os valores 2, 4 ¢ 8
asquaisestioaprwemMasmﬁgma(ll).Aswacterfstkasgadsdecadaumadasnnﬂmsmiﬁmdas
estdo apresentadas na tabela (2). Neste caso, os resultados obtidos sdo bons até a matha (b) o que
represcnta wma redugio de 43% em espago de disco e 42% em tempo de anilise.
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Deformada da malba (a).

Malha (c) - Raziio de aspecto 8.

Figura (11) - Malhas empregadas na solugfio do problema.

Tabela (2) - Caracteristicas das mathas empregadas.

Malha | NE NN NGL Banda RIT RIG Tempo
(a) 612 2112 12672 708 48.2 5.7 31mind48s
(b) 348 1160 6960 708 27.1 3.2 18 min 10 s
{c) 216 684 4104 .564 13.4 2 Smin 16 s

CONCLUSAO

Elementos de Casca Poliédrica foram empregados pars analisar problemas que envolvam empenamento
provocado por torgdo. Verifica-se que 0 emprego destes elementos permite analisar de methor forma o
problema do empenamento. A utilizagio de elementos finitos com razio de aspecto maior que 1 ndo
exerce muita influéncia nos resultados obtidos em deslocamentos e nas tensdes 6y . No caso de estruturas
de barras tridimensionais a influéncia do aumento da razdio de aspecto é grande. Nio se recomenda o
emprego de razbes de aspecto maiores que 4 para se ter uma distribuigio das tensdes oy razodvel. O
emprego de elementos com razéio de aspecto elevada permite uma razodvel redugiio no tempo de andlise e
na memdria consumida para armazenamento dos dados.
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Momeummgodeebuﬂmﬁ:ﬂosmmmzﬁesdeaspeﬁoekvadavai&ou—xqmabmﬂa@ode
plnca,ncstecasoseinchlemoselementosDKQ,SC,LCSMlbeSMZb;admitemnmzﬁodeaspectode
até 4 considerando-se como critério a nio alteragiio dos valores méximos de tenses equivalentes e a
manutenglio, de modo aproximado, da forma de distribuicio das mesmas. Considerando-sc apenas como
critério a nfo alteragio dos valores maximos das tensdes equivalentes nota-se que a raziio de aspecto pode
ser elevada até 10 para os casos de flextio, e até a faixa entre 8 ¢ 10 para os casos de torgdo.
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