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Resumen

Deacribimos un metodo para el trazado de trayectorias de equilibrio en sistemas multicuerpos
flexibles.Permite posicionarse en forma precisa en puntas limite y de bifurcaci6n simples. EI·
sistema de ecuadones aumentado propuesto para ubicar los puntas singulares, logra una tasa
de convergenciacuadratica en ambos casas. Se muestran ejemplosde ilustraci6n.

Abstract
We describe a methodology for tracing the nonlinear equilibrium path in flexible multibody
systems. It allowsto position accurately turning and simple bifurcation points. The augmp.nted
systems of equations proposed to position the singular points, give full quadratic convergence
rate in both Cll8CS. Several examples illustrating the approach are presented.

doude g:mn+1 ..•...•mn es una funcion no lineal algebra.ica. Esta ecuacion puede ser vista como
una funcion implicita que entrega la respuesta q de sistemas discretos fisicos no lineales, frente &

vari&ciones del parametro de control p. Estos puntos pueden caracterizar, por ejemplo, 108 estados
de equilibrio de una estructura meeanica.

La solucion (q,p) ala ecuacion no lineal (1) es una variedad unidimensional en /R,,+l que puede
ser descripta por el mapeo

donde el nuevo p&rametro s recihe usualmeilte el significado de una longitud de arco [1].
Sea (qO ,pO) (punta cri'tico 0 singular) en donde Vqg es singular. Nos restringiremos & casos en

108 que 1& dimension del espacio uulo V qgO es uno, 0 sea N(V qgO) = span(4Jl)' Pueden presentarse
entonces dos altemativas:
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2. V pg E R(V'1g) : esta condicion se caracteriza tambien por ser ",Tv pg = 0, con ",r vector
de base del espacio nulo de (V '1g)T. Estos puntos se llaman puntos de bijurrocion.

Numerosos autores ban tratado este problema, prestando una atenci6n particular al an8J.isis de
puntos de bifurcacion. Podemosmencionar 10strabaj08 de Allman [2], Wriggers et al. [3] y Eriksson [4]
dentro de 180Iiteratura de ingenieria. El tema ha recibido gran atencion en 180literatura de an8.lisis
nunlerico: mencionamos los trabajos de Moore et al. [5J. Deckeret 801.[6] y de Fink et aI. [7] entre
muchos otros.

Supongamos que estamos trazando 180trayectoria. de equilibrio sobre el camino fundamental, y que
detectamos un cambio de signo del det(V gg) en el punto (q",p,,). IJamaremos V gg = K y Vpg =
-g ••. Asumiremos por simplicidad que K es simetrica. Luego, podemos determinar exaetamente un
punto limite resolviendo el siguiente sistema aumentado de ecuaciones a.lgebraicas no lineales (SPL) :

donde 180funci6n l:IR" -+ lR is ("'1) = 11"'111' - 1.
Este sistema de ecuaciones puede usarse para determinar 180solucion solamente en el caso en que

el punto singular sea punto limite (5]. En un punto de bifurcacion, el sistema (3) es singular. Para
eliminar la singularidad, aumentamos nuevamente el sistema a:iiadiendo una ecu&ci6n y una nueva
incOgnita 'Y(SPB) :

{

g(q,p) + 'rei}
F(q,cPl,P,'Y) = er~:~1 = 0

-g••"'1
en donde adoptamos 1("'1) = e''''1 - 1. y ei es el vector i-esimo de 180base canonica en lR". La
componente i es elegida de forma que corresponda con aquella que posee el mayor valor absoluto en

"'I.
El Ploceso de so1uci6n en unpunto singular es iniciado como si este se tratara de un punto limite.

Si en cambio encontramos un punto de bifurcacion, el sistema de ccuaciones a resolver es cambiado
de 180ecu&ci6n (3) ala ecuaci6n (4). Esta situ&ci6n es detectada evaluando :

donde forill es una tolerancia definida por el usuario.
Describimos a continuaci6n e1 procedimiento seguido para resolver el sistema SPB; en un punto

limite, 180so1uci6n es obtenida siguiendo consideraciones similares.
Usamos el esquema de Newton para resolver (4). El sistema lineal a resolver en cada iteraci6n es

el siguiente :

[vg(;"'d ~. V~~-;I) ~]{~:} = _{;:} (6)

o -g~ 0 0 li.'Y ro

Asumimos que g{q,p) = g;m(q) - PI •• , 0 sea que las fuerzasexternas son conservatiV&Sj luego :



Para resolver (6), US&mosun esquema similar al algoritmo de borde (bordering algorithm, (8)),
faclorizando en cada iteracion 0010la ma.triz tangente K. Sin embargo, dehemos tener en cuenta que
esta matriz sa hace singular en el punto cntico. Para evitar III. singularidad, transformamos el sistema
mediante el a.iiadido de un termino de penalidad siguiendo una Mcnica similar a Ill. propuesta por
Felippa [9]. &>03 K definida por :

K = K + P e;e[ (8)

donde p es un valor medio de rigidez. La soluci6n a Ill. ecuaci6n (6) puede expresarsa por III. combi-
nacion lineal :

{

Llq} {Aq }(o) { Llq )(1) {O}
Ll"'1 = Ll"'1 + (J' Ll"'1 + 0
Llp Llp 1 Llp 0
Ll"( Ll"( Ll"( (J's

donde los vectores { }(O), { }(I) sa obtienen mas abajo. Primero, calculamos :

donde Bh; = V q(K'" 1)h;. Notesa que las operaciones mencionadas implican una unica factori~acion
de K y seis retrosubstituciones. Los vectores ho,h1 ,h.ejojJ Je sa US&Il en los c8.lculossiguientes :

Llq(O) = bo + hI Llp(O) + hsLl"Y(O)
Ll"'}O) = jo + jApeD) + jsll1(O)

[ e[jl ens ]. {Llp(1)} = {erhs .}..
g~1 g~Js Ll"((1) g~hs

Llq(1) = hJLlp(l) + h.eLl-y<J)
Ll",~J) ,.." -hs + jJLlp(1) + j,Ll"Y(1)

[
lip -erLlq(1)] {1J1} _ {eTLlQ(O)}

o lip - e{Ll",}J) U.e - eT Ll"'~O)

Posteriormente, los valores calculados sa reemplazan en Ill. ecuacion (9).

3 Determinacion de las Tangentes al Camino en el Punto
Singular

EI vector tangente a Ill.curva g(a), denotado por (ci,p) = (~ , ~), y sus derivadas de orden superior
(q,PJ, ... , pueden obtenerse resolviendo los sistemas de ecua.ciones siguientes (108 cuales Beobtienen
por diferencillCiones sucesivas de laecullCion(2) ) :

Vqgci + Vpgp = 0
V qg q + V"g P = -q V qqgq - £p V q"gq - V~ pI
Vqgil + V"g'p = ...

La determinaci6n correcta del vector '(<i,p) juega un rol fundamental para el exito del esquema
numerico. Este sa basa. en un algoritmo predictor-corrector con un paso de Euler hllCia adelante



como predictor [1]. Si V"g es no-singular en el punto considerado, el vector tangente puede evalua.rse
directamente a partir de 1&ecuaci6n (12-a), result&ndo

(ci,PJ = (-(V"g)-I Vpgp, p)
En 105puntos (qO ,pO) donde V"g essingular, pueden present&rse dos alternativas :

1. En un punto limite, el u.nico vector tangente resulta :

VqgI/Jo = -Vpg
I/J[I/Jo = 0

Destacamos que el sistema (16) esta sobredetenninado. Para calcular .po, 115ll.IIl05en cambio el
siguiente sistema. a.umentado :

ii/Jo +1e• = g.
<pi <Po = 0

donde i = K + P ejer y donde 1 = -p eT <Po. La so1uci6n a. este problema. puede expresa.rse en Ia.
forma:

T --I T
- -I <PI K g. --I <PI hI

I/Jo = K ged - --I K e. = -hI + ..•.ITh,h,
<p'[K e. 'I"

donde hl,h, fueron calculados en 1&ecu.aci6n (10),
Los coeficienteB indeterminados 1j ,( en un punto de bifurc&ci6n, pueden determina.rse a. partir de

la condicion de compatibilidad (12-b) que a.segura.la. existencia de (q,P), i.e.

ciV qqg ci + fp"V,,1ISci+ V ppS p' +VIIS P E R(V"gl

En forma equivalente, pediremos :

l/JJ(ciVwgci + fp"Vqpgci + VpIlSP') = O. (20)

Sustituyendo el vector tangente indeterminado (15) en 1&ecuacion (20), esta condicion deriva en 1&
ecua.ci6n de bifurcacion algebraica (EBA) dada. por Decker ct aI. [6},

4(' + tb(1j + CfI' = 0 (21)

a I/JT(V,,(KI/JI)I/JI)
b I/Jf(V,,(Kl/Jl)l/Jo + Vqg. <pd (22)
c <pi (V,,(K';o) I/Jo + tV"g. <Po + V 1ISe:a)

.La. ecuacion (21) posee a 10 sumo dos soluciones independientes. Distinguiremos dos casos :

1. (I ;; 0 (fJi[urcaeicm 8imemca 0 en horquilla) : en este caso, 188 dos soluciones a la ecuacion
(21) pueden escribirse en 1&forma: .

'11 = 0 (1 =t
'I. =bt (, = -ct/S

(ci,P)1 = (1/J1,0) t
(ci,p), = (bl/Jo - c/ 8';I,b) t



2. a i' 0 (bifurca.ciOn asimetrica) : ahora, Ill.soluci6n a Ill.ecuaci6n (21) puede expresarseen Ill.
forma. :

'11,' = a t (1" = (-b± ";b' - ac) t (24)
Los dos vectores tangentes al camino solucion en el punta de bifurcacion resUltan :

Las ex:presiones dadas para 10S vectores tangentes en el punto de bifurea.cion, contienen un p&ra.metro
indeterminado t cuyo valor puede fijarse en forma arbitraria, v.g. por imposici6n de una restricci6n
de longitud unitaria.

4 Evaluaci6n de Terminos que Involucran Derivadas de la
Matriz Tangente

La evaluacion de terminos que involucran derivadas de Ill.matriz tangente requiere una consideracion
especial. Siguiendo Ill.propuesta. de Wriggers et al. [3], el termino V 9(K,p 1) hi, donde hi es un vector
dato, se calcula mediante un esquema de diferencias finitas hacia adelante :

donde hemos U5&do1&propiedad de simetria de la. matriz : V q(K) = V 9q(g).
N6tese que en Ill.ecuaci6n (10), Ill.evaluaci6n de terminos joJ1 J, necesita Ill.premultiplicacion

por la. matriz K(qA:). Para evitar"Ill. reevaluacion de Ill.rigidez tangente, los c8.lculos se organiZlldl de
la manera siguiente :

jl = -K-1Bhl = _K-l [K(qA: + e,p~) hI - K(qA:) hI] Ie

= - [K-IK(qA:+e,p~) hI -hI +p(e;hl)h,]Ie "

Presentamos varios ejemplos que permiten evaluar Ill.performance del algoritmo, tanto en el caso de
puntos limite como de bifurcaci6n. El Ultimo de los ejemplos presentados corresponde a. un caso de
bifurea.cion asimetrica. En los problemas de vigas usamos modelos de elementos finitos basados en
una interpola.ci6n lineal de 10s despl!iZ&Dlientos y la.s rotaciones [1OJ. Remos limitado los ejemplos
a casos pIanos, de manera de simplificar algunos aspectos de la formulacion (i.e. aspectos relativos
a Ill.evaJ.ua.cion de derivadas de Ill.matriz de rigidez). El caso de rotaciones 3-D sera. tratado en un
trabajo proximo.

EI metodo de continuaci6n usado Be describe en Cardona et al [1]. Su cara.cteristica principal es
un escalado automatico de las incOgnitas, permitiendo avanzar en el trazado de Ill.soluci6n alin en
cuando existan cambios abruptos en-Ill.rigidez estructural.

Este problema, inicialmente propuesto por Bergan, fue analizado por Eriksson [4]. Consiste en una..
estructura simple compuesta pOl tres barras (figura. 1), en la. cual mediante 1&alt.eraci6n de clertos
pat'ametros (Le. datos geometricos y cargas) se obtienen dist.intos tipos de respuesta estructural. •

El caso analizado, con f1 = 1.e y rigidez de las barras "1-3 = C,'-3 = 1, "3-4 := 0.4, presenta. un
primer punto de bifurcaeion en P = -0.3333 y una segunda bifurcaei6n en P= 0.3393.



Figura 2: Estructura de tres barras lIrliculadas. Izquierda.: curva carga V5. desplazamiento vertical
del punto de aplicaci6n de 1&carga; derecha: curva desp1azamiento vertical VB.horizontal en el mismo
punto.

En la figura 2 Becomparan los ca.minos de equilibria obtenidos para la estructura perfecta (caso
a) y para el caso imperfecto (caso b). En el Ultimo case, hemos ubicado una carga de perturbaci6n
P. = a.05 en el nodo 3, componente y.

5.2 Portico plano
Para modelar este ejemplo propuesto por Eriksson [4J, usamos 8 elementos de viga equiespaciados
(figura 3). De acuerdo a [4], pueden obtenerse diferent.es puntas limite y de bifurcaci6n en funci6n de
dos parametros : III. carga y la altuTa H. La estroctura que analizamo5 tiene 108 valores H = 38.6,
E = 1.65, v = 0.3, 1= !!65.7-1 y &.rea 84.16.

Alavallzar a 10largo de III. trayectoria fundament&1, y antes de alcanzar III. carga limite, detectamos
dos puntos de bifurcaci6n (A y B en Ia figura 5) para valores P = -l44.,Yo = 36.68 Y P =
-£5-10.,110 = 3-1.09, respectivamente. Trazamos 1&trayectoria de equilibrio a 10 largo de 1as ramas
secundarias hastl!. alcanzar nuevamente el camino fundamental en los puntas C yD. La. ligura. 4
muestra 1M deformadas calculadas parI!. cada caso. Destaeamos que w 1&referenda [4), el autor
reporta un punto de bifurcaci6n adicional proximo al primer punto limite. Para. detecta.r t'Ste punta,
debemOll disminuir el paso de avance en el metodo de continull.CiOn.

Remarcamos que el algoritmo DO fue capaz dedetectar III. singularidad cuando se pasO IlObre 108
puntos de bifurcaci6n C y D. En el ejelnplo, el·proceso iterativo para obtener C y D fue iniciado
en forma. externa.. LOs valores ealculadosfueron P = 956.5,110 = -12.67, Y P = 37.65,yo = -£3.00,



~I.~
respectivamente.

En la tabla 1mostramos lo~ coeficientes ca.lculados de la EBA para 108 puntos A Y D y para dos
valores· diferentes de la toleranciapara convergencia del residuo. A. fin de evaluar su confiabilidad,
calculamos 108 coeficientes b y c de dos formas distintas : '

4>J[K(qo + e-4>1)4>0
4>'[[K(qo + e4>o) 4>1
4>'[[K(qo +e4>o) 4>0
4>~[K(qo + e4>l) 4>0

K(qo) "'oJ/e
K(qo} "'die
K(qo} "'ol!e
K(qo) 4>oJ/e

.Debido ala simetria del operador V qqK, deberian verificarse !as identidades b1.= be Y Cl = Ct.

Sin embargo, como 8C observa. en las tablas 1, est&.igualdad es verificada(aproximadamente) 5610

p&r81toler/iDcias estrictas del residuo en 108 puntos de bifurcaci6n.
En nuestra implementaci6nhemos considerado que para valores de la relacion a/b < 10.-5, el

punto singular es punto de. bifurcaci6n simetrica..
En la ligura 6 mostramos la evolucion del residuo durante el proceso iterativo al calcular el punto

singtllM D. RemUC&IDOS la mejora sust&nci8.l en la tasa de convergencia que sc observa luego de
verifiea.r la ecua.ci6n (5) Y cambiar el sistema de ecuaciones a resOlver al sistema SPB completo .

•iYo

Figura 5: Portico plano. Izquierda: curva carga V8. despla7.amiento vertica.l en el punto OJ derecha:
curva. desplazamientos horizontal VB. vertica.l en el punta O.



URII a b1 b. Cl C.
1.e-4 4·08e-. -939·4 -768.3 7fP -171.
1.e-l0 4·988-4 -768.9 -768.3 -5.8Ye-3 2.7ge--/.

IIRIl a b1 b. Cl c,
1.e--/. -1.60e-4 898·4 839.2 12.6 -0.767

1.e-l0 1.76e-4 839.2 899.£ -6.25e-3 ·!.OOe-3

Este ejemplo [11) fue model ado con 8 elementos finitos de viga (figura. 7). Los valores de 105 pa.fa.metros
son E = 2.1 X 106, area 1. e mercia I :== 0.0833. En este caso, Ill. tra.yectoria de equilibxio presenta
dos puntos de bifurcaci6n y d08 puntos limite.

E1 algoritmo m0str6"un comportamiento rohusto pli.ra el c&lculo del primer punto de bifurcaci6n
(A en Ill. figura. 7) : el punto de inicio no tuvo mucha. influencia. en las propiedades de convergencia.
Sin embargo, el punto limite D 8610 pudo determinarse luego de calcular un punto de inicio muy
proximo a.la. soluci6n. La ba.ja rigidez de 1&estructura pudo ser la. causa para este comportamiento.
Nuevamente, el punto de bifurcaci6n E no pudo ser deteetado por monitoreo del ca.mbio de signo del
determina.nte.

Los coeficientes calculados para 1&EBA en el punto A fueron a = 1.ge - 2, b :== -16256. y
c = 701.6Jt, con cinco digitos de precision.

Las ligura 8 muestr& Ill. evoluci6n de 1&norma del residuo en el pllnto limit.e D y en el punto

.P*(1.E 3).•..
B C- ....••
A

\ .--\," '.
\

. _.
J.

0 -

Figura 7: Columna inclinada a 150• Izquierda: descripci6n geometrica; derecha: curva carga vs.
desplazamiento vertical en el punto de aplicaci6n de 1&ca.rga.
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Figura. 8: Columna. inclinada. a. 15°. Izquierda. : evolucion del residuo en el punto limite Vi derecha. :
evolucion de la norma del residuo en el punto de bifurcacion E.

Figura. 9: Caso de bifurcacion a..'1imetrica. Izquierda : descripcion geometrica; derecha. :curva carga
vs. angulo de rotacion de la barra rigida..

de bifurcacion E. Podemos apreciar el comportamiento fuertemente distinto entre ambos casos. El
proceso de solucion en el punto E comenz6 como si este £Uera un punto limite, i.e. resolviendo 180
ecuacion (3). Luego de veriflca.rse la. condicion de ortogonaJidad (5),. el sistema de ecuaciones fue
cambiado a (4), y se recupero la. tasa de convergenci8o cuadratica.

EI mecani8IJlo flexible simple de la figura 9 presenta un punto de b~furcaci6n asimetrica. Hemos mo-
delado el miembro vertical usando un elemento de rigido. Las restricciones geometricas que describen
el cuefl>o rigido fueron introducidas mediante mult.iplica.dores de Lagrange.

La bifurcaeion asimetrica implica dificultades adicionales para. el metodo de continuacion. Que-
remos remarcar sobre la habilidad del algorimo para lograr tasa de convergencia cua.drli.tica 80lin en
este caso (ver tabla 2). .

En la figura 9 vemOll la tr8oyectori8ode equilibrio determinada mediante dos an&lisis sucesivos : en
el primero, trazamos el camino OBC, en tanto en el segundo recornmos el camino OBD. La l'Arga
de bifurcacion calculada es Pc = 0.5, 180 cual coincide con 180 solucion analiticaj tanto la targa de
bifurcacion como 108 vectores tangentes en el punto de bifurcaci6n fueron calculados con exactitud.
Los coeficientes de 180 EB.t\ son a = -0.75, b,~ -34.0 y c = 591!. (notese queahora., claramente,
a I- 0). EI esquema de Newton para.converger al punto de bifurcacion se inici6 en el punto A, para
el cual P =" 0.6 (ver figura 9).

Hemos presentado un a.lgoritmo para determinar exactamente puntos singulares en 180 trayectoria de
equilibrio en el modela.do de mecani8IJlos y estructuras no lineales. Bate algoritmo permite evaluar



lteraci6n Sist.de ec. Residv.o
1 SPL 2.2eO
2 SPL 3.ge-£
3 SPB 1.6eO
4 SPB 1.6e-3
5 SPB 1.le-11

las t80llgentes exact88 a 1as ramas que se intersecta.n en el punto singular, permitiendo realizar en
forma f8cil y efectiva el cambio desde la rama fundamental a la rama secundaria .

.EI sistema extendido de eeuaciones propuesto para Ca.lcularpuntos de bifurcaci6n mostr6 clara-
mente convergencia cuadratica. Hemos verincado que para determinar correctamente 105 coeficientes
de la ecuaci6n-de bifw:caci6n ..a1g.ebraica (EBA), y luego las ta.ngentes a las ramas en interseccion,
debemos asegurar encontrarnos muy cerea del punto exacto de bifurcacion. Esta condici6n no puede
alcanzarse cuando Be usa el sistema singular de ecuaciones (3), el cual ha sido usado por muchos
autores en la literatura.

Se realizaron varias hip6tesis simpIificativas, y necesitamos desarrollar un trabajo adicional para
completar el mismo. La primera hip6tesis que adoptamos consisti6 en suponer puntos de bifurcaci6n
aislados. Las estructuras reales muchas veces violan esta condici6n. Adem8.s, el test usado para
detectar el paso sobre un punto singular, no Be mostr6 efectivo y requiere ser mejorado.

Este trabajo recibl6 apoyo eeon6mie» de Conicetdentro del proyecto PID-BID 238 y de Alndaci6n Antorchas a traves
del proyecw A-13218/1-10.

[1) A. Cardona and A.E. Huespe. Continuation Methodl for 'Ihlcing the Equilibrium Path in F1ezible Mechanism
An/.lltPu. Technical Report, Gropo de Tecnologfa Mec&.nica- INTEC, 1996. Submitted to Eng. Comp.

[2) D.J. Allman. Calculation of the stable eq\lilibrium paths of disc:rete conservative systems with singular points.
J. Comp, and Struct., 32:1045-1054, 1989. .

[3) P. Wri,ggers and J. C. Simo. A gm;...w procedure for the direct computation of turning and bifurcation points.
Int. J. Hum. Jleth. Engng" 30:155-176, 1990.

[41 . A. EriIIIIson. Fold lines for sensitiVity ane1y_ in structural instability. Comput. Meth0d8 AppL Mecll. Engrg.,
114:77-101, 1994.

[51 G. Moore and A. Spence. The calculstion of turning points oC nonlinear equations. SIAM J. Humer. Anal.,
17:567-576, 1980.

[6) D.W. Decker and ILB. Keller. Path following near bifun:ation. Comm. Pure and Appl. Math., 34:14~175. 1981.
(7] J.P. Fink and W.C. Rheinboldt. A geometric Cramework for the numerical study of singular points. SIAM J.

Numer. Anal., 24:618-633, 1987.
[8) H.B. Keller. The bordering algorithm and path following near singular points of higher nullity. SIAM J. Bci.

Slot. Comput., 4:573-582, 1983..
(9) C.A. Felippa. Traversingcriticall'0ints with penalty spring;s. In Pande and Middleton, editors, 1tafUientjDynamic

Analr!," and COfUtitutitle La'108for Engineering Materi.aJa,pages C2/1-C2/8, Nijholf, Dordrecht, 1987.

lUll A. Cardon! and M. Geramn. A beAmfinite element nonlinear theory with finite totatilllll;. Int. J. Num. Meth.
Engng., 26:2403-2438, 1988.

(11] P.X. Bellini and A. Chulya. An improved automatic incremental algorithm for the efficient solution oC nonlinear
finite element equations. J. Com,. and Struct., 26:99-110,1987.


