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RESUMO

Neste artigo diferentes formulagGes para o mapeamento de retomo do vetor de tensBes em
analise elasto-plastica por elementos finitos sdo revisitadas ¢ excmplos de suas

implementacdes computac;onms sdo apresentados ¢ discutidos.
ABSTRACT

In this paper different formulations for the returning mapping of the stress vector in finite
elemente elastoplastic analysis are revisited and examples of their computational
implementation are presented and discussed.

1. INTRODUCAO

A atualizagdo do vetor de tensGes associado a um dado incremento de deformagdes a nivel do ponto de
Gauss ¢ uma etapa necessaria em cada iteragao de uma andlise elastoplastica de modelos de elementos
finitos. O incremento de deformagdes corresponde a-um incremento de deslocamentos obtido a nivel da
estrutura para um dado incremento de carga via método de Newton-Raphson ou quase-Newton.

Imimeras tem sido as técnicas apresentadas na literatura para se _proceder i atualizacfio de tensbes a
pivel comstitutivo. - ‘Com o reconhecimento deslepmblemncomompmble!mdeprogmmgm
matemdtica (PM), técnicas de PM passaram a ser utilizadas tanto para modelos de plasticidade associada

_como para nio associada: Algumas vezes (hiper-) poliedros circunscritos séio utilizados em substituigo &
(hiper-) superficie de escoamento do material da estrutura a ser analisada de' modo a se linearizar as
restrigdes do problema de PM, outras vezes o pmblcma ¢ formulado a pamr das condigdes de Kuhn-
Tucker do problema de PM original.

Neste artigo diversas formulagBes propostas até aqui sio reapresentadas e comparadas em termos de
eficiéncia computacional e outras propriedades. A superficie de escoamento de Mohr-Coulomb ¢é
utilizada e modelos de plasticidade associada e n3o associada, com ¢ sem endurecimento, s3o tratados.
Exemplos de estado plano de deformagGes sfio analisados ¢ ‘recomendaces e conclusdes sdo apresentadas

. a partir dos resultados obtidos., .
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2. FORMULAGOES DA ELASTO-PLASTICIDADE
2.1. Equacdes Bisicas da Elasto-Plasticidade
2.1.1- Superficie de escoamento

O critério de resisténcia de Mohr-Coulomb tem sido usado com freqiiéncia para representar a
tesisténcia de matcriais geologicos como solos ¢ rochas [1]. Para problemas de estado plano de

deformacdo este critério ¢ representado pela equagdo (1).
£(0,9) = (0,6, + (2% )1 + (0, +0y)sen¢ - 2ccos¢ + g = 0 M

onde ¢ ¢ o dngulo de atrito, ¢ a coesdio, q umpar&netrodcendummmtodomaterial € 0,0 €T,
as componentes do vetor de tens3o 0. No espago dos eixos o, + g, , 2:,, e o, - o, asuperficie de
escoamento que representa o critério de rcsnsténcla de Mohr-Coulomb é um cone de segio circular
conforme representado na figura 1.

R=(0,+0,) send -2c.cosp

SECAO A-A

Fig. 1 - Superficie de Escoamento de Mohr-Coulorisb.
2.1.2- Incremento de deformagiio plastica

No modelo elasto-plastico. o material se comporta elasticamente até que o estado de tensdio atinja a
superficie de escoamento. A partir deste ponto um estado de carregamento mantém o estado de tensdes
sobre a superficie que € expandida caso haja endurecimento. O incremento de deformagio plastica
associado ao movo cstado de tensbes € dado pcla equagio (2) caso se considere a hipitese de fluxo
associado {2} ’ .

de,=dAf, @

onde d€; € o vetor dos incrementos de deformagdo pla'stiéa, dA o incremento do parimetro plastico
{ndo negativo) que define a magnitude do vetor dg, e f, € o gradiente 4 superficie de escoamento que
define a diregio de dsp. Para a superficie de Mohr-Coulomb. » _ .
' J cos O + sen Ql
- f,=1-0s0 + sen¢ ) 3)

2sen@ -
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o, - o, e s O 2e,
o, - a)t + o)) © T g oy + e

onde cos & =

Quando se considera a hipétese de fluxo pidstico ndo associado, que ¢ mais apropriada para materiais
geolégicos, € necessério se definir a superficie que define o potencial plastico. Para o material Mohr-
Coulomb esta superficie ¢ em geral dada por

g@)= {6 -0) + Q21 )" + (o, + o) seny + b'q. @

Neste caso o incremento de deformagiio plastica ¢ definido por

de,~dh g, V - ©®
onde g, ¢ o gradiente a superficie que define o potencial plastico. ‘
cos 8 + sen \yl
go.= {-cos® + seny ©)

2sen©

E interessante observar que para o material Mohr-Coulomb no ?roblema de estado plano de
deformaciio € possivel sclecionar os vetores g, e f,, através da matriz A™.

£.= A'f, onde ‘ 0]
. 1+k -1+k 0 sen‘
CA'= Sl 14k 0 sendok=;;—:'. ®

0 0. 2
2.1.3- Complementaridade de f e dA
Como j;i foi dito, d)A ¢ sempre ndio negativo. Por outro lado o estado de tensdes deve obedece a |
‘ f(o,q) < 0. 9)

Além disso s6 ha incremento de deformagzo plastica quando 2 supcrﬁcnc de escoamento ¢ tocada pelo
VetOr que representa o estado de tensdes sendo assim.. - N

CdAfE=l (10)
A equaciio (11) representa a complementaridade entre as grandezas dA e f{o,q).
2.1 4- Endurecimento

O modelo de endurecimento adotado neste trabalho ¢ o de endurecimento isotrépico linear.
Ne caso do endurecimento ser associado a f,

dg=-har f, - | Q)
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onde h eumcoeﬁclem:deendmme:noe £, o gradiente de fcmtelm;io a q No endurecimento
ndo associado temos )

: dq = -hdA g, . (12)
sendo g, ogradientede g emrelagiod q. Observeque nonossocaso f, = leg, = b', logo
-
= by, ' (13)
2.2. Elasto-Plasticidade como um problema de Programagio Matematica

O problema da elasto-plasticidade pode ser representado alternativamente como soluglio do scguinte
problema de programagio matemética (PM) [3}.

min v(o,q) = 1(0. G)AD' (o, - c)+ @-q)bh" (g.-q) (14

sub f(c,q)s()
onde o, ¢ a tensdo obtida.por
o, = oy +Dde , o (15)

sendo ©, a tensdo correspondente a iteragio anterior, ¢ de © incremento de deformagiio total que €
fungio do incremento de deslocamento obtido a nivel da estrutura via método BFGS ¢ D a matriz de
clasticidade. A _é a inversa da matriz definida em (8). h ¢ o coeficiente de endurecimento definido em
(11) e (12). b é o inversp.do coeficiente dado em (13). q. = qy ¢ o parimetro de endurecimento q da
teragsio anterior.

As condigdes de onmo do problema de PM definido em (14) s@io conhecidas como condigbes de
Kuhn-Tucker. Para se obter as condigdes de K-T ¢ necessirio definir inicialmente a fungdo Lagrangeana
do problema o que se faz somando-se 3 fungio objetivo v (c, q) arestricio f (o, g ) multiplicada pelo
muluphmdor de Lagrange dA [4].

L(G q)= v(o, Q)+d7~f(0 Q) (16)
As condigdes de K-T siodadas entiio pelas scguimes equacdes:

L =° s

_an" (u‘ c) A1, =8 - an -

(isy"

L.w
de, = dA A'f, = dr g, (19
;”;l,qt--dx hb'f, = -di hg, (20)

Vale observar que as equax;ﬁcs (19) e (20) sdo vahdas tanto para a len de fluxo associado como para a
lei de fluxo ndo associado. Nopmncn'ocasobastatomar A= aomvcsde(8) eb=1
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As demais equagdes de K-T sdo
20 ; f(o,q)<0 e drf(o,q) =0 @

. As equagdes (19) € (20) correspondem, respectivamente, as equagdes (5) € (12). Isto mostra que
resolver o problema de PM (14) ¢ equivalente a resolver as equagdes basicas da clasto-plasticidade.

3. ALGORITMO DE SOLUCAO

Virios tem sido os algoritmos utilizados na solugSio do problema da elasto-plasticidade a nivet do
ponto de Gauss de um modelo de elementos finitos com elementos isoparamétricos. O problema pode ser
resolvido via o uso de algoritmos de PM que resolvem o problema de PM dado em (14), via solugio
direta das equagdes basicas ou via algoritmos que resolvem o problema equivalente ao problema (14)
obtido através das condigdes de K-T do problema original. Este iltimo enfoque ¢ particularmente iitil
quando se¢ faz a representaglo poliédrica da superficie de escoamento. Neste caso o problema (14) recai
num problema de programagio quadritica que pode ser transformado num Problema Linear
Complementar (PLC) equivalente ¢ resolvido pelo algoritmo de Lemke. Os 3 enfoques aqui abordados
serfio discutidos mais detalhadamente nos itens scguintes. ’ .

3.1. Solugiic Dircta do Problema de PM

Neste caso o problema (14)& resotvido diretamente via algoritmos de PM. Neste artigo o algoriimo de
programagiio quadritica recursiva de Han-Powell foi utilizado {5}.

3.2. Solugho Direta das Equades Bisicas

As equagdes basicas, nasua forma mais geral (fluxo nio associado), podem ser cscritas como:

D' (c,-0) = dh g, -
b (ge-q) = -k gg o
" f(s.q) %0 @
| fd}iij - @5
As3 Sltimas 'q““‘;“sl""’emwmmndasm R
| f(o,q)=0 o

caso se trabathe com pontos inciais ¢ fora da regifio vidvel, o que conduz automaticamente a dA 2 0
como demonstrado em [6], e satisfaz automaticamente a condigdo de complementaridade (26).

As equagdes (22), (23) e (27) sdo resolvidas ent3o via método de Newton-Raphson. Elas sio tratadas
como residuos que devemn ser anulados em cada passo via desenvolvimento em série de Taylor até termos
de primeira ordem [6]. ' ’
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O vetor de residuos ¢ definido como:

" [D'.-0)+arg, |
R=1i5f ={h'@ -9 = dg,| - o @8)
LE) : f ‘

O desenvolvimento em série de Taylor fornece

or ar art
kg + k + . ko 0
e Ad 7 Aq 2 @) A(dn)
af - aft @
k =
* + 3 Ad* + rry Agt =0
ou ainda.
D'+ dig, 0 z. jAu ) .k
o W' +dag, g.] YAq = -in G0
L f.‘o f.n 0 lA(dl) f

Definindo-se os vetores:

f, el Iy r _
fy= {f 5 Bx = {g,}; AX = {A:} ;or= {r:} @3N
q X

camanizWassociadaéSeqmbes r e as incégnitas X, vem
[w & . ,
[ g_xJ‘{ AX } o {r} , -
r, o ] la@n f

(- W) oy W el

que conduz a

S T (33
CoAX = Wt s a@ntEy).
Apds cadaxteraq,ﬁo os valoressio"ét._ualizado;como; S
Io“" = o+ Ad
qlul = qk“_'_ Aqk . (34)

{dx“' =dL + A ()

Este procedimento tem va vantagem de formar-explicitamente a matriz elasto-plastica éonsistznte que .
relaciona o incremento de tensio Ao com o inctemento de deformaglio total Ae. Ele pode ser resolvido




Consideragoes sobre algoritmos de atualizagdo de tensées ... ' : - 297

também via BFGS caso a matriz w! seja obtida aproximadamente.
3.3. Soluglo do Problema Lincar Complementar (PLC) Equivalente  *

Conforme dito antetiofmente quando se utiliza a representagio poliédrica da superficie do escoamento
o problema de PM dado por (14) recai num problema de programacfio quadritica, As equagdes
correspondentes as condigdes de K-T deste novo problema definem o que se chama de Problema Linear
Complementar (PLC) [7]. Estc problema pode ser resolvido, por exemplo' pelo algoritmo de Lemke [8}.
3.3.1- Representacio pohednca da superficie de escoamento de Moht-Coulomb

Quando se utilizam . l planos para circunscrever a superficie de escoamento de Mohr-Coulomb o »
poliedro circunscrito pode ser rcprcsentado por [9]

f,(c,9)= No-o,+p. 35
Alinha j de N' e os elementos j dos vetores G, ¢ P 530 dados respectivamente por

y n
n; e 2¢c cos¢ 9 36)
ﬂn’JH H PnI ﬂn E
. . . . " 2=,
onde m, ¢ o velor que contém a normal aos planos j definidos pelo ngule 6, = i dado por
[,cos 6, + send l
n, !-cos 9, + sen¢ 37
l 2sen §;

Nos modelos de fluxo ndo associados deve se fazer também a representagio poliédrica da superficie do
potencial plistico analogamente a (35) chega-se a-

g,(c,q)= Mo +b'p . (38)

onde 0 vetor linha m;j'vaﬂe

n:= F '-.: C (39
C o vetor . e T 2w
sendo me o vetor linha que contém a normal aos planes j definidos pelo.dngulo 6= WE j e dado por

jcose}- + sen¢1

g = 1c0s6 +send - (40)

2 sen Si
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QO vetor p éomesmqqm'a,pawceem(n)estideﬁnidoem(”). .Supondomoplm j=r
ativo na solugio, com A, 20 cosdemais A, =0 para j# 1, as demais equacdes podem ser escritas como

Fru Ye q ’
A= o= T = .hb! @n
k] Wl ™ "TRI H Hml

Como no endurecimento linear isotrdpico todos os planos devem ser ativados simultancamente se A, #
0, vem

- - i
q=p. -pl=p.lo] logo p, = g ﬁ-hb" (“42)

ou genericamente

hb!

p=-K.v onde kg = HI_— 43)
i m
A representagao poliédrica permite escrever finaimente o problema (14) na seguinte forma
1 -3 1 1 q.-1
min > (0.-0)AD (ce-o)+—2—(pe~p)b b (p.-p) 44)

sub f,(o,p)=No-c,+p<0 (45)

As condi¢des de K-T correspondentes ao problema (44) ¢ (45), denominando ¥ os multiplicadores de
Lagrange associados a f, sdo

-AD"(0,-0) + NY

=9 “6) -
bh'(p-py+ ¥ =0 @
Yw =0 ; w28 (48)

Sendo w um vetor de vari-évciS de folga que transforma a desigualdade f, (o, p) < 0 em igualdade
f,(o, p ) + w = @. Explicitando ¢ em (46), p em (49), substituindo-as em (47), oons:dmndo que
‘M= AN elcvandoemomta(ﬂ) pode-se chegar as equagdes seguintes -

w= -f(c,,p) + [NDM - K]y

, (49)
Y20, w20 ; y'w=49 .

As equagoes (49) representam um PLC que como foi dito pode ser resolvido via algoritmo de Lemke.
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4. EXEMPLOS

Como exempios de aplicacZo seri estudado um cilindro de parede espessa e comprimento infinito com
8 m de raio intemo ¢ 50 m de raio extemno., carregado com uma pressfio extema p variando de 5 a 20
Mpa. A figura 2 b apresenta a malha de elementos isoparamétricos de 8 nds utilizada na anilise de uma
fatia de espessura unitiria do cilindro. Tomou-se partide da dupla simetria da estrutura representando-se
apenas % da fatia. Os parémetros que definem as propricdades mecénicas do material também estio
indicados na figura 2 b. Na figura 2 a as solugdes analitica e numérica para as tensdes circunferenciais e
radiais correspondentes a uma pressdo externa p = 20 Mpa estio representadas. Na figura 2 c as solugdes
analftica e numérica para o deslocamento radial correspondentes a um angulo de dilatiincia w = 30 ¢
pressBes externas variando de p = 5 a 20 Mpa estio indicadas. Na figura 2 d as mesmas solugdes
correspondentes a p = 20 Mpa estao representadas para fngulos de dilatincia de w =0, w = 15 ¢ w = 30.
Os resultados numéricos 6btidos com as 3 formulacdes praticamente coincidem

tensdes MPa]
40.00
| “p=20MPa : D>kQ E- SO000MFs V=035 i
30.00 ) §c=3.MPa ‘*30":,
] iso 8
20.00
XD
10.00 - D ‘
q e
Wiy 4 )] %
| om ol 13l 16l 23ladl sol™

40, - p= 5.MPa

0 —r—e 20 I} 40. T
10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 5. 10. 15. 20. 25.
© @

Figura 2 - Exemplo - Cilindro de parede espessa submetido a pressdo externa
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5. CONCLUSOES

Trés formulacdes para a anilise de estrituras elasto-plisticas no estado plano de deformagdes via
modelo de elementos finitos s3o discutidas, implementadas num programa de computador ¢ alguns
exemplos séo apresentados. A superficie de escoamento de Mohr-Coulomb ¢ utilizada ¢ leis de fluxo
associado ¢ nio associado siio consideradas. : o

Pode-se concluir dos exemplos estudados que a solugdo via PLC com a representaclio poliédrica da
superficie de escoamento ¢ da superficie do potencial plastico ¢é muito eficiente ¢ recomenda-sc a sua
utilizaglo todas as vezes que for possivel utilizar a representaglio poliédrica. Ela dispensa a determinagio ..
da matriz A”, que pode ser de dificil determinac3o para alguns critérios de resisténcia e potenciais
plasticos complexos.

A formulacio via solugio direta das equacBes de residuos é muito genérica, podendo ser usada com
igual simplicidade em problemas de plasticidade associada e nfio associada ¢ ¢ também bastante eficiente
do ponto de vista.computacional. Além disso, deve ser usada nos casos em que a representagio poliédrica
das superficies f e g ¢ de dificil obtengio como em problemas tridimensionais.

Finalmente a solucdo direta do problema de PM ¢ uma alternativa a solugiio via equacdes de residuos
mas necessita da determinagio de A para sua implementac3o para o caso ndo associado, o que nem
sempre ¢ possivel. Sua utilizagio no case de fluxo plastico associado ¢ muito comoda mesmo para
problémas tridimensionais. Ela também nfio apresenta as dificuldades da solugdo por residuos quando se
utilizam mais de uma superficic de escoamento.
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