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Neste artigo difcrentes formu~Oes para 0 mapcamento de retorno do vetor de tensOes em
analise e1asto-plBstica par elementos finitos sio revisitadas e exemplos de suas
~ computaeionais sio apresentados e discutidos.

In this paper different formulations for the returning mapping of the stress vector in finite
clemente elastoplastic analysis are revisited and examples of their computational
implementation are presented and discussed.

A atual~ao do vetor de tensaes associado a um dado incremento de defo~Oes a nivel do ponto de
Gauss e uma etapa necessaria em cada i~ de uma analise elastopllistica de modelos de elementos
fwtos. 0 incremento de ddo~Oes corresponde a urn incremento de deslocamentos obtido a Divel da
estrunIra para urn dado inq'emento de carga via metodo de Newton-Rapbson ou quase-Newton.

InilmCrBStem sidoas t~icas apresentadas na literature para se.proceder Ii atualiza~· de tens5es a
niVelconstitutivo.. "Com .•0 n:coohecimento desteprobk:ma··~ mnprobkma.de prognlJD39io
matem8tica (PM), tecnicas de PM passaram a $eTutilizadas tanto para modelos de plasticid8de associada
como para nao ass<lCiada Algumas vezes (biper-) policdros cirCunscritOSS30utilizados em substitui~io Ii
(hiper-) su,perficie de escoamento do material da estrutura a ser analisada de modo a se linearizar as
restri~oes do problema de. PM, outras vezes 0 problema e formulado a partir das con~Oes de Kuhn-
Tucker do problema de PM original.

Neste artigo diversas formul~ propostas are aqui sio reapresentadas e comparadas em termos de
efJciencia computacional e outras propriedades. A superficie de escoarnento de Mohr-Coulomb e
utilizada e modelos de plasticidade associada e naa associada, com e sem endurecimento, sio tratados.
Exemplos de estado plano de deforma~ssao anaIisados erecomen~Oes e concJusi'iessao apresentadas

. a partir dos n:suItados o\rti#os..



292
2. FORMULAc;OOg DAELASTo-PlASTICIDADE

2.1. Eq~ B6si<:asda Eb!sto-Plasticidade

o critcrio de resistancia de Mobr-Coulomb tern sido ~ com freqomcia para representar a
resistancia de materiais geo16gicos como solos e rochas [1]. P31'8 problemas de estado plano de
deform~ este criterio e repraentado peIa eq~ (I).

f(a,q) = [(aa_ay)2+(2txy)2)1f2 + (a.+ay)sen+ • 2ccos+ +q = 0 (I)

oode + e 0 angulo de atrito, c a coesIo, q urn parimetro de endurecimento do material e aa, ay e tay
as componentes do vetor de tensio G. No ~ dos eixos. G. + Gy , 2t.ye aa - ay a superficie de
escoamento que representa 0 criteria de resist!ncia de Mohr-Coulomb e urn cone de ~lo circular
conforme representado na figura I.

R = ( Ga -tay ) ..sen+ -2.c.cos+

SECAOA-A

No modelo elasto-p1listico;0 material se comporta elasticamente ate que 0 estado de tensio atinja a
super:ficie de escoamento. A partir deste ponto wn estado de carregamento mantem 0 estado de tensOes
sabre a superficie que e expandida caso haja endurecimento. 0 incremento de def()~ pl8stica
associado ao DOVO. estado de tensOes e dado pela eq~ (2) caso 5e considere a hip6tese de fluxo
associado (2)_ .

oode d£p eo vetor dosincrementos de defo~pl8stica, dl 0 incremento do pan1metro plastico
(nao negativo) que define a magnitude do vetor dEp e f.••e 0 gradiente a superficie de escoamento que
defme a dire~ de dEy ~~ a superficie de Mohr-Coulomb.

( cose + 5en+l
• fa"" ~-cose + sen.~ (3). t 2sene' j



0'.-0', 2t
ODde cosO: '. 2 .' . e seaS = .,

{(a•• a,) + (2T.,)'} 112 {(G. _ G,)2 + (2't.,)2) IJ2

Quando se considera ahiP6tcse de tluxo plastico 1110 associado, que e mais apropriada para materiais
geol6gicos, e necesslirio se defmir a superficie q\le define 0 potencial pl8stico. Para 0 material Mohr-
Coulomb esta superficie e .~ gera1dada par

lcose + se.nll'l
lcr= -cosO + senll'~

2 sene J

E interessante observlJr. que para 0 material Mohr-Coulomb no problema de estado plano de
do~ e passivel seledop/ll os vetores g,.. e ',cr atraves da matriz A- .

-I + k
1 + k

o
senoo k = sen II'

sen,

Akm disso s6 ba incremento de deform~ ptastica quando a superficie de escoamento e tocada pelo
.~ tp.IC represen.ta I,) ~ 4e tensOes sendo.assi,m.

o modelo de endurecimento adotado neste trabalho e 0 de endurecimento isotr6pico linear.
Ne case do endurecimento ser associado af.



onde h i wn coeficienre de encIuruimento e ~q 0 gradimte de f em re~a q. No enc1urmmeDto
llIo associado temos .

2.2. Elasto-Plasticidade como wn problema de Pro~ Matenultica

o problema da elasto-plasticidade pode"scr representado altemativamente como sol~ do seguinte
problema de pro~ ~ca (PM) [3].

?tQClo 00 a tensio conespondenle a ~ anterior, e dt: () incremento de defo~ total quee
~o do incremento de deslocamento obtido a Divel da estrutura via metodo BFGS e D a matriz de
clasticidade. Ae a inversa da matriz definida em (8). h eo coeficiente de endurecimento defiDido em
(I i) e (12). b eo inver5().do coeficiente dado em (13). II. = qo eo par8metro de endurecimento q da
~o anterior.

As eond~Oes de arimo do problema de PM definido em (14)580 conhecidas como condi~ de
KuIm-Tucker. Para se obler as coDdi~oes de K-T e necessario defmir inicialmente a fun~ Lagrangeana
do prOblema 0 que se faz sottiando-se a fun~o objetivo v «(J , q) a restri~ f «(J , q ) multiplicada pelo
multiplicador de Lagrange ciA[it].

(17)

(18)

(kp = dA. A'I~" = dA. g,a

.,,~.~ - dA. h b·1 f.q = - dA. h g.q

(19)

(20)

Valeobservar que as eq~Oes (19) e (20)sao vaJidas tanto para a lei de fluxo associado como para a
lcide fluxonio associado. Np primeiro caso blIsta"tomar A"J = I ao iD.vesde (8)e b = l.



As equa~Oes (19) e (20) correspondem, respectivarnente, as eq~ (5) e (12). lsto mostra que
resolver o problema de PM (14) e equivalente a resolver as eq~Oes basicas da elasto-plasticidade.

Varios tern sido os algoritmos utilizados na soh~ do problema da elasto-plasticidade a Divel do
ponto de Gauss de um modelo de elementos finitos com elementos isoparametricos. 0 problema pode ser
resolvido via 0 uso de algoritmos de PM que resolvem 0 problema de PM dado em (14), via sol~
direta das eq~ basicas ou via algoritmos que resolvem 0 problema ~uivalente ao problema (14)
obtido atrav6 das coDlli~s de K·T do problema original. Este Ultimo enfoque e particularmente uti!
quando"SCfaz a representa~o poliedrica da superficie de escoamento. Neste caso 0 problema (14) recai
num problema de programa~ qu.adr.itiea que pode ser transformado num Problema Linear
ComplementaI- (PLC) equivalente e resolvido pelo algoritmo de Lemke. Os 3 enfoques aqui abordados
serio discutidos mais detaIhadamente nos itcns seguintcs.

Nestecaso 0 problema (14}~-i'esotvido diietamente via algoritmos de PM~ Ncsteartigo 0 algontmo de
program~io quadnitica recursi~de Han-Powell foi utiliudo [5].

As eq~s blisicas,na..sua.forma mais geraI (f1uxonio associado), podem ser escritas como:

D:1
( a. - a) = d)" g,o

7b:~.( q.- q) = -dA. g.q

caso se traba1he com pontos inciais (J fora da regiao viavel, 0 que conduz automaticamente a dA. ?: 0
como demonstrado em [6], esatisfaz automaticamentc a condi~o de complementaridade (26).

As eq~iIes (22), (23) e(27) sio resolvidas ent30 via metodo de Newton-Raphson. Elas sAG tratadas
como miduos que devem 5eJ:anuJadosem cada JlIISSO via desenvolvimeDtoemstrie de Taylor ate tennos
de primeira ordem {6],

(23)

(24)

(25)



rD'l + d).1...,
I
I 0'

l
o

h-' + d)' g.••~.
r "" {r...}.; g =' {.It.••}; ~ X = {~C1} ; r = {r,}
.x f. .x g,. ~ q r2

f d'+1 = d' + ~d'
~ qk~l •• qk+ ~qk

ld).k+1 = d)' + ~ (d).)k

Em procedimento tern a vantagem de formarexplicitamente a matriz elasto-plastica consistente que
telaciOIl1 a incremento de teIlsio Au eom 0 inetemento de deform~o total &:.. Ele pode ser resolvido



taJBb6m via BFGS casoaJDatriz Wi seja obtida aproximadamcntc.

3.3. Sol~ do Problema Linear eo*nplementar (pLC) Equivaleme

Confonne dito anteriolmente quando se utiliza a ~ polic!dricada superficie do escoamento
o problema de PM dado,por (14) n:cai DUm problema de pro~ quadratica. As eq~s
correspondentes as condi~ de K-T deste novo problema definem 0 que se chama de Problema Linear
Complementar (PLC) [7]. Este problema pode set"resoIvido, por exempki, pelo algoritmo de Lemke [8].

Quando se utilizam. l pianos para circunscrever a superficie de escoamento de Mohr-Coulomb 0

poliedro cireunscrito pode ser representado por [9]

i n~1 "2 c cos, "q
n j = [Ii; cr,; = Un I ;Pj = LI

11DpJD D p. BDp;

27t
oode D,; e 0 velor que contem a normal aos pIanos j definidospclo angulo Elj= .~ j e dado por

;' ,I,

fcosEl. + sen'l
np :: ~-cos~j + sen'.

J l 2 senGj J
Nos modelos defluxo nilo"associados deve se fazer tambem a represen~llo poliedrica da superficie do

potencial phistico analogamente a (35) chega-se a

,
~:=~::I..

."'.

. - "2n
sendo"~J 0 vetor linha que contem a nonnal aos pIanos j definidos peloingulo OJ = -t- j e dado por

f 1I cosElj + sen' I
'" ~-cos Elj + sen + ~ .
l 2 sen Elj J



o velor p e 0 rnesmqque· aplIm:e em (38) e esti definido em (39), Supondo apeDIS 0 .pllno j" r
alivo na sol~. com A.,,,, P eos demais i.; = 0 para j _r, lIS demai.s eq~ podemser escritas como

1 ~,I Y, I q. 1 Y. hb"
"r" 1c,,1 •. 1_.1 ogo p. = 1-,1- - 1-.1 ' 1Im.1.

Como no endurecimento linear isotr6pico todos os pianos devem ser ativados simultaneamente se A., ~
O. vem

1 1 Y, h b"ago P." -1-.1 Im.l·

. 1 -lit I
mm 2" (0'.- 0') A D (0'. - 0') + 2(P.- p) b' h (P. - P)

As condi~Oesde K-T correspondentes ao problema (44) e (45), denominando y os multiplicadores de
Lagrange associados II ft s80

Sendo w um velor de variaveis de folga que transforma a desigualdade ft ( 0' • p) S; 0 em igualdade
ft ( 0' ,p) + w •• O. Explicitando 0' em(46), P em (49), substituindo-as em (47), oonsKlenmdo que
M = A-I N e 1evando em oonta (43), pode-se Chegar as eq~ seguintes _ .

w =-f{ 0'. , P.) + [Nt D M - KlY
y ~O; w~O; y'w=O



Como exemplos de apli~ sera cstudado um cilindro de parede cspcssa e comprimeDto iDfiDitocom
8 m de mo interno e 50 m de raio extemo., t;IlI'J'egado com uma pressAo extema P variando de 5 a 20
Mpa A figure 2 b apresenta a maIha de elementos isoparametricos de 8 nOs utilizada na. lIDlilisede uma
fatia de espessura unitaria.t¥! cilindro. Tomou-se partido cia duple simetria da estrutura representando-se
apeDaS Y.o da Catia. Os parimetros que definem as propriedades mednicas do material tambCm estio
indicados naflgura 2 b. Na figura 2 a as sol~ anaIitica e DumCricapara as terJsies circwtferenciais e
tadiais corrcspondentes a .qma PfCSslIo merna p •• 20 Mpa eslio representadas. Na figura 2 c as soh.~oes
aoalftica e nwnerica para 0 deslocamento radial correspondentes a urn iDguIo de dilatiDcia \II •• 30 e
press5es externas variando de p = 5 a 20 Mpa estio indicadas. Na figura 2 d as mesmas sol~
conespondentes a p = 20 Mpa estJo n:presentadas para ingu10s de diJatjncia de \II= O. \II •• IS f: \II = 30.
Os resultados nummcos 6btidos com as 3 fonn~ praticamente coincidem
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Figura 2 • Exemplo - Cilindro de parede espessa submetido a pressao extema
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5.CONCLUSOES

Tm formu~lles para a anatise de estrUturas elasto-plUtkas no estado plano de def~ via
modelo de elementos fmitosdo discutida, implementadas nwn programa de computador e. alguns
exemplos sic aprescntados. A superficie de escoamenlO de Mohr-Coulomb e utilizada e leis de ftuxQ
associado e nio associado do coosicIeradas.

Pode-se conduir dos exempJos estudados que asol~ via PLC com a representa9Io pol~ da
superficie de escoamento e da supcrficie do potencial plistico e muito eficiente e n:c:omenda-se a sua
utili~ todas as vezes que for passivel utiUzarlIrepreseJ1~ poIiedrica. Eta dispensa a delenni~ .
da mattiz A,1. que pode ser de dificil detennimII;io pari algtmS criterios de resistlncia e potenciais
phisticos complexos.

A formul~ via sol~ direta das ~ de residuos e muito generica, podendo ser usada com
igual simplicidade em problemas de pll5tic:idadeaSlOCiadae nAo1lSSOCiadae e tambCm bastante eficiente
do ponto de vista computacWnal. Aim disso, cleveser usada nos casos em que a represen~ poliedrica
das superficies f e g e de dificil obten~o como em problemas tridimensionais.

Finalmente a solu~ direta do problema de PM e uma altemativa a sol~ via ~ de residuos
mas necessita da detenn~ de A·1 para sua implemen~ para 0 caso nao associado, 0 que nem
sempre e possivel. Sua util~ no caso defluxo pilistico associado e muito cfunoda IIIeSl1IO para
problemas tridimensionais. Eta tambem nio &presentaas diticuldades da so~o por residuos quando lie

utilizam mais de umasuperficie de escoamento.
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