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Se presenta un metodo computaciollal, basado en interpolantes M.C.M. para la simulacicin de fractura lineal
el8stica. EI metodo tiene la ventaja de requerir 8610 una lIlJbede puntos (nodos) y una adecuada definicicin del
contomo. Se anIiza el desempefto de una tearica propuesta por otros autores para tratar superficies libres
intemas, encontnindose que sobreestima 105 desplazamientos. Sepropone una modificacicin a las funcione~ de
peso que permite caIcuIar los parametros de fractura COIlbuena presici6n.

A computatiDalmethod based on moving least squares interpolants is presented, fur simulation of linear elastic
cxack problems. It only requires a cloud of points (nodes) and a descriptiml of the boundary. The perfonnarice of
a technique developed by other author for dealing with internal free surfaces is analised. It is shown that it
overestimtes displacements. A modification of fue weigh function is proposed, wich allows fue calculation of
fracture parameters with good presicion.

En estos Ultimos ados el obtener una a1ta
confiabilidad y una larga vida Uti! ban puesto a prueha
la capacidad ingenieril en todas SUB ramas. Este
aumento en los requerimientos ha impuIsado el usa de
tecnicas computacionales que permitan evaluar la
respuesta mecamca de un dado componente. Dentro de
este campo el modelado del crecimiento de fracturas
permanece como una de !as asignaturas pendientes para
la mecllnica computaeional cuando se 10 ve desde un
contexto general. AI dia de boy, no hay disponibles
metodos que puedan modelar el crecimiento arbitrario
de una fractura en una amplia variedad de situaciones,
!as cuales son requeridas en anAlisis ingenieril: citemos,
en materiales no Iineaies, materiales anisotrOpicos,
laminas, y problemas con fuer:tas de volumen y
tCrmicas.
En la decada pasada, dos tendencias ban sido adoptadas
para resolver prcblemas de fractura:

. El metodo de los Elementos Finitos (M.E.F.)

. El metodo de los Elementos de Contomo (M.E.C.)
Cada uno de estos metodos tiene su.ortanciales
desventajas que Iimitan 50 aplicaci6n en los diversos
campos de la ingenieria.
La mayor desventaja del esquema de elementos finitos
esta en que la generacioo de redes adecuadas involucra
un considerable esfuerzo de ingenieria y puede resultar
en 50bstanciales errores. Esto es especialmente notorio
cuando se quiere modelar crecimiento de fisuras en 3D
y es necesario usar remallado. Por esta raWn la mayoria

de los metodos desarrollados para ello involucran un
anAlisis interactivo donde los ingenieros guian el
remalladodespuel' de cada paso.
El metodo de los elementos de contomo evita gran parte
del trabajo de generaci6n de cedes asociado con
(M.E.C.), ya que 5610 es necesario maIlar la superficie
de la fisura. Sin embargo debido a que el M.E.C.
requiere de una funcioo de Green como soluci6n
fundamental de 1as ecuaciones diferenciales, 50 campo
de aplicaci6n a problemas ingenieriles esta bastante
limitado. La gran mayoria de las soluciones
fundamentales necesarias para ME.C. ban sido
desarroIladas para materiales elasticos en dos y tees
dimensiones. Alin bajo estas condiciones, la presencia
de fracturas provocan substanciales dificultades y
tecnicas, tales como subdivisi6n de dominios y metodos
hipersingulares tienen que ser aplicados para
resolverlas. A pesar de los progresos realizados sobre
las funciones de Green para problemas bidimensionales
en materiales anisOtropos, la situaci6u continUa siendo
compleja y la extensi6n a problemas como p!acas con
nolinealidades geometricas resulta extremadamente
dificil. AdelIllis de todas estas dificultades, el sistema de
ecuaciones resultante de la aplicaci6n del metodo de 10s
elementos de contorno genera matrices Ilenas y estas
tienden a estar mal condicionadas para problemas
grandes.

En trabajos recientes, Belytschko, Lu, Gu [I] Y
Lu, Belytschko y Gu [2], se present6 un nuevo metodo
para la soluci6n de problemas elasticos en geometrias
arbitrarias, el metoda de Galerkin sin elementos 0



metodo difWlOde Galerlcin. DeIlde el ponto de vista del
modeIado, la caracteristica esencial de este mCtodo es
que sOlo requiere una descripci6n de la geometria y un
conjunto de nodos interiores para construir !as
ecuaciones difereneiales. Consecuentemente es simple
modelar problemas tales como fracturas, ya que al igual
que en oJ.M.E.C. s6lo requiere una representaei6n de 108
bordes de la fractura. Ademas de esto, la arbitrariedad
con la que los nodos interiores pueden ser colocados en
el dominio permite colocar arreg10s densos de puntos
alrededor del vertice. de la fisura. En los trabajos
mencionados se calculan factores de intensidad de
tensiones empleando este metodo y se logl'an excelentes
resultados.
La idea esencial del metodo de difuso es el uso de
Jnterpolantes Minimos Cuadrados M6viles(LM.C.M.).
Dichos inteIpolantes fueron primeramente descriptos en
una forma limitada por Shepard [3J, y una mas completa
forma pueden encontrarse en Lancaster y Salkauskas
[4]. Estos interpolantlls fw:ron descubiertos
indepcndienlmneme por Nayroles, Zoomt y Villon [5]
quillnlls fueron 105 prim!'rOS en aplicarlos a una
fOnnulaci6n de Galerkin. Estos Ultimos autores
bautizaron sus desarrollos como elementos difusos y los
aplicaron a la resoluci6n de problemas de transfereneia
de calor.
Siguiendo lineamientos similares BelytsclJko, Lu y Gu
[4,5J apliearon interpolantes miDimos cuadrados
m6viles a problemas de elasticidad bidimensional. Su
formulaci6n tiene difereneias importantes respecto de la
de Nayroles et.al. [5J, emplea un arreglo regular de
celdas que se extiende mas aIIa de los limites del
cuerpo, utiliza altos Ordenes de cuadratura de Gauss
para obtener !as ecuaciones discretas y al usa
multiplicadores de Lagrange para forzar las condiciones
de contorno de Direchelt. Con esta implementacion Be
logran muy buenas velocidades de cOllvergencias, no
existe bloqueo por incompresibiJidad 0 tensiones de
corte, no es necesario real.i7.ar posprocesado de las
deformaciones 0 tensiones ya que estas son suaves por
la misma formulaci6n y pueden obtenerse valores
precisos para los concertadores de tension en fisuras
modeladas empleando la sime1rla de !as mismas.

Si bien el empleo de multiplicadores de
Lagrange para imponer las condiciones de contorno
provee de gran precision, el sistema de ecuaciones
lineales resuIta demasiado grande. Debido a esto,
posteriormente, un trabajo de estos mismos autores
conduce a una furmulaci6n variacional modificada en la
cual se reemplazan los multiplicadores de Lagrange por
su equivalente fisico, la tensiOn. Este principio conduce
a un sistema de ecuaciones banda y es usado pot
nosotros para nnestros trabajos.

resolver ciertos problemas gcnerados al modeJar
fracturas sin emplear condiciones de simetria.
AI intentar reproclucir 108 trabajos de Belyschko et.al.
encontramos que el valor de 105 factores de inteusidad
de tensiones no era el com:cto si querfamos modelar la
fisura sin emplear condiciones de simetria. Esto nos
Devo a plantear el problema de· singularidad que se
produce cuando las funciones de 1brma son cortadas al
llegar el vertice de la fisura.

Este trabajo se organiza como sigue: La secciOn
2. realiza una breve introduccion a la formulaci6n
variacional empleada, la secci6n 3. presenta los
interpolantes miDimos cuadrados m6viles, La seccion 4.
describe la implementacioo num6rica empleada, La
secci6n 5. presenta los resultados numencos obtenidos y
finalmente la secci6n 6. presenta !as conclusiones.

En el metodo de elementos finitos, 105 coeficientes \l, de
la aproximaci6n J

coinciden con valores nodales de la incOgnita. Por elIo
las condiciones de contomo de Dirichlet no requieren
ser impuestas por el principio variacional utilizado.
Basta con eliminar los valores conocidos (datos de
Dirichlet) del sistema final de ecuaciones lineales, 10
que puede lograrse con diversos artificios. Sin embargo,
si se 1Jtilmut aproximaciones mas generales, 10s
coeficientes no representan valores del campo inc6gnita
en posiciODeS fijas del espacio. En este caso las
condiciones esenciales deberin ser impuestas por el
principio variacional. Un modo de lograrlo es agregar
esas condiciones mediante tm multiplicador de
Lagrange. Sin embargo eso tiene el inconveniente de
agregar inc6gnitasadicionales, y conduce a·sistemas de
ecuaciones no simetricos.
Es posible derivar una formulaci6n deW general, que
impone expHcitamente las condiciones de Dirichlet
reemp1a2.andola~ por su equibalente fisico, !as
tracciones. Una explicaci6n mas extensa puede
encontrarse en [5J:

Antes de pasar a una formulaci6n discreta, es
interesante observar que la (1) puede escribirse una
identidad integral que expresa la ecuaci6n de elasticidad
con las condiciones de contomo apropiadas, en forma
de residuos ponderados, y que podria tomarse como
punto de partida para obtener (1):

En el presente trabajo se discute tm nuevo -In t!iva.fJJl.dv+Ir, ({-i).fJJl.tis-Ir• {]!·_!).llt.&=O (2)
enfoque para las funciones de peso conducente a



SimuJaci6n defisurus con ~ aproximacion difusa.

Para obtener un sistema discreto de ecuaciones
algebraicas, es conveniente primero reescribir la (l)
utilizando la notaci6n habitual en mecAn.ica
computacional.
Sea:

! 1 v 0 ]donde D~...L= v 1 0
1-.' lo 0 (l-v)/2

donde N= [no' 0 ny]
ny n.x.

Siendo it = (n.,ny) el versor normal exterior.

Con esta notaci6n la (I) se escn"be;

In llg' .D.g.dv -In l·ou.ds - Jr. §'.D'.N' .000.dI

-Jr. llg'.D'N'.(u-u).ds (3)

Proponiendouna aproximaci6n de la forma

~,.-- (uu: )!!= ECPt.!!, ,.

[

a.,

B, = L.cp, = :
a"a;

Tralami.mto De Las Condiciones ·De ConJorno
Esencioles .

La ccuacWn (4) sOlo es estrictamente correeta si se
imponen ambas componentes del desplazamiento en la
frontera de Dirichlet. 10 mas frecuente es, sin embargo,
que 8610 una componente (normal 0 taIigentc) este
impuesta en un punto dado. Para elio definiendo los
verosres nomal y tangente como:

EI vector desplazamiemo se puede descomponercomo:

!!= <M.it).n+<M.b).b

Entonces, el desplazamiento impuesto puede
representarse como:

S= { Sn si iiesnormal
Sb si 11 es tangente

Evidentemente, si y tiene tanto componente normal
como taIigente,se tiene:

N { N l j Con esta definicion, !as con1ribuciones de las dos
1:, 6u: 1:).. 1 B:.D,Bj.dv- I. cp,.N.D.Bj.dr- I. B:.D'.N'.cpj '!!.' gral sabre I . K d d ..b. t. t. Inte es a a matriz, para un par e no os 1, ]

J -. j'" -.ds } dados puede escribirse;
- 4l'j.l..ds;+ Bj.D.N.u = ( (4)
r. •

K~·= -Jr. l/lj.S'.N.D.Bj.ds - Jr. B:.D'.N'.S.4l'j'ds (7)
que es el sistema de ecuaciones algebraicas buscado. Es
evidente, por simple inspecci6n, que la matriz del
sistema es sime1rica cualquiera sea la base elegida.
Asimismoesta matriz sera banda si 10s'/II tienen soporte
localy estan jniciosamente ordenados.

Y la con1ribuci6n correspondiente al vector de carga
sera:



Para ohtener buenas aproximaciones, a un costa
computacional razonable es preciso cons1lll.irbases que
satisfagan algUncriterio de optimaIidad es decir, 6ptimo
;guste para un nUmero dado de pontos. Un metodo
especialmente promisorio Y que satisface ese criterio es
eillamado "mfnimoscuadrados m6viles" (Moving least
squares), 0 tambien mfnimos cuadrados ponderados. EI
metoda es descripto conamplitud en [3] y con tollli
profundidad en [4], aqui solo se brinda una somera
descripci6n.
En el ajuste por minimos cuadrados ordinario se buscan
los coeficientes de una aproximaci6n polinOmica.
Con el objeto de obtener aproximaciones loeaIes, mas
versatiles, es conveniente mioimi'Dl!" una norma
ponderada, del tipo:

J(z) = f W,(x,y)' [u(Xt,Yt)- /1]2
I

De este modo, el valor de u en el punto (~ , y; ) sera mas
fuertemente influido por los datos cercanos aI punto, si
los pesos se eligen adecuadamente como funciones
decrecientes con la distancia. Derivando (9) respecto de
los coeficientes a se obtienen las "ecuaciones normales"

Cuando la matriz A. no es bien condicionada, la ecuaci6n
(10) no puede resolverse con la precisiOn deseada. Es
por 10 tanto adecuado buscar un base ortogonal que
permilll que la malriz A sea diagonal. Con estas
consideraciones se obtiene ahora una nueva base iguaI a
la descripta en [4,5], que cumple este requisito:

En (IS) Y (16) ! ~ eI punto en donde es
evaluado el polinomio. La matriz A. es ahara diagonal y
la (10) lleva a:

~ "'t"fiNjf&;.f>w;
OJ® = I b j = 1,2, ...,ln (17)

1

bj =f Wj ® .qJgj'g}
J

La aproximaci6nresullll entonces:

uh(x) =f 4PiW . Ui
i

Con 10 cual las funciones de forma quedan definidas
por:

Siguiendo las recomendaciones de Lancaster y
Salkauskas [4], nosotros adoptamos para los pesos
W,(x -XI) en (19), funciones exponenciales cuadnitieas
decrecientes con soporte local de modo que se anulan
mas ana de cierto radio critico.

-{dJ'C) -{1lJC)'1iw·- e --ft Si d,:S; d.. ,
r - ( l-e -{_",;qlk)

Donde C es una constante que controla el peso relativo
y d,.. es el dominio de soporte para la funci6n de peso
WiW. Este dominio donde la funci6n de peso no es
nuIa suele I1amarsedominio de influencia del nodo xr
Fue demostrado por Lancaster y Salkauskas [3] que la
funci6n definida por (22) tiene derivadas de cualquier
orden respecto de x e y si k es un entcro positivo. De
em forma 1afunci6n de peso, que es esencialmente una
distribuciOn de Gauss truncada a dIN , se comporta
bastante mejor que \as fimciones de peso conieas
descriptas anteriormente. Por contrapattida los
resut1adosde 1aaproximaci6n son mas sensibles aI valor
ded••.
Se pude notar que 1adefiniciOnde C es IIIlis 0 menos
arbitraria . Nosotros empleamos ,



Simulacion deftsuras con una aproximacion difusa.

En base a los trabajos de Belyschko et.al. nosotros
empleamos 1:Sa :S2 para redes regulates, con a
cercano 1 para problemas con singularidades y altos
gradientes. Este esquema no es muy satisfactorio para
redes irregulares. donde la atenuaei6n debe elegirse de
modo que el disco de radio C, en cada nodo, englobe
nodos en todas direcciones. Sin embargo el esquema
anterior, donde las funciones de peso tienen simetria
circular, puede generalizarse a funciones no simCtricas
que sean mas largas en ]a direcci6n con mayor
espaciamientonodal.

En una primer etapa el programe fue implementado
siguiendo los lineamiestos generales expuestos por
Belyscbko et.al.[4,5] e incluyendo !as siguientes
caracteristicas particulares:

J Los contornos del cuerpo fueron definidos por
medio de Elementos de Colllorno. Se emplearon
elementos cuadnlticos de tres nodos, 10 que fucilita
la aproximacion de bordes ClD"VOS.

J Para evaluar la contribucion de los elementos de
contorno se empleo cwulratura de Gauss de ocho
puntos. N6tese que a diferencia del metoda de
elementos de contomo (M.E.C.), no hay aqui
singularidades. De modo que el usa de integraci6n
de tan alto orden solo obedece al proposito de
disminuir el niunero de elementos necesanos.

J Para establecer las condiciones de contorno se
mapea cada elemento de contorDOen un elemento
Master paraJelo al eje y. Se aplican sobni el mismo
los desplazamientosy las tensiones, tanto normales
como tangenciales.. Finalmente se mapea el
resuitado a la posicion final mediante rotaciones y
traslaciones.

J Para el c31culo de las integrales de volumen se
divide al dominio en elementos de integraci6n de
cuadratura variable scgful el niunero de nodos
contenidos en ella.

J AI evaluar la funcion de forma, Wi en cada punto,
sc tiene en cuenta si el segmento (x - x j) atraviesa ]a
frontera del recinto de c31culo. En ese caso la
contribucion correspondiente, se elimina.

J Los factores que definen]a funcion de peso (C y d""
) fueron definidos loca1mentecomo una ftacci6n de
la maxima distancia entre los nodos vecinos.

5.1. Simulacion de jractura,

La figura 1. muesll'a esquemiticamente un especimen
SEN para ensayos fractomecRnicos.Un especimen de
este tipo con aIw =0.5 fue modelado empleando
condiciones de simetrfa. La red resuitante (figura1.a)
const6 de un axreglo regular de 180 nodos con una
densificaci6n de 25 nodos cerca del vertice de la fisura.
Para ]a integracion se emplearon 16 elementos de
integracion con cwulraturade 9 x 9 puntos de Gauss.
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Figura 1.

EI factor de intensidad de tensiones, K[ , puede
calcularse a partir de los desplazamientosIlOdalesen los
labios de fisura usando la formula descripta por Tada
etal[6]:

k1=v .G. r2.1<'. _1_oJ' HI-v)

Aquf, v es el desplazamiento normal a la fracturade un
labia de fisura respecto de la linea media, y la distancia
r se mide a partir del vertice de fisura. En la figura 2. se
muestra la variaciOn de K[ calculado con el presente
modelo en funcion de r, asi como la soluciOnanalitica
seg6.n Tada etal. [6].
Se observa que ]a soluciOnnumerica predice el valor
corretto con un error relativo del 7.35 %. El valor
numerico varia suavemente con la distancia excepto en
pmtos muy cercanos al vertice. Esto es esperable dado
que la solucion numerlca no contiene Lasingularidad
caracteristica de problemas de fractura lineal elastica.
Sin embargo, para ]a simulaci6n de propagacion de
fisuras con modos de carga complejos, no puede



utilizarse en general simetrias como Ia lIIItcnor, 5.1. Funcifm de Peso para FrO£tura
requiri~ose modelar todo el especimen de fractura.
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Los trabajos de Lu y Belytscbko et. al. [4,5] sugieren
que para tal caso basta con truncar el radio de influencia
de los nodos, de modo que estos no "vean" a traves de la
superficie de fractura, como se esquematiza en la figura
4. Sin embargo, al modelar fa probeta completa, con
igual densidad de nodos quc en ejemplo anterior, la
predicci6n nwnenca de K[ resulta sustancialmente
superior al valor exaeto, con error relativo mayor del
15%.
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El ejemplo anterior indica que e1 simple truncamiento
de !as funciones de peso no es adecuado. En efceto, a 10
largo de las Iineas de corte, como fa AB de la figura 4. ,
!as fuocioIII:sde forma son discontinuas. Por ende sus
derivadas prim.eras (matrices B,) se toman singulares,
originando una cODlribuci6n debida a saltos a la matriz
de rigidez, formula (7) . Esto requeriria i.Dcorporar la
contribuci6n de saltos a fa matriz de rigidez tras la
evaluaei6n de las integrales de volumen.
A1temativamente, si las funciones de peso decrecen
suavemente a cera en las inmediacianes de fa linea de
corte, la contribuci6n debida a saltos se elimina. Para
eUo basta con rcdefinir cada funci6n de peso como:

donde

{

(1-<:05«) • (1-1:) + I:
f= ;/(a,I:)= (I-cos«.) I ~a<ao (27)

S1a~ao

!l-(L)
I: = 0"

5i r <ro
si r ~ ro

doode r va del nodo al punto (x,y) Y ro va del nodo al
venice de fisura.
La funci6n ddel panimetro g es permitir que la funci6n
(f{x,y» de caida linealmente desde 1, en el nodo, basta

cero en el vtrtice de fractura. La funcj6n de peso asi
redefinida tiene derivadas continuas, y lIU evaluaci6n
5610 requiere peque.llas modificaciones de !as rutinas
correspondientes. .



Con este esquema sesimul6 nuevamente la probeta
completa, usando dislintos lwgulos. Los resultados se
muestran en la figura 6.
AUnpara un pequefio lwgulo (a = 511)se produce una
sensible mejoria en 10sresultados. El valor 6ptimo, con
la discretizaci6n y cuadratura utilizadas, resulta ser de
1011• El bajo valor de K[ predicto con lingulos
elevados( a= 152) podria deberse a que el tamafio
aparente de fisura resulta inferior al real, aunque esto
requiem mayor anAlisis.
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Rem.

EI uso de un metodo sin malla basado en
interpolantes minimos cuadr~os m6viles fadlita
considerablemente la confecci6n de modelos
computaeionales. Los resultados indican que es posible
simular problemas de fractura empleando muchos
menos nodos que con· elementos finitos, aunqlle el
tiempo de caIculo resulta de todos mOdossuperior.

El metodo es altamente sensible a los parametros
que definen el peso de las funciones de forma en cada
nodo (C, dml ) si estos son elegidos incorrectamente los
resultados son desastrosos.
Se observa que si el nUmerode nodos es insuficiente, el
objeto en cuesti6n se ablanda , dando como resultado
desplazamientos excesivos. Para la simulaci6n de
fractura. el uso de MCM es similar al de elmetodo dual
de elementos de contomo. Sin embargo, el primero
ofrece la ventaja adicional de prestarse naturalmente
para modelar no-linealidades, tales como plasticidad y
ademlis no requiere definir dos superficies enfrentadas
para simular la fractura, bastando con una sola
~-uperficielibre intema.
Finalmente se destacaque para simular fracturas con

M.CM. basta con evitar que 10snodos "vean"a traves
de la fisura. Siempre y cuando se asegure la continuidad
de !as funciones de peso.
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