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Se presenta UDafonnuJacioll de elldureciJDiento- ablandamiento en termmOi de rmdtante. de
tensiolle. y de.plazamiento. • para aplicar la teona de elutopluticidad • elemental de barr •.
Lo. factores .e callbran con reopecto a reladOllel momento curvatura de lu _clonel obtenidu
a ~ de ecuaciollel comitutivu realiltal del hormicOn confinado "I del aura .

Ejemplo. mueltran la cap&cidaddel modelo y I. importanci. del ablandamiento en 1. relPuefia
e.tructural halta. 10. eltadol Iimitel coDliderado•.

ABSTRACT

A formulation of hardeninc and IOfteninc i. preNnted in terml of. tel1Iion multantl and
dioplacements • to .pplJ the elutic-p1altic theol'1 to bM elementa . The facton are acijUIted
with recard to moment curvature relation. of .ectiolll obkined from reali.ttic constitutive
equatiolll of confined concrete and .teel .

Example. shown the model capacity and the importance of .ofteninc in the Itructnral reopOllle
up to the limit ltate. coDlidered .

Para el an.l1isil de la re.pue.ta no lineal de portico. planOl de hormicon armada mmorremtentel eI
nece.ario fonnular modelo. matemitico. que eltablescan UDa adecuada relaciOn entre IimpUcidad y
realllmo.

La simplici.daddel modelo eo cOlldicionntcelW para III apJicaclOna eltructuru •de _ corriente en la
pracLica, compuertal par numero.u barru , en donde Ie debe carantiAr la convereencla de 101procelO'
iterativOi en un nUmero ruOllablemente &Cotadode PUOl .

El reallllllo " tamblen una condicion neceAria y eIta cualldad debe RI" incorporada al modelo.
eltableciendo una adecuada relaclon entre 1. relPueita de la barra y lu ecuacl01lelconstitutJ.vu de 10e
materlale. que la componen .

Alii por ejemplo un modelo de barra con pluticidad concentrada en 101extremOi y compOl1allliento
elalto-planlco ideal relU1ta limple pero no realilta "la que. al no tener en cuenta etectOl de
endurecimiento , sera capas de lecWr. de manera aproxlmada. el comportemiento del pOrtIco 1010
huta 1aformaclon de un mecanilmo de colaplO•

E1 modelo de bUTa que Ie propane en elte tr&bajo • para aplicaclOndel mUodo de elemento. finitOl en
deopluamiento., eumpl~ con 101 do. requilito. m.eneionadOi. Se lneorpara el eudurec:imicnto 1



ablandamiento al lIlDdelD eluioplUtico ideal uWiAdo en [I). con una Ie;, bOtropa que CObierua la
evoluciOn del criterio de fluencia defiDido en t8rminoe de toll.citacione. de leCcion M 1 N . A partir de
iu pmdientes de endurecimiento 0 ab1aDdamiento de 1aI relKioneI mommto"CUl'V&tura de lu 1eCCioIl••
ext1'llDlU del demento • 1 con adecuadOl faeto1'el de calibradDn • Ie dedueen 101termlnOl a incluir en la
maw de rlcides elaAoplMtica de la barra .

La le1 momento-curvatura •• cllllAru1e por el mkodo c1Uic:o. teniendo en euenta re1acione. _
realiAu para el accro 7 el h~ ('J • e ~endo 1. poIibilidad de CODIldenr ~ dcl1coa . EI
colapeo Ie manifiela cumdo Ie _ansa un .alor limite para 1&C1I1'1'Gwa-aado con 1&oc:urrencia de
uno de lOt utado. llmiteI eltabJecldo •.

Se pruenian do. ejempJo. plll'. realiur una primera ca1ibrac:iOnde 101 factoru de enetureclrniftlW 1
ablandamiento del modelo propaelto, ;, que p1UleroD. de lIl&IliIielto 1. eficada del mlImo para
rep_tar la IObrerreliltencia de la utructur •• recUtraado 1&J'&IPI1eltamU ana de 1&entrada en el
campo plUtlco de una cantidad de lIeccion•• lUftcient •• plII'a 1&formaciOn de UD mecanilmo • 1 para
tener en euenta efecto. de localilacion de deformadones por abland&mieDto derivadoll • en ute CUD• de
lII'maduru comprimiw1 confinamiento inmflde.ks . .

Dentro del compromilo entre eficienci& 1 precdiOn de ute modelo • aparecen como limitacian ••• p_
un futuro perfeccionanJiento, que la ie1 momento-eurvatura .e deduce para un valor fijo del emeno
norrnal J que el modelo no ti_ en cumta la rotaclon concentrada en 1&interfUe blII'r•••nndo por
deslbamiento de 1•• armadmu .

TEOBIA DE ELASTOPLASTICIDAD APLICADA A BL&IBRTOS DE BAlUlA

La fie.1 pruenta el elemento de barn , con flU cradol de libertad 1 variaciOn de esfnenoe intemoe
cOlllideradol .
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La reladCm entre incrementos de fuenu M 1 de deeplazamientol ~a en IaI Iecciona e.xtremu del
elemento A 1 B • .., obtiene &p1icando1&teoria ceneral de eIaztop1azticidad [1,3.4J :

M=~~ 00
donde ~. = ~u' + 6:~ =K-

1
M + it M (2)

Au' •• el incremento de dapluamienw. e1U&lcOl• en el cnal K = Kr, +KRL con Kr, matrill de ricidez

lineal elUtica [I) • J(1Ir, mauil de ricidez no lineal (1]. ~ •• el Incremento de deeplazamienw.

piUticDl. con l1Y/8F maw cradlente de IalUperficie de ftuencia1 MT =[ A.\" • A.\B 1CDIItiene10.

mnltiplicadDrel plUtieol:.
• ' TLot mcrement ••• de menu 1nteru8 eon M =[ AN" , ~QA • AM" • ANB , AQB I AMB ] .

A plll'tir de Ia re1&ciollelUtica

M = K~' = J( ( ~u - Aui') = J( ( AlI- i M) (3)

1 la condicion de cDlllliltenc:ia

Y(F,K)=0 .•• t.Y = .:- M + I!Ac' = 0 (4)



1 O"TAA = E- 6i K Au (6)

con E:;:: A + ~rK i A=[AA AS]' Ai= -A\-~fA«t (6)

Reempluando (6) en (3) '1 reordenando 8e obtiene :

AF = [ K - K it E-1 gr K ] Au :;:: Ie. Au (1)

donde Ie. eo la matrb de ricldes elaRoplUUc •.

En ute wabajo Ie propone como funciOn de fluencia • para oeccion rectancuIar • la oieuienk expreaon :

IMI N 2
Y(J"")i = ~("y) + (N.('"N» . - 1 = 0 (8)

donde M,. = "y Z eo el momento pl"tico • con ay te.wOn de fluencia del material 1 Z el mOdulo
pi_co efe I. MCcwn ; Np = ay A eo el eofueno normal pi_co; lICy. lIClI _ 101 pU"ametroo de
endurecimiento 0 ablandamiento .

La lD&tria cradienk a la mpernde de fluencia reoulta :

- [ ~ ] - ~ A(Al)J - A [ N ] ~ 2NfN: J (10)
A«t - AlICy i - M AI. i - ~ M i SicM/Mp i

if "[ (e:l, (~)A 0

(~l. ]
(11)

0 (I!; )B

it = M= ;; :;:: -2 ~ Hi.
<IN

con • HN:;::~
liCN p p

~ :;::AI; ::: :;::-~ Hy , Hy:;::~ (12)
•

Reempluaudo (10) , (11) '1 (12) en (6) Ie obtiene :

,,_4~H' + M H' (13). - ~, If M: y..
Loo factoreo H'!l • Hi« deben eat&r relaclonadoo enm Ii. 1 con 1&tenoiOn de fluencia del maWial ; "
propone:

ANp=A Au'1

AM, = Z Aa.,:;:: iANp :;::~ ANp
donde h eo la altura de la _ciOn rectancuJar .



.6Np = H'Jf A(LU)p =HN .:U 'NIN:

.w... =H'y A'p = H'y .:U SicM/Mp =~ H'Jf A-\ 2NIN:

5t = f-lL.
HJf Si&MNp

HK = /y if-l Sip{

H'N = hi ¥
EI factor /y lie obtendr' de lID PJ'OI*O de calibradGa, repnaa&aD.do eDdurec:ImNDto COD va10rel
poeitivoe ,., abImdamien\o COD vel_ neea$iyoe . Reemplumdo (17) en (16) relUlta :

N
hi = Iy FI1 (18)

E1 mOllleDto plUtico ., el esfuel"110normal plU\ico ae &C\naIl_ , para c•••• ncdOn extren1a de la barn ,
con

Con el ine:remeato de dap1aHmieDtoe An, obteDido del proc:uo lncrementel iterativo de Newton-
Rapluoa , Ie encuentran, pol' relacionu pometrlcu , loti in~ de Pro. en lu ~ A ., B":
AlA' A's ,., el incremento de alaqamiento A(LU). CoD ellOl" obtlenen .6N", .6NB=-ANA,
AMA , AMtl , .:u'" , ~ , AlpA ' AI'B ' A(LU)p de acuerdo a [1]., teuieDdo encwmta (13) •

III ~ute finel a la auperficie de flueDda 10 realba con el metodo de la riP<la \anpDte ., corncciOn
radiel [3] . "
Loll increm.entol de ufuerao. de corte Ie celculan pol' equilibrio AQA = -AQB = ( .AM",+ AMB ) I L .

EN metodolocla fue implementada en el procrama de computado. DINLI para uMlim -'tieo .,
dlnimico de estructuru, con no linealidad fUka 1 ceometriea, utlliaando el metodo de elementol
ftnitoe con fonnulaciOn en dospluamien\oe [IJ .

BKLACION MOMKNTO-CUllVATURA , PAR.AMBTROS DB JilNDURilCIMIBNTO -

ABLANDAYIBNTO • ESTADOS LDm:'.BS ULTDIOS

Se eonltru1e la relacion momento-.."1JJ'Yaturapara la aeccion rect.aD&ular de h01'JDiPn armado , COlJ un
emeno normal eoDltaDtf dado , a partir de laa licuientoa bipOteU :

• EelUcion de compatibilidad de deformacione. : validea de la hipOtetU de BernonDi , el decir la section
10 mantiene plana.

• Ecuacionel cOlJItitutivu del honnicon eonftnado 1 acero : modllaa prvpuOltol pol' Mander et all [,j .
• Equlllbrio entre eafuerao normel in\emo 1 extemo : obtenldo PQI' iteradonea para clldalnc:remento de
curvatura , Ineco 10 evalDa el !DOmento flector uoc:iado a c•••• curvatura .

El proceeo eati impIementado en un provama de computacion MPID [Ii] , ., " puede hacer un m6lIm
mono\ono crocieate, 0 ciclico. Para eate Ultim.o CUD la curva moaotona creciento •• una buena
aprvximacion de Ia envolvmte. DicM curva Ie puode rectlficv, vor ejampIOI, obtemmdou el
mOlllellto pUatico lDlciai Mp '" la riPdea (EI), curvatura de tlUOlKia ~", enc:lurecimWlto h(EI) ,
ablandamiento a(El) , momea~ mbimo MP_ ' .,curvaiura Ultlma ~ , como Ie mUeRn en Ia fiJ3 .
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Con lu pendieate. de endurecimiento h , ablandamiento • , 1 adecuado fa.ctor de calibracion H obtiene
el parwetro 1M (17) que define el endurecimiento 0 ablandamiento en el elemento de barra .

Para definir la curvatlD'a Ultima fan .e anaIizan vario •• .-tadoe limite, :

• Deeradacion del momento resistente en un 20% con relacion al momenta m&x1moalcanudo .

• Capacidad de ab.orber ener&ia por parte de loe ettribos de conftnamlento . A partir del balance
enereetico de la .eccion •• puede ettimat 1&deformacion Ultima &compraicin en el hormicon [6) .

• Deformacion Ultima de lat barras d. armadura , a traccicin 1 a comprelion (pandeo) .

Se kata d. una viea menmla , BiBmorreBiBtente, de hormiccin armada , de la eltrUctura de un balcOn ,
Vr 0 V; de I•• fie.a . Efta dileil.ada con la carea eRatica tepiD el reel_to lNPltES-CIRSOC 103 con
10. 8ipUente. datos : lOna limnca 3 , IUCio tipo n,dettino : edificio privado de habitacl6n • materiale, :
hormillon H.IT, acero ADN-420, carea permanente 0.415 tim' 1 IObrecvca 0.5 tim' . Tambien ••
indica la 'eccilm 1 annadurat resultant ••.

,°0 4p 16+1¢12

estribos ;6 e/'()

4p12

En 1a fie.4 •• muettr& la le1 momento-curvatUra d. 1&.eccioa de empotramiento para an&lim mon6toDo
crecieate , 'e indican 10' ettadOl Hmitet , 1 10. dato. que surcen para el modelo de la barra , como .e
pre.ento en 1&fic.:! . Se destaea que 10. valores de h(EI) y .(EI) pueden ler ambo, lJOOiuvos• como en
e8te CUD, correspondiente a do, pendienu. de .endurecimiento. 0 con vuan. neeativo, para
ablandamiento .



MACI = 1334 tcm
~ :; 12TOtcm
~ =0.00lI'72eraAl/m
E"1 = 1466 •• 10' tcm'
h = 0.0221 • = 0.008
M,_= lee9 tcm

A : lalla del. Ultima del hormicOn
B : lalla ~o umadura comprimid&

Se ha coDllideraAloel C&IOde un dUeio de armaduru iDdebido • &partir de 1&IOHcitlIdOn determiDaDt.e
pero 8in tener en cuenta condicione. reel_eDanu de armaAlura comprimida' miDIma '1 eAribooode
confinamlento. Re81I1ta UJ16 armadura inferior 2ffJ '1 atribooo ¢&;/14 • mUlteniendole la armaAlura
.uperior en "16+ 1';12 .

En 1&fie.5 fC ob""",, la relaciciu. momen~Yatura modrUldoUD breve periodo de endureclmiato '1
Iueeo abllllldamiento II prevllecer 1&caida de ruUteDcia en el hormicOn poco confinado freat.e II
endurecimiento de II' escaa armadura comprimid& . 5e indica tamblen 10. eetadoe Iimit.ee alcUlUdo. .

MAeI:: 1251 tcm
M1 =1232.
~ :: 0.009680 rad/m
E'1 :: 18 •• 10' tcm'
h:: 0.00543 • = -0.0104M,.,..: 1251 tem

A : falla clef. Ultima del hormicOn
B : falla ~ armadura comprimida
C : fana decradacion twieteDc:la

La reepueet& eetructural no lineal fC obtiene lmponiendo incrementoe de deepluamientoe verticalu en
eI extremo Hbre de 1&men.wa . Lo. reeultado. '"' presentan en 1&fIe.a para 1••• d08 caIOI de armaduru :
s/INPRES-CIRSOC 103 '1 convencionales .

La calibracion del parameVo de endurecimiento III. de 1&ecuac:tOn(17) '"' reallaa ipWando punto. M-.;
obtellido. para 1&.ecclOn de empotramlento en 1&reepuesta eetructural ftc.a • '1 en el preprocnamlmto
de 1&eecclOnfit.4 '1 flc.6 . Rewlta :

!K:: 1.7h !K:: 1.7•

donde h(EI). s(EI) repre_tan I... pendient.eJ
JIIIIIIMIltb.curvatura del anAIUU de 1&IICCCiciu. •

De la re~eta crtnlcturllK ob_c c1 IDOlDcn~ M ;;;;fL. J 11 turYiturI • ;;;:.e +~
:: M{EI +'rfln • donde'p ee 1&rotaclOu plUUca en ai,extremo empotrado ck 1&barra, '1 lp =0.15 Ci

ee la loncituade r&tula plUt.1C&equivalent.e Merida a 1. aItnr& d de 1&teeci6n .

(21)

de enduredmiento. ablaudamiento ck 1&relaci.m
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Em coeficien~e 1.7 se JD&Dtiene coMante para loa dOlI CU08 arWisad.08 de endurec:imimto 1
ablandamiento de la seccion • 1 mientras la 10ncitud L de la eaJIIdOn (17) • corrapcmda a la dinaDcia
de.de la Mccion critica al punto de iD1lexion , como en .te CUD,a que la meu.uIa rue dilcretisada con
un .010 elemeDto . Elate valor 1.7 eo alco inferior que el factor 2 recOJDencladoen [7] .

Be pone de JD&Difiuto en la ftc.6 la diferencia de reoistencia 1 ductllidad de ambos C6lOll: Pu = 8.68 t ,
II = 12.1/1.21 = 10 para el dlseiio '/INPRES-CIRSOC 103 • frente a Pu =0.87 t • ,,= 6.2/1.28 = 4.84
para el diteiio con armaduru CODvencionalesI destacindo.e la importancia del efecto de 1ocaIizaci6n de
deforDlaciODe. par ablandamiento .

EJEMPL02

E. nil portico simple I 8ilmorresilt.eDte , de honnic6n armado • de la estructura de. un envepilo Interno
para depOsito de mercaderia • momado en la ftc.7 • dbeiiado con el metodo eetatico del reclamento
INPRES-CIRSOC 103 con 10. lliguientes datos ; zona mmica 3 I melD tipo n, edificio indunrial de baja
denlidad de ocupacion I material" : hormi&ciDH·lT y acero ADN.420. carr;a pennanente 0.41 t/m2 y
•••brecarr;a 0.8 t/m2 •
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Del ana&u de la ley momemo-curvatura de I•• teecionee A a G • mrcea 10. ticuien&el parametrv. , de
ac:uerdo & la fie.2 , con COrYatur•• Ultimu producidu en UD anaJieie con cuaUo cielOl completo. ~ •
-<f.u.

Seecion ~o ~ EI
~

h • <f.u
26/60 {kin] {rad/mJ 10t[kIn~ {rad/m]

A 18311 0.00745l1 2Hl 1.304 0.01630 8.00206 0.183ll8
B 1848 O.OO71llll 21l'l8 1.326 0.01644 0.00174 0.14870
C 2601 0.001277 3571> U211 0.02166 0.00232 0.18626
D 3llU 0.008579 424. 1.186 0.01100 O.OOOIM 0.011729
E 24911 0.007429 3360 1.433 0.02160 o.oo:m 0.20187
F 21116 0.008281 3167 1.297 O.oI63ll 0.00113 0.IH15
G 1584 0.0071l12 2203 1.01l1 0.00473 .0.00415 0.07917

Para la colllJllD&derecha • leccion iDferior •• e ccmaidem como variante Ia .e«ion tipo G con lntuficient.e
ld"IIladura comprimida (extema) ., esmho. convencionale.. obteniendoN ablandamiento en dich.
seccion.

La l'elpDelJta del pOrtico para de.pluamientol horizontal ••• impueetol en la viea .e preeenta en I. fie.S .
La. dOl combiJw:io_ rtl!amentariu 1.3W+8. 0.85W+S Ori&in1DnepnelJtal COD dlferenclu pequeii.u,
., en'ambot CUOI lAfalla Ie produce par alc_ la C1I1'YaturaUltim. en lA hue de lu dOl co1uJDrlu •
eecclonet A • En e.. imtam.e Ie verifieO el factor de calibrldOn para relaelonar lu peudienta de
endurecimiento ., ab1aDdamiento de lAreIaci&n _mto-eurY6tura de lu eecdone •• COD 101factore.1".
de lA ec.(17) . Nuevamente el valor 1.7 ori&ina diferendu menol'1ll al ~ en lu teeelonee A,B,C,E '1 F
que incurlioDan ell deform.aeio_ plUt.i.cu • uociado • L : 101Jli;tudhuta el punta de momento nulo ,
como en el ejenaplo 1 . Para lu co1umDu clitcret.iudu con dOl elementolee utililO eIlto_ : 1M = 1.7 h
., pera lA vip ditetetizada con cuatn> elementol: I'JI. = 0.85 h ••• declr reducciOn proporcional • lA
loncitud del elemento •

La relpDeeta CODlA .ecciOn tipo G en la colUDlDaderecha • prelCnta UDacaida de rellistencia de 28.15 t
a 21.0 t , ., dimllnucion de dudilidad clobal de 8.5 a 3.25 , pero tin entrer en ablAndamlento ceneral del
pOrtico I ni modificacl&n idel mecaninno de plasti&acion , debido a que .010 una secciOn fue debilitada •
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5e preoento un modelo de endureeimiento ., abIandamiento para utilbar la teorla pneral de
elastoplasticidad en elementos de bana para pOrticos pIanos, dl>nde 'e relaeionan incremento, de
eofuenos intemos (re.ultante. de tennone.) con incremento. de desplazamientl>' en w .ecciones
extremu del elemento. ;

La calibracion se rewa a partir de' relacione. momentl>-eurvatura obteDidu para lu secclone.·,
utilizando ecuacionell constitutivas realiatu para el hormicOn confinado ., el &Cern. 5e encontr6 para 10.
ejemplOl analizados , un factor constante ignal a 1.7 , que re!acil>na1&1pendiente. de endurecimiento .,
ablandamiento de la relacion moment4)-Curvatura de la seecion con el parametro que repre.enta el
endurecimiento ., ablandamiento del elemento de balTa.

La pre.encia de secciones can ablandamiento , por ejemplo debido a deficienclu en el <liseno, reducen
.ensiblemente la resistencia ., ductilidad estructural .
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