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1. Resumen
Se analizan las consecuencias de los postulad08 de estabilidad en formulaciones

elastoplasticas y elastoviscoplasticas para materiales cohesivo-friccionales. En parti-
cular se considera el criterio de inestabilidad en 10pequeiio propuesto por Hill (1959)
para sistemas disipativos y sus caracteristicas espeetrales se analizan por medio del
modulo de rigidez direccional. Para 108fines comparativos de la prediccion de i~
nestabilidad en materiales elastoplasticos y viscoplasticos se considera el camino de
tensiones seguido en el Ensayo Experimental de Inestabilidad de Smith (1989).

Los resultados muestran la influencia del grado de noasociatividad y del nivel de
viscocidad material en la prediccion de inestabilidad local.

2. Introducci6n
En la meea.nica. del continuo el criterio de inestabilidad se formula a partir del

segundo metodo de Ljapunov. La correspondiente definicion sirve para establecer
si perturbaciones suficientemente pequeiias· de las condiciones iniciales de un estado
de equilibrio arbitrario conducen a modificaciones igualmente pequeiias durante el
proceso de deformacion y desplaza.rniento posterior. A partir de este criterio Hill
(1958) propuso un postulado equivalente para el caso de sistemas disipativos tales
como 108elastoplasticos.

Otro criterio de falla usualmente considerado es la condicion de perdida local
de la unicidad de la soludon, la cual puede estar asociada con campos continuos 0

discontinuos de gradientes de velocidades. La condidon de bifurcacion discontinua
es utilizada para la deducci6n de la condicion de localizacion. En este caso el campo
de gradientes de velocidades sobre la superficie de discontinuidad esta representado
por un tensor de segundo orden con deficiencia de rango, posible de ser expresado
por medio del producto tensoriaJ entre dos vectores, 10cual flsicamente corresponde
a la condicion de compatibilidad de Maxwell. Cuando el gradientes de velocidades no
present a saltos 0 discontinuidades nos referim08 a 1acOlldiciollde bifurca.cioll continua.
Esta. conduce a.una forma cuadratica deloperador material, maternaticamente similar
a la condiei6n de inestabilidad local. Sin embargo, y como fuera. seiia.lado por de
Borst (1986), la condicion de inestabilidad y de bifurcaci6n continua pueden dar



lugar a requerimientos diferentes. En un caso simplemente valuados (la inestabilida.rl)
y en el otro multivaluados (Ia bifurca.ei6n continua). Esto ultimo se present a en el
caso de comportamientos diferenciados en carga y descarga, como es el caso de la
plasticidad, donde diferentes gradientes de velocidades se vinculan a un campo de
tasas de tensiones a traves de operadores materiales diferentes.

Estos dos indicadores, la condici6n de inestabilidad y la condici6n de bifurcaci6n
continua, son conocidos como los indicadores de falIa difusa 0 continua.

En este trabajo analizamos las implicancias de la condici6n de inestabilidad y de
bifurcaci6n continua en el caso de s6lidos viscoplasticos enmarcados en la formulaci6n
de Duvaut-Lions (1972) y de Perzyna (1966). Los amilisis contemplan los casos de
flujos viscoplasticos asociados y no asociados.

8. Equilibria Estable y Unicidad de la Soludon
Supongamos un est ado de equilibrio caracterizado por el campo tensional S en

el tiempo t, siendo S el tensor nominal de tensiones cuya transpuesta es el primer
tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. Consideramos los desplazamientos infinite-
cimales -KiM con el correspondiente campo de gradientes infinitecimales A, siendo
Aij = Gradxi(Xj)' El incremento de 130 energia interna menos el trabajo de las fu-
erzas extern as en un instante de tiempo infinitecimalM, luego de sustraerle la ecuaci6n
de equilibrio, viene dado por

u = ~St2 { trIS' A]dv
2 lfJo

Sobre 130 base del Metodo Energetico de Ljapunow se deduce que el estado de equili-
brio del cuerpo bajo cargas estatica.s es estable si U es positiva para. todo campo de
gradientes admisibles, es decir si

1 1 ..U=-Se tr[S.A]dv>O
2 f!o

Consideramos ahora 130 unicidad del equilibrio desde el punto de vista global. Sean
X y X' dos posibles configuraciones 0 campos de desplazamientos con gradientes A
y A' y tensiones normales 5 y 5' que satisfa.cen ambas las ecuaciones de equilibrio
con las correspondientes fuerzas de cuerpo y tensiones sliperficiales. Del teorema de
130 divergencia aplicado a la diferencia llS y llA de ambas soluciones se deduce 130
condicion de unicidad de acuerdo a

1trIllS· llA]dv l' 0
Po

Teniendo en cuenta.la condici6n de estabilidad se deduce que una condici6n suficiente
para la unicidad e.~

{ trIllS ·llA]dv > 0 (4)lpo

Las e<".lI.(3) Y (4) son matematica.mente identicas. Es decir, imponen las mismas
restriccione.~ al operador material que relaciona cl incremento de deformaciones con
el de tensiones.

En el caso de pequeD.os desplazamientos y gradientes de desplazamientos la. con-
dici6n <Ieestahilidad y unicidad, planteadall en forma fuerte, se reducen a



4. Ecuaciones Constitutivas
4.1. Material Elastoplastieo

En el marco de la teoda del f1ujo de la plasticidad, las eeuaciones eonstitutivas de
un vasto mimero de model08 pueden escribirse en la forma

iT iT. - iTp "'" e ;(i - ~) (7)
fp ~7'R (8)

of
(9)Tn T-1

; n "'"T-1
: aa

II ~H:7'R (10)

donde Ep represent a la par~e plastica del tensor de deforma.ciones tota.les E, e cl tensor
elastico de euano orden y q el tensor de variables de estado. Las eeuaeiones (8) y (9)
expresan una ley del flujo no asociada, siendo 7'R la direccion de las deforma.ciones .
plasticas. F,ste operador puede obtenerse a partir del gradiente de la superficie de
f1uencia n por medio del tensor de transformacion de cuarto orden T. Finalmente la
ec. (10) define la ley de evolucion de las variables de endurecimiento/ablanda.rniento
por medio de una funcion tensorial H de lasvariables de estado.

EI operador material elastoplastico continuo se 10 deduce de la condicion de con-
sistencia plastica de a.cuerdo a

n* 0 7'R*
£ep =e- ----

a

n* = e :n; 7'R*"'"e :m; a = Ep + n : e :m
siendo Ep el modulo de cndurecimiento/ablandamiento.

4.2. Material Elastoviscophistico
Coincidentemente con la teoria del flujo de la plasticidad, la viscoplaticidad se

basa en la descomposicion de la tasa de deforma.ciones en una cornponente elastica
mas otra viscoplastica. En el caso del modelo viscoplastico de Duvaut-Lions (1972)
la tasa de deformacion viscoplastica es

e-1

~/ "'" -: (0"-(7)
1J

donde iT represent a el tensor de tensiones del material inviscido y 1J la viscocidad.
En el caso de la formula.cion de Perzyna (1966), la tasa de deformacion vis-

coplastica se la define de la forma

~pc~9(TjJ,F,0")"",~(TjJ(F))m con TjJ(F) = [F~:?lr (14)

Donde m "'"DQ/ 00" es el tensor gradiente del potencial viscoplastico y Fo haee las
veces de factor normalizador de tal manera que la funcion de tension t/J(F) es adi-
rnensiona.l.



En el caso de comportamiento material clasto-viscoplastico el operador til.Ilgente
instantaneo no exhibe degradacion en relacion a las propiedades espectrales del ope-
radOT elastico. En el marco de" incrementos de tiempo realmente finitos, Ju (1990)
y Etse y Willam (1995) dedujeron para los materiales viscosos el operador tangente
algoritmico a partir de la solucion Backward Euler del problema algebraico.

4.3. Formulacion inviscida y elastoviscoplastica para hormigon
- En el presente estudio se considero el modelo constitutivo elastoplaatico para hor-
migon conocido como Modelo Extendido de Leon, ver Etse y Willam (1994). El
mismo se basa en la ley del flujo no asociado de la plasticidad e incluye una formu-
lacion isOtropa de endurecirniento y de ablandamiento. Esta ultima esta basada en
criterios de mecanica de fractura para reducir la dependencia en el tamaiio de la malla
de las predicciones de elementos finitos. El criterio de resistencia se formu16 a partir
de una extension del criterio de falla para hormig6n de Leon, teniendo en cuenta la
variacion eliptica. de la resistencia deviatorica. del modelo de 5 parametros de Willam
y Warnke (1975).

En este trabajo el Modelo Extendido de Leon fue generalizado para incluir la
influencia de la velocidad de la carga. Esta generalizacion fue realizada en base a las
dos formulaciones viscophisticas clasicas: la de Duvaut-Lions y la de Perzyna.

5. Modulo de Rigidez Direccional
En el caso de leyes de flujo no asociadas es de gran ayuda estudiar las propiedades

espectrales del operador material tangente ET relativas alas del operador elastico £.
Con este fin Runesson y Mroz (1989) han propuesto eillamado MOdulo de Rigidez
Direccional

1111: Llf
s=

I1f: £ : I1f
cuya forma matematica, en el caso de control de deformaciones 0 de tensiones, es
coincidente.

Es obvio que la forma cuadratica reprcsentada por s activa solamente la parte
simetrica. del operador material tangente £T y, por 10 tanto, solo esta contribuye en
el valor del Modulo de Rigidez Direccional. En otras palabras

I1f: £T: I1fs=-----I1f: £ : I1f
I1f: £~m: A~

I1f: £ : I1f

5.1. Material Elastoplastico
Las propiedades espectrales de s fueron analizadas por RunessoD y Mroz (1989)

para el caso general de elastoplasticidad y por Willam y Etse (1990) en correspon-
dencia con el Modelo Extendido de Leon.

De (16) se deduce que el limite inferior y superior de s estan definidos por los auto-
valores minimo y maximo que satisfacen la ecuacion de valores propios en terminos del
operador elastoplastico simetrico, normalizado £-1 : £:;,m. Los autovalores minimo y
maximo vienen dados de la forma

n:£:m
Am4X;min = 1 - - 2a (1 =F,8)

,8 = (n : £ : n)1/1(m : £ : m)1/2

n:£:m



Considerando que el angulo entre £ : n y £ : m es menor que 1f/2, 10 cual
es usual en el caso de modelos elastoplWlticos para materiales cohesivo-friccionales,
resulta n :e :m > O. Teniendo en cuenta ademas que E,,/n :£ : m > 0 en la etapa
de endurecimiento se deduce que Ami" <:::: 1 <:::: Am.",'

De interes e..5 analizar el caso en que Ami.. <:::: 0 indicando que s puede tornarse
negativo. El valor critico del mOdulo de endurecimiento a partir del cual Ami" <:::: 0
fue obtenido por Mroz (1966) para elasticidad isotropa y flujo deviat6rico. De Ill. ec.
(17) se obtiene el valor de E;:il para el caso mas general

En el caso de plasticidad asociada se deduce que E;:il = 0, indicando que s no se
torna negativo durante el regimen de endurecimiento. En otras palabras, la condicion
de inestabilidad y de perdida continua de la unicidad acontece por primera vez cuando
se satisface el criterio de resistencia limite.

A medida que crece el grado de no asociatividad (mayor diferencia angular entre
e :n y £ : m, correspondiendose con n :£ : m --> 0 ) crece el valor de E;:it' hasta al-
canzar su valor maximo cuando £ :nl-£ :m, indicando que el pseudo ablandamiento .
(s < 0) puede iniciarse mas tempranamente en el regimen de endurecimiento.

El otro caso limite corresponde as> 1,10 cual indica que Ill. rigidezdireccional
excede Ill. rigidez elastica. De Ill. ec. (17) se deduce que para asociatividad, f3 := 1,

{n.e.nt.!'(m·£·m)'/2
result a Am"'" = 1. Por el contrario Be observa. que Am.", ....• 1 + -'-' - 2E

p
" •.

cuando, n :e :m --> O. Es decir, Ill. sobrerigidez respecto al valor elastico crece con el
grado de no asociatividad. Obviamente, Am."" para un predeterminado grado de no
asociatividad, crece con el decaimiento del modulo de endurecimiento/ ablandamiento,
alcanzando su valor maximo cuando E" = 0, es decir, sobre Ill. superficie de maxima
resistencia.

5.2. Material Viscoplastico de Duvaut-Lions
---En este caso, el tensor incremento de tensiones, dentro de intervalos finitos de
tiempo, viene dado de Ill. forma

remplazando en esta ultima expresion Ill. ec. (13) y luego de algunos pasos algebraicos
obtenemos t:..t

t:..o-= e: t:..f- ---£: t:..ep
TJ +t:..t

con t:..ep =c t:..Am.
Para obtener Ill. forma extendida de t:..0" se debe remplazar t:..>. por su forma linea-

rizada completa que se obtiene aplicando el metodo Backward Euler en Ill. integracion
de las ecuaciones constitutivas elastoplasticas. Para los fines del presente amllisis,
consideramos incrementos pequeiios, 10 cual equivale a aproximar t:..>. con su forma
de tasa ~ que se deduce de Ill. condicion de consistencia plastica. Procediendo asi en
Ill. ultima ecuaci6n obtcnemos

t:..o-= e :t:..f _ ~ t:..t _ (£ : m)(n : £ : t:..f)
'7 -I- t:..t a

Consecuentemente el Modulo de Rigidez Direcdonal resulta

SDV = 1 ~ (t:..f: e :m)(n: £ : t:..f)
." '7 + t:..t (t:..f : £ : t:..f)a



Observamos 105 casos limites cuando 1/ ~ 0 y 1/ ~ 00. EI primer caso conduce a
s;;L ~ sep' Es decir, obtenemos la aproximaci6n elastopilistica del modulo de rigi-
dez direccional y, consecuentemente, el material viscopllistico predice inestabilidad y
perdida continua de la unicidad para los mismos estados tensionales que el modelo
inviscido. En particular, cuando fn : e : ill! < 0, siendo que por la condicion de
convexidad es siempre n :e : ill! > 0, resulta, tal como ocurre en la elastoplastici-
dad, s > 1. Esta sobrerigidez es mayor cuanto mas cercano este el punto de tension
a la superficie de maxima resistencia, es decir, cuando Ep ~ 0 y, en el regimen de
ablandamiento, lejos de decrecer, continua aumentando su valor. La dicho significa
que cuando cargamos con un incremento de tensiones prueba Iltft = e :Ill! direccio-
nado en la zona subtendida entre las tangentes al potencial plastico y a la superficie
de fiuencia conduce a una sobrerigiez por arriba de! valor elastico, siempre y cuando
Ep < E~it, definido en la ec. (19). Evidentemente este caso limite, 1/ ~ 0, puede
conducir tambien a pseudo ablandamientos cuando fn : e :ill! > 0, tal cual es el caso
de la elastoplasticidad.

EI segundo caso limite conduce a s;;L ~ 1, correspondiendo ala rigidez elastica.
De interes particular es considerar la viscoplasticidad asociada n = fn. En este

caso resulta
DV ilt {n: e :ill!)2 1

s =1-----------"I' 1/ + Ilt(lll!: e: ill!) a

Analizamos nuevamente 105 valores extremos de 1/ En el caso limite 1/ ~ 0, el Modulo
de Rigidez Direccional del material viscophistico predecini rigidez nula solo cuando
Ep = 0, siendo e : Ill! = e : n. Es door, sobre la superficie de maxima resistencia
y considerando la carga. aplicada en la direccion y con la magnitud crltica definida
por el gradiente a dicha superficie. Este caso es identico a la prediccion de s en el
caso elastoplastico asociado segUn se mostro anteriormente en el analisis espectral de
e~m.

En el otro caso limit.e, 1/ ~ 00, obtenermos s;;v ~ 1 correspondiendo al caso
elastico.

5.3. Material Viscoplastico de Perzyna
De la ley de descomposicion del tensor incremento de defonna.ciones en una parte

elastica y otra viscoplastica y de la ec. (14), obtenemos en el caso de Perzyna la
siguiente expresion para el tensor incremento de tensioneil

Ilt
Iltf = e : Ill! - -(t/J(F)}e : Tn

1/

luego
sP = 1 _ Ilt (t/J(F))ile: e : fn (26)

"I' 1/ ill! : e :Ill!

Observamos que s~ ~ 1 si 1/ ~ 00 indicando que en este caso limite, al igual que
el material viscoplastico de Duvaut-Lions, obtenemos la rigidez elastica, para toda
direcci6n de carga. Analizamos el otro caso limite de acuerdo a la relacion entre el
a.ngulo ¢.(e :Ile; e :fn) Y 7(/2

• ~:> 7r/2(t.C;'; m '" 0)
s:;;'~oosi1/""O

• ¢. < 7(/2 (ile: e :fn > 0)
s~p ~ -00 si 1/~ 0



Es decir el caso limite '1 -+ 0 puede conducir a sobrerigideces 0 pseudo ablandamientos
en regimen de endurecimiento, de acuerdo a la orientacion de la carga respecto de
la normal al po~encial viscoplastico, coincidiendo con el caso de Duvaut-Lions. Sin
embargo, y 10 que es import ante notar, la sobrerigidez y pseudo ablandamiento en
este caso limite pueden ser bast ante mas considerables que en el caso de Duvaut-Lions
o bien del material inviscido.

6. Amilisis Numerico
En esta seccion analizamos la variacion del MOdulo de Sobrerigidez Direccional

durante la historia de tensiones del Ensayo de Inestabilidad de Smith (1987), en el caso
de considerar a nivel materiallos modelos viscoplasticos result antes de generalizar el
Modelo Extendido de Leon seglinla formulacion viscoplastica de DUYaut-Lions y de
Perzyna. La perfomance de s durante el ensayo de inestabilidad para el caso de la
formulacion inviscida del Modelo Extendido de Leon fue analizada anteriormente por
Willam y Etse (1990).

El Ensayo de Iuestahilidad fue llevado a cabo con control de tensiones en probeta
cillndrica de hormigon. El objetivo era analizar el problema de la inestabilidad tem-
prana de rnateriales friccionales como eJ hormigon, los cuales requieren fonnulaciones
elastoplasticas no asociadas para predecir la dilatacion volumetrica en compresion
con bajo confinamiento. En este estudio experimental se trataba. de verificar 108 ar-
gumentos dados por Sandler y Rubin (1984) quienes mediante argumentos te6ricos
prededan la falla material por inestabilidad cuando el camino de carga se introduce
en el cono definido entre la superficie de f1uencia y el potencial plastico. Debido a la
perdida de normalidad,el trabajo plil.stico de segundo orden ePWp = ir: tp se vuelve
en elle caso negativo, 10 cual indica inestabilidad de acuerdo al postulado de Drucker
(1959). En el Ensayo de Inestabilidad de Smith (1987) la probeta de hormigon fue
cargada hasta el incremento 20 en forma hidroestatica y luegohasta el incremento 32
en forma deviatorica. En la Ultima parte el camino de carga activo el cono subtendido
entre la superficie de f1uencia y el potencial plastico.

Las Figs. 1 y 2 muestran las predicciones del ensayo de inestabilidad ohtenidas con
las formulaciones viscoplasticas de Duvaut-Lions y de Perzyna del Modelo Extendido
de Leon, para diferentes valores de la viscocidad '1. En el caw extremo '1 -+ 0 ambas
formulaciones constitutivas reproducen la respuesta del modeloinviscido elastoplasti-
co. Las predicciones de ambos rnodelos viscoplasticos indican que el cornportamiento
materiC'l durante el ensayo de inestabilidad se mantiene en el regimen de endureci-
miento, sin incursionar en la etapa de ablandamiento. Al final del ensayo el estado
tensional alcanza la proximidad de la superficie de maxima resistencia del modelo.

La. Fig. 3 muestra, para el caso de la formulacion viscoplastica de Duvaut-Lions,
la variaeion de s en el paso de carga 38 del ensayo de inestabilidad, bajo consideracion
de diferentes valores de viscocidad. Se observa que con el incremento de la viscocidad
aumenta la sobretension y, por 10 tanto, s -+ 1 para toda direccion de carga con-
siderada. Por el contrario cuando Ia. viscocidad decrece, s reproduce la perfomance
observada en el caso del modelo inviseido, mostrando pseudo endurecimiento cuando
cargamos en la region subtendida entre la tangente al potencial pliistico y la tangente
a la supeficie de f1uencia. la direccion de carga. Por el contrario obtenernos pseudo
ablanda.miento cuando cargamos en la region comprendida entre t: : n y t: : m.

La Fig. 4 muestra identicos diagramas que los correspondientes a la Fig. 3 pero
para el caso de la formlllaci6n viscopliistica de Perzyna, de donde se plleden inferir
las mismas conclusiones que en el caso de Duvaut·Ljon~.

Importante es analizar el caso de viscoplasticidad asociada. La Fig. 5 muestra la



variacion de s en el caso de Perzyna para el paso de carga 38, considerado anterior-
mente. Podemos observar que para valores pequeiios de TJ la rigidez alcanza su valor
minimo cuando la direction de la carga es colineal con la normal a la superficie de
fluentia, sin embargo s se mantiene siempre positivo, dado que Ep > O.

7. Conclusiones
La condicion de inestabilidad local y de bifurcacion continua fueron analizadas

en el marco de formulaciones viscoplasticas de Duvaut- Lions y de Perzyna. Los
resultados muestran que con valores decrecientes de la viscocidad la condicion de
inestabilidad y de perdida de la unicidad pueden ser satisfechas en el caso de no
asodatividad y durante el regimen de enduredmiento para las mismas direcciones
criticas del caso inviscido. Eneste caso limite, 1/ ......• 0, se observo ademas que la
formulacion de Perzyna puede condudr a sobrerigidec.es y pseudo ablandamientos aun
mayores que la de Duvaut- Lions 0 bien que la obtenida con la formulation invistida.
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Fig. 1. Predicci6n del Ensayo de Inestabili-
dad Modelo Viscoplastieo de Du·
vaut-Lions - Extendido de Leon.
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Fig. 2. Predicci6n del Ensayo de Inestabilidad.
Modelo Viscoplastieo de Perzyna-
Extendido de Leon .
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Fig. 3. Variaci6n del M6dulo de Rigidez Direccional con el Modelo Viscoplastico de Duvaut-Lions-
Extendido de Leon, para diferentes valores de la viscocidad, en el paso de carga 38.
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Fig. 4. Variaci6n del MOdulo de Rigidez Direccional con el Modelo Viscophistico de Perzyna-
Extendido de Leon, para diferentes valores de la viscocidad, en el paso de carga 38 .
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Fig. 5. Variaci6n del Modulo de Rigidez Direccional con el Modelo Viscoplastico Asociado de
Perzyna-Extendido de Leon en el paso de carga 38.


