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Dado que las ecuaciones que rigen el comportamiento de las redes de distribucion
hidraulica forman un sistema no lineal, este puede describirse matricialmente para
luego resolverse por medio del metodo iterativo de Newton - Raphson.
Durante el planteo del problema puede ocunir que cada nodo de la red este
conectado a pocas tuberias y, en consecuencia, la matriz de coeficientes resulta
rala y el sistema es de simple resolucion.
Sin embargo, en la mayoria de los casos que suceden en la prllctica, 108 nodos
pueden tener un alto grado de conectividad y la dispersion de la matriz de
coeficientes es un factor de importancia. Debido a esto, para obtener una rapida
resolucion del sistema, interesa reducir el ancho de banda de la matriz. En este
trabajo se emplea la teotia de grafos para describir en forma clara y sistematica la
topologia de una red en rCgimen estacionario y se propone un algoritmo de
etiquetamiento del grafo basado en el merodo de Jeppson y Davis, que permite
concentrar los elementos cerca de la diagonal principal y de esta forma disminuir
el tiempo y esfuerzo computaeional. Con el objeto de ilustrar la forma de
desarrollar el algoritmo, se exponen algunos ejemplO8 sencillos de aplicacion.

Since the equations that are involved in the behaviour of a flow distribution
. network form a non-linear system, it can be described mathematically through

matrixes and solved with the iterative Newton - Raphson method.
When stating this problem, each node of the network would be connected to a few
pipes thus resulting in a sparsed coefficient matrix. Therefore the resultant system
is easily solved.
However, in most current cases, the nodes may have a great connectivity grade
and the sparseness of the coefficient matrix is an important factor. Due to this
fact, the bandwidth of the matrix should be reduced in order to obtain a quick
solution of the system. Here, the theory of graphs is applied to describe a steady
state network topology clearly and systematically and an algorithm for labelling
the graph -based on Jeppson and Davis method- is proposed. Such algorithm
allows the concentration of elements close to the main diagonal and the computer
time and effort are therefore saved. Some simple examples of its application are
shown so as to explain how the algorithm is developed.



La formulacion matematica empleada en el proceSo de resolucion de sistemas de llquidos a presion en es-
currimiento pennanente, descripta mediante una notaci6n matricial, pennite conocer las caracteristicas de
los sistemas de ecuaciones involucrados. Estos son no lineales y se resuelven por mewdos iterativos [I].

La configuracion de la matriz asoci.ada al planteo del problema citado puede variar, en el caso mas
desfavorable puede resultar con·grancantidad de elementos dispersos debido a un alto grado de conexion
en los nodos. Numerosos ban sido los esfuerzos dirigidos al· desairollo de algoritmospara reducir el
ancbo de banda de la matriz de coeficientes que describe la red. En este sentido, Epp y Fowler [2]
desarrollaron un algoritmo aplicado al metodo de los caudales en tanto que, Jeppson y Davis [2] sugieren
otro que posibilita bandear la matriz asociada a sistemas obtenidos por aplicacion indistinta de los
mewdos de los caudales 0 de los nodos.

EI algoritmo propuesto toma las ideas basicas de estos Ultimos autores, para desarrollar a traves de un
modelo de grafos, un metodo iterativo que pennite bandear la matriz que interviene en el planteo del
problema y surge como consecuencia una simplificacion en la resolucion del mismo.

Una red de distribucion puede ser considerada como un grafo lineal dirigido, compuesto de un ninnero
fmito de areas (secciones de tuberias, cada uno con su 10ngitud, di8metro y rogosidad especificada)
interconectados de acuerdo a una configuracion especifica Las secciones de tuberias pueden contener
bombas y otros aceesorios como cuevas 0 vaIvulas. Los puntos extremos (vertices) de 108 arcos, son
identificados cema nodos, dentro de 108 cuales encontnunos los nodos de union y los nodos de grado fijo.

Sea dado un grafO G =' ( V , U) donde Vesel wnjunto de vertices y U es el conjunto de aristas de G. Las
siguientes defmiciones son necesarias para adaptar la teotia de grafos al estudio de redes de distribucion.

DefiniciOn 1: Se llama Sllbgrwfo uG a todo grafo G' donde G' = (V' , U' ) , V'~ V Y U'~ U. (G'
puede obtenerse a partir de G, eliminado los vertices de V - V' y las aristas que inciden en estes ultimos).
DefinU:iOn Z: Se llama IIOdoullmOn UGal vertice donde dos 0 mas aristas se unen.
DefiniciOn 3: Se llama nodo ugrado fijo uG a un punto de energia constante. (por ejemplo: la
conexi6n de un reservorio, elevacion de un depOsito 0 una region de presion constante)
Definicion 4: Se llamagrado u"n nodo de G al nu.mero de aristas que inciden en el nodo.
DejiIficiOn 5: Se Hama grafo etiqIIdtuIo a un grafo tal que a algunos de sus elementos (vertices 0 aristas)
se les asigna etiquetas, es decir nombres, marcas, valores, simbolos, secuencia de simbolos, etc.
DefiniciOn 6: Se llama b"cle uG a una arista de G en la que coinciden los extreInos.
DefiniciOn 7: Se llama motrit. uadyaceru:ia (vmu:e - vh1U:e) de Gala matriz A = (lI;j) donde
lI;j = numero de aristas de extremos iy j.
DefiniciOn 8: Se llama cicio u G a un conjunto ordenado minimal ul> U2 , ... ,u", Ut donde ~ E V yexisten
aristas en U que unen~, con ~H para todo i=I,2, .... ,n-1 YUn con Ut.

2. GRAFOSETIQUETADOS

2.1. ALGORITMO PARA MEJORAR EL ETIQUETAMIENTO DE WS vtRTICES



de Jeppson y Davis, se logra un etiquetado que transfonna la matriz de adyacencia original del grafo G,
en una matriz de adyacencia banda.

Se construye la matriz de adyacencia del grafo G, cuyas filas y columnas se corresponden con la
nurneracion de los nodos y sobre esta se aplica el siguiente algoritmo;
ler. Paso; Se efectUa la surna de las columnas correspondiente.'1 al primer y ultimo elemento no nulos de
cada fila. De acuerdo a estos resultados, se ordenan las filas en orden creciente (de arriba hacia abajo). En
el caso que hubiera filas con el mismo resultado, estas se ordenan entre si en forma arbitraria. El nUmero
de nodo correspondiente a la fIla se conserva.
2do. Paso; Se realiza la surna de las mas correspondientes al primer y ultimo elemento no nulos de carla
columna. De acuerdo a estos resultados, se ordenan las columnas en orden creciente (de izquierda a
derecha). En el caso que hubiera columnas con el mismo resultado, estas se ordenan entre Sl en forma
arbitraria. El nUmero de nodo correspondiente a la columna se conserva.

Estos dos pasos se repiten hasta que todas las filas y columnas se ubiquen en orden ascendente y no
ocurra cambio en sus posiciones, 0 hasta que algUn nUmero milximo establecido de iteraciones se alcance
(para evitar repetir cambios ya efectuados en iteraciones consecutivas). Es posible observar que partiendo
de una matriz de adyacencia, que es simetrica, no siempre se obtiene al concluir este aIgoritmo otra
matriz simetrica. En las aplicaciones a problemas con redes de distribucion, el objetivo es alcanzar una
matriz simetrica al concluir eI algoritrno, como veremos mas adelante. Debido a esto, se realiza con las
columnas los mismos cambios efectuados con las filas en el Ier. Paso, y a partir de alIi se repite el
algoritrno, si corresponde continuar. FinaImente, se· reetiquetan Ios vertices asignando a cada uno de
ellos el nUmero correspondiente a la posicion, que guardan en la matriz una vez fmalizado el algoritmo.

Consideremos el siguiente grafo etiquetado:
2 3 7;-0-0

D 0__
6
0

\ (/ I0 0

I 5
Si se Ie maden bucles al grafo anterior en cada uno de los vertices, fa matriz de adyacencia A resulta;

1 234 567
1 1 1 1 1 1 0 0
211 1 0 000
3 1 1 1 100 1

A= 4 1 0 1 1 0 1 0
5 1 000 1 1 0

o 0 1 1
01001
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2 3 •• 5 6 7 1 :1 3 4 5 6 7

1· 1 1 1 1 1 0 0 6 2 1 1 1 0 0 0 0 •• 2
2 1 1 1 0 0 0 0 •• 1 1 1 1 1 1 0 0 6 1
3 1 1 1 1 0 0 1 8 5 1 0 0 0 1 1 0 7 5

A= •• 1 0 1 1 0 1 0 7 •• =} 1 0 1 1 0 1 0 7 •• =>
5 1 0 0 0 1 1 0 7 3 1 1 1 1 0 0 1 8 3
6 0 0 0 1 1 1 1 11 7 0 0 1 0 0 1 1 10 7
7 0 0 1 0 0 1 1 10 6 0 0 0 1 1 1 1 11 6

Aplicando eller. Paso del algoritmo, intercambiamos las fJlas 1-2,3-5 Y6-7
:1 1 5 •• 3 7 6

2 1 1 0 0 1 0 0 6 1 1 0 0 1 0 0 6 2
1 1 1 1 1 0 0 6 1 1 1 1 1 0 0 6 1
5 0 1 1 0 0 0 1 9 1 1 0 1 1 1 0 8 3

~ •• 0 1 0 1 1 0 1 9 => 0 1 0 1 1 0 1 9 •• =>
3 1 1 0 1 1 1 0 8 0 1 1 0 0 0 1 9 5
7 0 0 0 0 1 1 1 12 0 0 1 1 0 1 1 10 6
6 0 0 1 1 0 1 1 10 0 0 0 0 1 1 1 12 7

Efe<;1:uamoscon !as columnas los mismos cambios que se rea1izaron con las filas, intercambiamos !as
columnas 1-2, 3-5 y 6-7. Aplicamos a esta nueva matriz el ler. Paso del algoritmo. Esto hace que se
deba intercambiar las fJlas 3-5 Y6-7.

2 1.3 •• 5 6 7

2 1 1 1 0 0 0 0 •• 1 1 1 0 0 0 0 •• 2
1 1 1 1 1 1 0 0 6 1 1 1 1 1 0 0 6 1
3 1 1 1 1 0 0 1 8 1 1 1 1 1 •• 1 8 3

=> •• 0 1 1 1 0 1 0 8 => 0 1 1 1 0 1 0 8 •• =>
5 0 1 0 0 1 1 0 8 0 1 0 0 1 1 0 8 5
6 0 0 0 1 1 1 1 11 0 0 1 0 0 1 1 10 7
7 0 0 1 0 U 1 1 10 0 0 0 1 1 1 1 11 6

De acuerdo a 10 establecido, efectuamos con las columnas los mismos cambios que realizamos con las
filas en el Ultimo paso. Aplicamos a esta nueva matriz el lee. Paso del algoritmo. Esto hace que se deba
intercambiar las filas 6-7. Resta intercambiar las columnas 6-7.

2 1 3 •• 5 7 6

2 1 1 1 0 0 0 0 ••
1 1 1 1 1 1 0 0 6
3 1 1 1 1 0 1 0 8

=> •• 0 1 1 1 0 0 1 8

5 0 1 0 0 1 0 1 9
7 0 0 1 0 0 1 1 10
6 0 0 0 1 1 1 1 11

Con esta matriz conc1uye el algoritmo, ya que si efectuamos el primer paso del algoritmo, no cabe haeer
otro cambio significativo. De esta manera un mejor etiquetamiento del grafo dado es como sigue:
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Las leyes que caracterizan la distribuci6n del flujo estacionario en una red hidriwlica 0 de gas son las
leyes de Kirchhoff, llamadas de energia y de continuidad. Estas se vinculan a traves de la relaci6n entre
perdida de carga y caudal. De acuerdo al metodo de resoluci6n que se empleara, basta considerar la
ultima ley y la relaci6n mencionada.

n

L a/j.Qij +qj = °
i-"'l

donde n = numerodenodos.
Q/j = caudal circulante en la tuberia donde n = nUmero de nodos.

Qij = caudal circulante en la tuberia que une el nodo i con el nodo j .

qj = caudalsaliente a entranteenelnodo j.

a/j = {-l,O,I} seg{lnlaorientaci6nen latuberiaque une elnodo i con el nodoj.aqueune elnodo i con el nod

qj = caudal saliente 0 entrante en el nodo j.

a ij= {-l,O,l} seg{lnlaorientaci6nenla tuberiaque une elnodo i con el nodoj.

[
I I JO

•
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26-2 I v
Q/j=Ap'j.rij=Ap'j'C.D·>. lO,624.L

donde L es la longituddela tuberiaque une al nodo i con el nodoj
RIj =Re sistencia de la tuberia que une al nodo i con el nodo j.

APIj = P, - Pj, donde p, y Pj son las presiones en los nodos i yj.



EI metodo de 10s nodos es uno de los empleados para la resolucion de redes, por medio del cual se
establece un sistema de ecuaciones que tiene como incOgnitas 118presiones nodales.

i:aifTij.Alif +qj=O j=l,2, ...n
i=t

Si se reordenan y agrupan los terminos que contienen a una misma presion P; , i =1,2 ..,0 , el sistema
puede reescribirse en forma matricial de la siguiente manera:

R.P+q = 0 esto es

R.P=-q

R = (TV) Matriz de resistencias de orden n x o.

r;; = factor de resistencia que resulta de agrupar las resistencias de una misma presion.

P = (~ ) Vector de presiones nodales de orden n x I.

q = (qj) Vector de caudales de ordenn x 1.

F; = TII"~ +···+T1.·P. = -ql

F, =T'I'~ +·"+T, •.P" =--q2

dF, =-dqj' estoes

dF dF dP.- dF dP An-' .~+-'. 2""'--+-" II =='-LUfj

dP, dP2 dP.

y se construye una matriz jacobiana 0 tangente J que vincula 118variaciones de 118correspondientes a 10s
caudales. De esta forma:

JDP=-Dq dOndeJ=(aij)=(:;:J

Una vez que estan defmidos 10s parametros de la red de distribucion: mimero de nodos, conectividad,
diametro de 118tuberias, presiones, caudales especificados y cotas de error, el algoritmo de resolucion del



sistema de ecuaciones no lineales' que surge de la aplicacion del metodo de los nodos, C01l8ta de los.
siguientes pasos: .

Defmir:
a) EI vector de presiones iniciales

P 0= (P/. p/, ....Pn
o)

b) La tolerancia e
c) El numero maximo de iteraciones N
d) EI contador i =I

Calcular los eaudales l=( qiJ ,l2"'" l ..)
resolviendo eI sistema R(p°).po = -qi

§J~PAS021
li=i +11 ~~

A traves del algoritmo selogra un etiquetado que transforma la matriz jacobiana original en una matriz
banda. EI algoritmo consta de dos pasos en los cuales cambian de posicion las filas y las columnas de la
matriz de adyacencia.
Para obtencr una reprc5cntaci6n topol6gica de una red de distribuci6n, se utiliza la teoria de grafos. AI
grafo que resulta, se Ie incorporan bucles en cada nodo de union (esto no incide en la mecimica de la red).
Se analiza el subgrafo que resulta de eliminar los vertices que representan fuentes de la red y se 10



etiqueta otorgimdo una muneraciOn arbitnria a 108 nodos. Se construye fa matriz de adyacencia del
subgrafo considerado y sobre 6ste se &pika el algoritmo enunciado en 2.1.

En !as aplicaciones a problemas con redes de distribuci6n, el objetivo es alcanzar una matriz simetrica aI
concluir el aIgoritmo ya que el resultado de 6ste debe intapretarse como la matriz de adyacencia del
subgrafo original para un cierto etiquetamiento. Debido a esto, en el 200. Paso se efect6an con !as
columnas los miamos cambios ~ con las ftlas en el ler. Paso, y a partir de aIll se repite el
algoritmo, si corresponde continuar.

Se quieren determinar en la siguie.nte red.las presiones en cada nodo (P;) a partir de las demandas (q;) en
los nodos de union croenores.

Para reetiqu~ ta red. usaremos el aIgoritmo de Jeppson y Davis obteniendo una matriz jacobiana banda.
Esta se emplelir8 en la resolucion del sistema no lineal por el m6todo de Newton - Raphson. Sea A la
matriz de adyacencia correspondiente a la red dedistribuciOn anterior:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1 8 1 0 0 0 0 8 0 8 5
2 1 1 1 8 • • 0 0 0 0 • 4
3 0 1 1 1 8 0 0 1 0 0 81.
4 1 • 1 1 1 0 1 0 0 • o 8
5 0 0 0 1 1 1 •• 0 0 0 010

A= 6 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 16
7 0 • 0 1 0 1 1 1 0 1 014
8 0 0 1 0 0 • 1 1 1 0 012
9 0 0 •• 0 0 0 0 1 1 1 018
10 0 0 I) 0 0 I) 1 •• 1 1 1 18
11 0 0 0 0 0 1 0 • 0 1 1 17

Luego de aplicar el aIgoritmo, arribamos a la matriz que marca el etiquetamiento defmitivo, que es la
siguiente:
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2 1 3 4 5 8 7 6 9 10 11

2 1 1 1 0 0 0 0 8 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 0 1 1 0 1 0 0 0 • 0
4 0 1 1 1 1 0 1 • 0 0 0
5 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
8 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
7 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0
6 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1
9 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 •

10 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

De acuerdo aI algoritmo desarrollado, la red se reetiqueta de la forma que Be muestra a conti.nuacion:
5 / qs , 8/ q~ 11 qll

1 3 Cb 6 <II;
Las ecuaciones de continuidad en carla nodo resultan:

(I) F1= Qw QI3 - Q:z= 0
:::) F1 = (Pz - PI) ":12- (PI - P3) Cn - qz= 0

(2) F2 """Q02 - QZI - <bt - ql = 0
~ F2= (P -P2) COI- (P2 .P1) CI2 - (P2 - p.) Cw ql =0

(3) F3 = QI3 + Q.3 - 036 - Cb= 0
:::) F3= (PI - P3) C23+ (P. - P3) C.3 - (P3 - P6) c38- Cb= 0

(4) F. = 02. + Q, •• Q.3 - Q47= 0
:::) F.= (P2 - p.) c1•+ (P, - p.) c,.- (P •• P3) C.3 - (P. - P7) C.7= 0

(5) Fs= Qos - Q,.- Qs. - qs= 0 .
:::) Fs= (P - P,) cos- (Ps - P4) c,. - (Ps - p.) CS6- qs= 0

(6) F6=036+Q76-Q69-'q.=0
:::) F6';' (P3 -P6) c3. + (P7 - P6) C78 - (P6 - P9) cll9 - q.= 0

(7) F7= Q.7 + QI7 - Q76 - Q7(10)=0
:::) F7= (P. - P7) C.7 + (PI - P7) C67 - (P7 - P6) C71- (P7 - P10) C7(10)= 0

(8) F. = Qs. - QB7- Q8(II) - <II;= 0
:::) F. = (Ps - Pa> CS6- (PI - P7) C67- (P. - PII) f6(l1)- 'l6""0

(9) F9 = Q69 + Q(10)9- ~= 0
=> F9= (P6 - P9) cll9 + (PIO - P9) c(lO)5l-~= 0

(10) F10'" Q7(10)+ Q(IlXIO)- Q(IO)5l-q(!O)= 0
, =>FIO= (P7 - P10) C7(10) + (PII - PIO) C(IlXIO)- (PIO - P9) c(lO)5l-qlo= 0

(11) FII = Q8(lI) " Q(IlXIO)- ~Il)= 0
~ F II = (PI - PIl) C6(l1) - (PII - P10) r(lIXIO)- qll = 0

A partir de estas ecuaciones, Be puede establecer una mattiz R tal que R = (cij) cuyes elementos de la
diagonal principal son:



Tll ~ - (Tn + T,.)

T22 = - (T01 + TI2 + T14)

r~~= - (T2, + T" + T,.)

T•• = - (T1• + TS' + T" + T.?)

T" = - (To, + T14 + rs.)

T•• = - (T" + T" + T.,)

Tn = -(Tn + T.7 + T7• + T7(10)

T•• = - (I,. + lO? + l.(Il)

r~~-~(T., + T(IO),)

l(lOXIO) = - (T7(IO) + TCIl)(I0) + l(IO),)

l(lI)(lI) = - (T.(lI) + l(lI)(IO)

q2 TIl TI2 l2, 0 0 0 0 0 0 0 0 PI

ql - P.lOI In l22 0 f,. 0 0 0 0 0 0 0 P,

q, T23 0 T" T., 0 T" 0 0 0 0 0 P,
0 0 T14 I" T•• T•• 0 l.7 0 0 0 0 P,

q, - P.TO' 0 O. 0 T14 T" 0 0 I,. 0 0 0 P,

q. 0 0 T,. 0 0 r•• T7• 0 I., 0 0 p.
0 0 0 0 l.7 0 T7• l77 lO? 0 T7(IO) 0 P7.

q.

I
0 0 0 0 Ts• 0 £67 I•• 0 0 T.(Il) p.

q, 0 0 0 0 0 T., 0 0 I•• ~l~"- 0 P,

qlO 0 0 0 0 0 0 T7(IO) 0 f(IO)' l(IO)(IO) f(ll)(l~ P10

qll 0 0 0 0 0 0 0 f(i(11) 0 {(ll)(lO) f'lI)(ll) Pll

Se puede mostrar que la matriz jarobiana J coincide con R.

EI algoritmo de reetiquetamiento expuesto es de importancia en grandes redes donde existen nodos con
alto grade de conectividad. Su aplicaci6n facilita la resoluci6n del sistema no lineal que resulta de analisis
de la formulaci6n de las ecuaciones que rigen el equilibrio de la red, ya que disminuye el aneho de banda
de la matriz de coeficientcs, al mismo tiempo que reduce el correspondiente a la matriz tangente utili7JUla
en el metodo iterativo de Newton-Raphson.

AI reetiquetar la red mediante el procedimiento citado, las matrices simetricas y bandeadas que resultan,
haeen que la aplicaei6n del metodo iterativo requiera menor esfuerzo y tiempo computacional.

E1 metodo descripto se puede aplicar a todo tipo de redes, en cualquier rango de operaci6n y donde el
sistema de ecuaciones tiene como incOgnitas bilsicas alas caudales 0 bien a las alturas nodales.
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