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RESUMEN

Dado que las ecuaciones que rigen el comportamiento de las redes de distribucion
hidréulica forman un sistema no lineal, éste puede describirse matricialmente para
luego resolverse por medio del método iterativo de Newton - Raphson.

Durante el planteo del problema puede ocurrir que cada nodo de la red esté
conectado a pocas tuberias y, en consecuencia, la matriz de coeficientes resulta
rala y el sistema es de simple resolucion.

Sin embargo, en la mayoria de los casos que suceden en la pré,ctlca, los nodos
pueden tener un alto grado de conectividad y la dispersion de la matriz de
coeficientes es un factor de importancia. Debido a esto, para obteper una rapida
resolucion del sistema, interesa reducir el ancho de banda de la matriz. En este
trabajo se emplea la teoria de grafos para describir en forma clara y sistematica la
topologia de una red en régimen estacionario y se propone un algoritmo de
etiquetamiento del grafo basado en el método de Jeppson y Davis, que permite
concentrar los elementos cerca de la diagonal principal y de esta forma disminuir
el tiempo y esfuerzo computacional. Con el objeto de ilustrar la forma de
desarrollar el algoritmo, se exponen algunos ejemplos sencillos de aplicacion.

ABSTRACT

Since the equations that are involved in the behaviour of a flow distribution
" network form a non-linear system, it can be described mathematlcally through
matrixes and sofved with the iterative Newton - Raphson method.
When stating this problem, each node of the network would be connected to a few
pipes thus resulting in a sparsed coefficient matrix. Therefore the resultant system
is easily solved.
However, in most current cases, the nodes may have a great connectivity grade
and the sparseness of the coefficient matrix is an important factor. Due to this
fact, the bandwidth of the matrix should be reduced in order to obtain a quick
solution of the system. Here, the theory of graphs is applied to describe a steady
state network topology clearly and systematically and an algorithm for labelling
the graph -based on Jeppson and Davis method- is proposed. Such algorithm
allows the concentration of elements close to the main diagonal and the computer
time and effort are therefore saved. Some simple examples of its application are
shown so as to explain how the algorithm is developed.
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. INTRODUCCION

La formulacién matematica empleada en el proceso de resolucion de sistemas de liquidos a presioén en es-
currimiento permanente, descripta mediante una notacion matricial, permite conocer las caracteristicas de
los sistemas de ecuaciones involucrados. Estos son no lineales y se resuelven por métodos iterativos [1].

La configuracion de la matriz asociada al planteo del problema citado puede variar, en el caso mas
desfavorable puede resultar con gran cantidad de elementos dispersos debido a un alto grado de conexion
en los nodos. Numerosos han sido los esfuerzos dirigidos ‘al ‘desarrollo de algoritmos para reducir el
ancho de banda de la matriz de coeficientes que describe la red. En este sentido, Epp y Fowler [2]
desarrollaron un algoritmo aplicado al método de los caudales en tanto que, Jeppson y Davis [2] sugieren
otro que posibilita bandear la matriz asociada a sistemas obtenidos por aplicacion indistinta de los
métodos de los caudales o de los nodos.

El algoritmo propuesto toma las ideas basicas de estos ultimos autores, para desarrollar a través de un
modelo de grafos, un método iterativo que permite bandear la matriz que interviene en el planteo del
problema y surge como consecuencia una simplificacion en la resolucion del mismo.

1. TOPOLOGIA DE REDES DE DISTRIBUCION

Una red de distribucion puede ser considerada como un grafo lineal dirigido, compuesto de un niimero
finito de arcos (secciones de tuberias, cada uno con su longitud, didmetro y rugosidad especificada)
interconectados de acuerdo a una configuracion especifica. Las secciones de tuberias pueden contener
bombas y otros accesorios como cusvas o valvulas. Los puntos extremos (vértices) de los arcos, son
identificados como nodos, dentro de los cuales encontramos los nodos de unién y los nodos de grado fijo.

Sea dado un grafo G =(V, U) donde V es el conjunto de vértices y U es el conjunto de aristas de G. Las
siguientes definiciones son necesarias para adaptar la teoria de grafos al estudio de redes de distribucion.

Definicién 1: Se llama subgrafo de G a todo grafo G’ donde G’ = (V' , U’ ), Ve VyUc U (G
puede obtenerse a partir de G, eliminado los vértices de V - V' y las aristas que inciden en estos dltimos).
Definicién 2: Se llama nodo de union de G al vértice donde dos o mas aristas se unen.

Definicién 3: Se Wlama nodo de grado fijo de G a un punto de energia constante. (Por ejemplo: la
conexion de un reservorio, elevacion de un depdsito o una regioén de presién constante)

Definicion 4: Se llama grado de un nodo de G al niimero de aristas que inciden en el nodo.

Definicién 5: Se llama grafo etiguetado a un grafo tal que a algunos de sus clementos (vértices o aristas)
se les asigna etiquetas, es decir nombres, marcas, valores, simbolos, secuencia de simbolos, etc.
Definicion 6: Se llama bucle de G a una arista de G en la que coinciden los extremos.

Definicion 7. Se llama matriz de adyacencia (vértice - vértice) de G a la matriz A = (a;;) donde

a;= numero de aristas de extremos 1y j.

Definicion 8: Se llama ciclo de G a un conjunto ordenado minimal uy, v,,...,u,, u;donde u; £ V y existen
aristas en U que unen u;, con u;,; para todo i=1,2,....,n-1 y u, con u;.

2. GRAFOS ETIQUETADOS

2.1. ALGORITMO PARA MEJORAR EL ETIQUETAMIENTO DE LOS VERTICES

Sea dado un grafo etiquetado G = (V,U) , con bucles en cada uno de sus vértices. A través del algonitmo
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de Jeppson y Davis, se logra un etiquetado que transforma la matriz de adyacencia ongmal det grafo G,
en una matriz de adyacencia banda.

Se construye la matriz de adyacencia del grafo G, cuyas filas y columnas se corresponden con la
numeracion de los nodos y sobre ésta se aplica el siguiente algoritmo:

ler. Paso: Se efecta la suma de las columnas correspondientes al primer y ultimo elemento no nulos de
cada fila. De acuerdo a estos resultados, se ordenan las filas en orden creciente (de arriba hacia abajo). En
el caso que hubiera filas con el mismo resultado, estas se ordenan entre si en forma arbitraria. El nimero
de nodo correspondiente a la fila se conserva.

2do. Paso: Se realiza |a suma de las filas correspondientes al primer y tltimo elemento no nulos de cada
columna. De acuerdo a estos resultados, se ordenan las columnas en orden creciente (de izquierda a
derecha). En el caso que hubiera columnas con el mismo resultado, éstas se ordenan entre si en forma
arbitraria. El nimero de nodo correspondiente a la columna se conserva.

Estos dos pasos se repiten hasta que todas las filas y columnas se ubiquen en orden ascendente y no
ocurra cambio en sus posiciones, o hasta que algiin nimero méximo establecido de iteraciones se alcance
(para evitar repetir cambios ya efectuados en iteraciones consecutivas). Es posible observar que partiendo
de una matriz de adyacencia, que es simétrica, no siempre se obtiene al concluir este algoritmo otra
matriz simétrica. En las aplicaciones a problemas con redes de distribucion, el objetivo es alcanzar una
matriz simétrica al concluir el algoritmo, como veremos més adelante. Debido a esto, se realiza con las
columnas los mismos cambios efectuados con las filas en el ler. Paso, y a partir de alli se repite el
algoritmo, si comesponde continuar. Finalmente, se reetiquetan los vértices asignando a cada uno de
ellos el niimero correspondiente a 1a posicion, que guardan en la matriz una vez finalizado el algoritmo.

2.2. EJEMPLO DE APLICACION DEL ALGORITMO DE JEPPSON Y DAVIS

Consideremos el siguiente grafo etiquetado:
2 3 7
O—O0—O0

o~
1 5
Si se le afiaden bucles al grafo anterior en cada uno de los vértices, la matriz de adyacencia A resulta:
1 2 3 4 5 6 7

111t 1110090
211 11 0 0 0 0
3{]1 111 0 01
A=|4]1 06 1 1 0 1 0
S(1t 0 0 0 1 1 0
610 0 0 1 1 1 |
7{0010011J

Veamos si podemos mejorar el etiquetamiento, usando el algoritmo:
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1 23 4 5 6 7 1 2 3 4 5 67

/1 11 1 1 0 0}6]2 't 11 0 0 0 0] 4|2

21t 11 0 0 0 o0} 4 |1 111 110 0fj6!1

311 11 1.0 0 1181}S5 10 0 0 1 1 0]l7]s
A=14l1 0 1 1 06 1 0|7 4l=l1 06 1 1 0 1 07 |4

‘511 6 0 0.1 1 0{7|3 1t 1110 0 1}8]3

6lo 00 1 1 1t 1|11} 00 1 00 1 1{10}7

716 0 1 0 0 t 1]10| 6 0 0 0 1 1 1 1j11(6

Aplicando el ler. Paso del algoritmo, intercambiamos las filas 1-2, 3-5 y 6-7

215 4 3 7 6 o
21 1. 0.0 1 0 0]6 1 1 06 6 1 0 06 |2
11 1 1 1 1 06 o|¢e 111 11 0 0|6 ]1
5i0 1 1 0 0 0 1}9 110 1 1 1 0{8]3
=410 1t 0 1 1 0 1]9{={06 1 6 1 1 0 1|94}
3/ 1 011 1 0!8 0110 0 0 1/9!s
170 0 0 0 1 1 1|12 0 0 1 1 0 1 1|10]6
6jo 0 1 1 0 1 1]10 0 000 0 1 1 1j12]7

Efectuamos con las columnas los mismos cambios que se realizaron con las filas, intercambiamos las
columnas 1-2, 3-5 y 6-7. Aplicamos a esta nueva matriz el ler. Paso del algoritmo. Esto hace que se
deba intercambiar las filas 3-5y 6-7.

213 4 5 6 17

21 1°1 0 o 8 0] 4 1 11 0 0 0 042
11 1111 0 o0f 6 1 1111 6 olé6l1
3{1 111 0 0 1|8 1 111 1 6 1]81{3
—>i4f0 1 1 1 0 1 0] 8{=j0 1 1 1t 6 1 0|84
s5la 1 0 06 1 1 o] 8 01 0 0 1 1 0/8]5
60 0 0 1 1 1 1}11 o 0 1t 0 0 1 1}10]7
7{0 0 1 0 o 1 1j10 0 0 0 1 1 1 1f11]6

De acuerdo a lo establecido, efectuamos con las columnas los mismos cambios que realizamos con las
filas en el Gltimo paso. Aplicamos a esta nueva matriz el ler. Paso del algoritmo. Esto hace que se deba
intercambiar las filas 6-7. Resta intercambiar las columnas 6-7.

213457176 , :
2{r 1 1 06 0 0 0]4
1l1 11110 06
3/1 11101 08
=(4]0 1110 0 118
5/0 1001 0 1|9
70 0 1.0 0 1 110
6{6 00111 111

Con esta matriz concluye el algoritmo, ya que si efectuamos el primer paso del algoritmo, no cabe hacer
otro cambio significativo. De esta manera un mejor etiquetamiento del grafo dado es como sigue:
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1 3 6
O-cor-— O ——0

4 7

D /O e}

c— . O
2 5

3. MECANISMOS DE FLUJO DE UNA RED DE DISTRIBUCION

Las leyes que caracterizan la distribucién del flujo estacionario en una red hidraulica o de gas son las
leyes de Kirchhoff , llamadas de energia y de continuidad. Estas se vinculan a través de la relacién entre
pérdida de carga y caudal. De acuerdo al método de resolucién que se empleard, basta considerar la
ultima ley y la relacién mencionada.

3.1. LEY DE CONTINUIDAD

Y 0, 0,+q;=0 j=12,.n Ny

i=1

donde 7 = numero de nodos.

Q, = caudal circulante enla tuberia donde 7 = niimero denodos.

0, = caudalcirculante en la tuberia que une elnodo # con el nodo .

q; = caudalssaliente o entranteenel nodo j.

o; ={-101}  seginlaorientacién enlatuberia que une el nodo i con el nodo j.aqueune elnodo i con el nod
q; = caudal saliente o entranteenelnodo j.

a, ={-1,01}  segunlaorientacién enla tuberia que une el nodo i con el nodo J-
3.2. RELACION ENTRE PERDIDA DE CARGA Y CAUDAL

Se considera, entre las relaciones empiricas existentes, la ecuacion conocida de Hazen - Williams -

0.54)
0, =AP,.r, = AP,.C.D* | (32)
R A S FTY YY) '

donde L es la longituddela tuberiaque une al nodo i con el nodo j
R; =Resistencia de la tuberia que une al nodo i con el nodo /.

AF; = F, - P,,donde F, y P, son las presiones en los nodos i y .
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3.3. EL METODO DE LOS NODOS

El método de los nodos es uno de ios empleados para la resolucion de redes, por medio del cual se
establece un sistema de ecuaciones que tiene como incognitas las presiones nodales.

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) resulta:

Yo r AR, +4,=0 j=12,..n (33.0)
Z

donde n = niimero de nodos.

Si se reordenan y agrupan los términos que contienen a una misma presién P; , i =1,2.,n , el sistema
puede reescribirse en forma matricial de la siguiente manera:

RP+g=0  estoes

33.
RP=-q (332

R = (r;) Matriz de resistencias de orden n X 0.

'T; = factor de resistencia que resulta de agrupar las resistencias de una misma presion.
P =(P,) Vector de presiones nodales de ordennx 1.

q={(g;) Vector de caudales deordennx 1.

Desarrollando la ecuacion matricial (3.3.2) resulta:

E = 1y B +eotn, Bo= g,

F, =1y P 4oty P =g, (.33)

N R A

n

Diferenciando el sistema de ecuaciones anterior y tomando una fila F; se obtiene:

dF; =—dg;, esto es

.iﬂid_Pl +£[ﬂ’2+.+£df’" =-dg,
dF, F, dF,

y se construye una matriz jacobiana o tangente J que vincula las variaciones de las correspondientes a los
caudales. De esta forma:

dF,
IDP=-Dq donded =(a,)= [;)
i

3.4. ALGORITMO DE RESOLUCION

Una vez que estan definidos los parimetros de la red de distribucion: mimero de nodos, conectividad,
diametro de las tuberias, presiones, caudales especificados y cotas de error, el algoritmo de resolucion del
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sistema de ecuaciones no lineales que surge de la aplicacion del método de los ‘nodos, consta de los .
siguientes pasos:

~ Definir:
a) El vector de presiones iniciales
P=@’ P’ . PO
b) La tolerancia €
c) El nimero maximo de iteraciones N
d) El contador i =1

|

Calcular los caudales ¢'=( ¢',,4;,..., ¢')
resolviendo el sistema R(P°). P’= -

PASO 2

Determinar Dg' =g(dado) ~ ¢

A
Determinar J(P°)

Calcular DP'de J(P°). DP = - Dg

Calcular P'=P" + DP’

l

llDP'lSsl i=N PASO 2

4. ALGORITMO DE JEPPSON Y DAVIS PARA REDES DE DISTRIBUCION

A través del algoritmo se-logra un etiquetado que transforma la matriz jacobiana original en una matriz
banda. El algoritmo consta de dos pasos en los cuales cambian de posicién las filas y las columnas de la
matniz de adyacencia.

Para obtencr una representacion topologica de una red de distribucion, se utiliza la teoria de grafos. Al
grafo que resulta, se le incorporan bucles en cada nodo de unién (esto no incide en la mecanica de la red).
Se analiza el subgrafo que resulta de eliminar los vértices que representan fuentes de la red y se lo
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etiqueta otorgando una mumeracién arbitraria a los nodos. Se construye la matriz de adyacencia del
subgrafo considerado y sobre éste se aplica el algoritmo enunciado en 2.1.

En las aplicaciones a problemas con redes de distribucion, el objetivo es alcanzar una matriz simétrica al
concluir el algoritmo ya que el resultado de éste debe interpretarse como la matriz de adyacencia del
subgrafo original para un cierto etiquetamiento. Debido a esto, en el 2do. Paso se efecthan con las

columnas los mismos cambios realizados con las filas en el ler. Paso, y a partir de alli se repite el
algoritmo, si corresponde continuar.

5. EJEMPLO DE APLICACION EN REDES DE DISTRIBUCION

Se quieren determinar en la siguiente red, las presiones en cada nodo (P;) a partir de las demandas (q;) en
los nodos de unidn exteriores.

5 qs _/\6/ 9 1 a0
s/ | |
N, ;I X ’ 1 1o
%
B v %
2 \ qz 3 Qi \& Qs 9
Para reetiquetar la red, usaremos el algoritmo de Jeppson y Davis obteniendo una matriz jacobiana banda.

Esta se empledra en la resolucion del sistema no lineal por el método de Newton - Raphson. Sea A la
matriz de adyacencia correspondiente a la red de distribucion anterior:

1 23456 78 91011
1ft 1. 1 0000 0 0 o]s
2/1 11 8 800000 0f4
3/ 1 11 600100 oo
411 ¢ 1 11 0 1 0 0 © 08
510 0011100 00 ofto

A=|6/0 0 0o 01 1100 0 1016
716 8 0 1 0 1 1 1 0 1 o4
8{0 0 1 0.0 0 1 11 0 alt2
9/0 0 o 0 6 0 0 1 1 1 o}i8
10/o 6 ¢ 0 0 6 1 6 1 1 118
11{0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 117

Luego de aplicar el algoritmo, arribamos a la matriz que marca el etiquetamiento definitivo, que es la
siguiente; .
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2 1 3 4 58 7 6 9 10 11
21 1.1 0 0 0 0 0 6 0 o] '
1t 1 # 1. 06 0 0 0 0 0 0
3{1 011 0 &t 06 6 0 6 0
4(0 1 11 1 6 1 6 0 06 0
S{0 6 6 1 1 0 0 1 0 @8 ©
8o ¢ 1 6 0 & 1 0 1 0 0 .
7{0 ¢ ¢ 1 06 1t 1 1t 0 1 ©
60 0 0 0 t 0 1 1 0 0 1
9/0 ¢ 0 0 0 1 8 0 1 1 @

10(0 0 0o ¢ 0 0 1 0 1 1 1
11{06 ¢ 0 ¢ 0 @ 0 1 0 1 1 |

De acuerdo al algoritmo desarrollado, la red se reeuqueta de la forma que se muestra a continuacion:

5 ) 8 11
D /‘B ./ql qn

Gio

& 6 g

Las ecuaciones de mntmmdnd en cada nodo resultan:

(1) Fi=Qu-Qp-4=0
= F=P;-P) 1y - (P - Ps)l'zs G@=0
(@) F,=Qy - Qy-Qu- [ {
=2 F,=(P-P) 1o - (P, 'Pl)fu ®;- P4)f14 4=
B) F3=Qi3+Qu-Qu-g=0
D F=P-P)rp+ (Py-Py) 145 - (P3 - Pg) 135~ 43 =0
(4) F4=Qu+Qs-Qu-Qu=0
= Fe=(P,- Pa)ru"'(Ps P4)r54 Ps-Py)1g- (P4 P7)1'47—0
(5) Fs=Qqs - Qsg- Qsg -
= Fs=(P-Ps)ro5- (Ps P4)Ts4 (Ps - Py 155- 5=
6) Fo=Qus+ Qu- Qgo-qs=
= Fg=(P3- Ps)fss"’(Pv Pg) 175 - (g - Po) 159 - g3 =0
(M F7=Qq + Q- Q- Qrapy=0
= F7=(Py- P) 147 + (Pg- P;) 167- (P71 - Pg) 133 - (P7 - Pyg) 1’7(10)“0
(®) F3=Qs - Qg - Quuyy-9=0
= Fg=(Ps - Pg) rs6- (Pg~P7) rg7- (Pg - Pyy) Iep1y- 46 =0
9) Fo=Qg +Quop-q4=0
=> Fo=(Ps-Py) 1a5 +(P1o-Po) 110 - Gs=0
(10) Fi5= Q00+ Quiyaoy - Quiop - Gqoy = 0
=F 1= (P1- Pio) t7a0y + P11 - Pro) Tuiyi0) = Piro = Po) Fag - G10= 0
(1) Fi1= Qsqyy - Quuixaoy - G =
= Fu = (ps - pu) Teuny - (Pu - Plo) Lapaoy - G = 0

A partir de estas ecuaciones, se puede establecer una matriz R tal que R = (r;) cuyos elementos de la
diagonal principal son:
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;17 == (T +Tpy)

;; ==ty + Ty + 1)

;;3 == (0 + Ty + Tyy)

;-4—4_: ~(fy gyt T HIy)

}_5:= = (Tps + Iy + Egq)

;6—S= = (T3 + Ty + Tgg)

f;-l_ = =Ty + Tgy + Yog + Tyyg)) '
rs_s == (T + 1 + r6(11))

Top = = (fas + Taoy)

Taoao = = (a0 + Tanaoy + Taos)
Tapan = ~ (Tean * Tanan) ’

De esta forma, queda planteada la ecuacién matricial Q =R.P cuyo desarrollo es :

- 4 p— ~ -

q, I, I; I; 0 0 0 0 0 0 0 0 P,
q, - P, t, T, 0 r, 0 0 0 0 0 0 0 P,
'R Iy 0 Gy Iy O g™ O o 0 0 0 P,
0 0 1, Iy Iy T, O Ty 0 0 0 0 P,
Qs — Puxgs 0 0 0 1, £, 0 0 5 O 0 o P,
Qs =10 0 T 0 0 Ty Tz 0 T 0 0 P,
0 0 0 0 1, 0 1 Iy Ig 0 T700) 0 P,
qs 0 0 0 0 1 0 ry 1; f)_ 0 Tean Py
95 © 0 0 0 0 f, 0 0 I, Ty P,
9o 0 0 0 0 0 0 n 0 Tame  Faoyo Tanoo Py
IR 6 o0 0 0 0 O 0 Ty 0 Tupao  Tanau L Pid

Se puede mostrar que la matriz jacobiana J coincide con R.

CONCLUSIONES

El algoritmo de reetiquetamiento expuesto es de importancia en grandes redes donde existen nodos con
alto grado de conectividad. Su aplicacion facilita la resolucion del sistema po lineal que resulta de analisis
de la formulacion de las ecuaciones que rigen el equilibrio de la red, ya que disminuye el ancho de banda
de la matriz de coeficientes, al mismo tiempo que reduce el correspondiente a la matriz tangente utilizada
en el método iterativo de Newton-Raphson.

Al reetiquetar la red mediante el procedimiento citado, las matrices simétricas y bandeadas que resultan,
hacen que la aplicacion del método iterativo requiera menor esfuerzo y tiempo computacional.

El método descripto se puede aplicar a todo tipo de redes, en cualquier rango de operacion y donde el
sistema de ecuaciones tiene como incognitas basicas a los caudales o bien a las alturas nodales.
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