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RESUMO
Este 1rabaIho apresenta urn estimador de ClTOS "a-posteriori" para anaJises de c:lementos finitos
em problemas ~ 1ineares, e urn proceaso de refinamento auto-adaptativo tipo b
par no. Esse procclllIO cvita 0 problema da ~ de DOs irrcguIarcs C csta iinplcmentado no
sistema GAEU.

ABSTRACT
This paper presenlB an "a posteriori" error eatimatDr for finite e1emcnlB analysis .in linear e.lastie-
static problems, and a h-melhod adaptive remesbiDg procedure 1bat works node by node. This
procedure avoids the problem of irfesular nodes generation and it ls implemented into the
GAELI system.

Os processos adaptativos. aJem. de realizarem a anaJise normal de elementos finitos, detc:rminam a regilo do
dominio onde 0 modeImDcnto nio e adequado e, ap6s i880, molboram 0 mesrno usando uma dasestrat6gias
(versao r, P ou h). Geralmente, iDicia-se a aniIise com uma maIha 0 mais unifonile passivel e calcuJa..se a
soluQ.io. Ap6s isso, ostima-ee 0 CD'O JocaI, enriqueccndo a maJha onde 0 CD'O for grande.

A wrsio r simplesmente rca10ca a posi~ dos nOs, a versio p aumenta 0 gran dos polinOmios das fun93es
de .interpo1ayao e a versio h, que sera utilizada neste trabalho, atua atraves da subdivisio dos elementos. A
maIba 6tima sera atingida quando 0 erro for iguaJ em todos os elementos, ou seja, quando houwr wna
distIibui-rao uniforme do erro de aproxittwtao tendo como limite superior a percentagem de erro
especificada. 0 presente trabaIho e baseado na ~io de Mestrado [1] e utiIiza urn estimador de etTOS

proposto par [2J c [3) que consiste na pro.ie'fio local e suavizayio global do campo de tens3es. Este
eslimador de erros esta implementado no sistema GAEU [4J.

C.alculam-se as tensOes aproximadas pela .expressio & = D € = DB (/ onde & e iY representam.., ... - ...,........ ....-
respectivamentt as def~ cspccificas e OS dcslocamentos nodais aproximados e D e a ma1riz
constitutiva elJistica. Sendo cr a so~o exata de tensoes, 0 erro de tensOes sera dado pela expressio (1)



Como a exprcIIIIio (1) e uma f'uo\:io de ponto, de dificiJ aptic~io pritica, utiIiu-sc a norma de energia do
c:rroddinida sabre 0 vohunc; do c;lcmento Q

Para obtcr uma ~ de 0, parte-ee da expRlllio o' = IIIct oode uma componente de tensio 0', em- --
um ponto qualquc;r no interior de um cbnento, rdaciaoa-sc com as mc:smas compone;ntes de tensio C!.'nos

divmIos nOs do elemento atraves da matriz 6nha de ~ Ill.

Para obter ~. minimiza-se 0 fimcional quadriIicoX:= L(0- - 0'l dO para cada componente de tensio 0- e

0',0 que pormitc obtcr [~~T~ anJe.( = JO~TO dO onde C!.'e 0 ~ incOgnita do problema, 0 qual

nio depende de Q. Jntegrando ~ = 1!T ~ aD e ~ =1~TO- aD por Gauss, podc-se obter cada conjunto

de componentea a pan 01 nOs do elcmento. DenominA-IC a de tensOes projctadaa, as quais dependem
- -

do elemento COIlIIiderado.

UsaDdo os nOs do e1emento como pontos de~, a malriz M da origem a malriz diagonal MD [5],- -
QL

enquanto que R cia origem a RD. Essas mmizes pc:rmit.em obter as ma1Iizes globais MT:= "f.MD e
- - - er;::.l-

QJ. "
RT", "f.RD onde QL e 0 nUmero "de c1ementos CODSfituintes da cstrutw:a. A ~ do sistema
- c=1.... ,

ltfT~" == I!T fOmecc as tcns&s suavizadu globaill ?"nos nOs do elemento. A partir de ?" podc-se obCcr,

para cada elemento, 011 valores das componentes de tmsio 0" nos pontos de ~ de Gauss atraves

das fun90cs de interpo~ ~ uIi1iudas pan calcuJar a malriz de rigidez do e1emento. Assim. para calia
NNE

componentc em um certo ponto de ~. 0" == "f.+;o," onde 4l; sio 01 vaIores das ~ de
;=1

~ no ponto do integrIqio e NNE 0 0 mJmoro de DOepot elemonto. Ap6s ileo, 0 possiwl fu.er
uma ~da expreado (1) nos pontos de ~ (PI) como

(~) (.._)eo =0-0
- PI - - PI

oode WpI e 0 peso II det JPI e 0 detenninante do Jacobiano. Seguindo 0 racioeinio utiIi.zado na nonna de
energia do erro obtem-se, ao substituir na expressio (4) 0 termo eo pot &, uma ~ da norma de

~

NPI------

energia de tensio atravCs da expn:ssio 1E1- = L(uT
) D-1(u) Wp/ detJ PI" Para obler uma meJhor

o P~l- PI- -PI

~ da nonna de energia de tensio 1E1lo. em nivcl de elemento, podc-se combinar lEIlo com a



cxpressao (4) cbegando aiEL == ~Ef;;lEf.o'Conlisso, 0 errorela1ivo aproximado ~(%),em nivd de
elemento, sm

• IEL
11 == -wr x 100 .

nERo

Existcm virias eslratCgias de r~to tipo h. Na catrategia utiIi.zadaneste trabaIbo, e estahdecido-um
critCrio de prccisio c~ objctivo c 'atingir uma detcrminada porcentagl::m de C1TOretmvo atravCs da nOnna
de encrgia. Para isso, uti1iza-sc as nonnas de encrgja globais. A norma de energja do erro, com:spondente a
toda a esIl'Utura, pode scr avaIiada como

onde 11E~ e calculado, para cada elemento i, pela (4). A norma de en. de tensaoglobal, obtida de
QL

forma ~ a exprcssIo (6) aeni IE'••= LIEI~·
i~l

Admitindo que 0 C1TOesteja jguaImcntc dis1ribuido entre todos os ebnentoll, que e a con~ 6Iima (6],
tem-se IIEI~=IEII- =11E1~tal que l::;i,j::;QL, onele i ej corrcapondem a dois elementos disIiotos

II I.}efJ #

quaisquer e k simboliza um valor constaDte do ClTO.Devido a isso, a expcessio (6) pode scr reescrita como

11Et" == QL·IE~, eo C1TOrdatiw de toda a cstrutura, ava1iadopor uma cxprcssio aJ:Woga a (5), :fica

11 =[ QL x IlEt. ]111 x 100
T !Eta +lIEfn

a

Estabclecendo TiT como 0 maximo erro reIaIivo permitido para a estrutura, em porcentagcm, 0 criterio a ser
sabafcito sera ~T s tiT' Adotaodo neIe a igualdade, a expressio (7) pennite obter

II!?I = f'l1T)2 x IlEl~;;+1[E·I~i.
,"",Okl. Vl100 QL

que pode ser adotado como 1imitC superior de erro desejado em cada elemento, correspondente ao TiT
especificado. Entio se IIEI~,> 11E1,"" com ] ~ isQL, 0 elemento i deve softer refinamento. Fazendo

Pi = 11E1~DfllElluD e send<>p iguaI a ordem do polinOmio empregado, 0 valor de p1ppode Set"intcrpretado

como
p~p s 1
1<p:/p ::;2
2"-1 < pYP S 2'

- nao ha necessidade de reaIizar refinamcnto;
- ba necessidade de reaIiz.ar urn refinamento;
- hA necessidade de rcaIiw T refinamentos sucessivos no e1emento.



Devido a existCncia de elemeotos de dilncm&Oes variadas, e iDteressaDte U1iIizar na cxpn:ssio (8), em lugar
de (J tQL), a ~ de votumcs (V;I Vr) onde V; reprcscnla 0 volume do elemento considcrado e Vr 0
wlumc global. 0 valor ~ IIEII». passui a depcnder do ek:mcnto e entia, para urn elemento i, sera

Sio vaJidalI todas as f6nnulas __ anteriormente, substituindo 11E11u par IIEllu onde for 0 caBO. 0. .
refinamento par e1cmenlo Jl()f'IDI1monto apmenta problemas de implemetl~ par eriac, dependendo do
tip<>de mbdivisIo adotado, 08 chamados n6I imguIarcs (ver figura 1).

Figura 1 - TIpO de subdivisio que cria os nOs im:gulares.

A vanlagem das subdMsOcs acima 6 que etas conduzom a elementos com um minimo de ~, nio
importando 0 nM:I de refinamcnto. Nota-Be que os nOs irIeguIares nio cxistem nos elementos virinhos ao
elemcnto refiDado. Por iII8o, 1IIaIIl-8e tCaIic:as eapcciais que pennitcm acopIa-b ao restante da maJba. Essas
tCcnicas, COD1Udo, impIicam ~ no aIgoriImo de ~ e apresentam. dificuldades adicionais
para 0 caIO de dementos quadDticos 00 cUbico&e em malbas constitDidas de c1cmeotos de diverus fmnas
ou 1ipos.

Embora sc;ja poiIfw;llUbdMdirum elcmcD.to I!ICII\criar nOs irreguIm:s, rcfinIImentos sucessivos, lcvados a
cabo sabre elcmcIItoI oriundos do primeiro rdinamento, tendem a genr elemeotos muito distorcidos. Esses
elementos pos8UClIb InguIos intcmos cada vez mais pr6xim08 de 180°, dando origem a mOB cada vez mais
acentuados (ver figura 2).

FJgUra 2 • SubdMsio por elemento que Ilio cria nOs irreguIares.

Por isso, sera adotada uma·ttcnica int.cImc:dWia que n30 cria nOs im:guIares e que tende a apresentar urn
menor indice de ~ DOS elementoi oriundos de rWnamcnfos sucessivo&. Esta ticnica opera
reaJ.izando0 refinamcnto ao rcdor de urn nO e nio diretamente dentro de urn elemento (ver proximo item).

E a esIratCgia utiJizIda neate 1rabaJho. Para bI1, procW"a-se caracterizar nOs ao redoe dos quais sera realizado
o refinamento. Inicialmente caIcuIa-se, para cada elemento, a norma de energia do erro e 0 valor limite de
erro conforme as cxpress&s (4) e (9) respectivamente. Em seguida realizam..se, para cada nO, as medias
dos quadrados da norma de mcrgia c do limite de erro dos elementos concorrcntes no nO N. Seuda NLCN



j2 1 NLCN f(2
o niimero de elementos concom:ntes no nO N, tem-se IIEIINt, = NLCN i~ IE ••, e

IIEle . = _1_ Y ~E~ki . Companmdo essas express(k:I, haverll refinamento nos elementos que
Me, NLCN 1=1 '

circundam 0 no N sempre que 11ElINl, > IEIMi.. As figw"as 3 a 6 mostram. a subdivisio adotada confotme

o 1ipo de clcmento utilizado .
• - No ao redor do qual e reaJizado 0 refiDamento

As subcIivi8Oe8do elcmentos valcm para maIhas mistascom qualquer dos elementos acima mos1rlIdoI, tanto
lineaRS como quadrIticos, contanto que cada eIemento de origem a elementos de mesma ordem e que nio
haja mistura de elementos de ordem diversa (wr figura 7).

=0=-1~- '- --

-~ --------

o processo de c~ de nOs e elementos e controlado atrlr\IQ do arranjo NCONTR. 0 controle" fcito ao
longo das diYenas empas de refinarnento, ~ a VIIIiMl MVEL.
Para a 1Q. etapa de refinamenJo:

a)lvlVEL=i, iodos os nOs de camo damalha CJripjna1reedx:m.NCONIR=NlVEL;
b) Umoo que tenba 0valor emNC011/1R=!v[VEL e que necessife de re1inamento:

- marca-se cste nOcom valor -NlVEL em lvCOJ.,7R (nao sera mais refinado)
- marca-re (JJ n6s dos elementos vizinhos com IVCOlvTlt=fJ (impedir refino na etapa);

c) Fun da ctapa: nOscom NCONIR={) s40 reposIOS corn NCONIR=MVEL.
Para as etapus seguintes de rejinomerdo:

a) AIribuHe MVEL+ I 80S n<MlS nOs de canto;



b) 0 procc:8O corDPt, ~ rdirwncnIo JlOI n6s comNCONrR=NlYEL;
c) Se, a padir de umacerta dapa. nio cxislircmmais nOs sem re6no que ~ a IIEINi. > IIEDNki, '

Nf1IEL=NlVEL+ 1 c:; 0 ~~ JWII08DlMlS.

Obs: NOs ~ de •••••••• 18~ nio 8io ccnsidemdos m ~ ac.ima w.to que NCONTR e
preenclIido-apc:oas com oDs de canto. Nio e JXllIllMl n:aIizar ~ ao recb den6s ~

EXEMPLOS

Obs:. Nos exc:;mplos a scguir, ~ (%) c:;llT vCm das expressOc:;s (5) c:;(8) ~.

Exemplo 1: Viga engastada IivIe (~figuras 8 e 9). 1lT'" IO%(CITO n:1ativo maximo permilido)
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Figura 8 - Vigil engastada livre. Estado plano de tensOes. Flementos 1riangulares de 3 nbs. a) Desenho
esquc:;nWico b) MaIha iDiciaJ, 27 nbs, 32 elc:meDtos. (JI_ =026 c) MaIha iniciaI, ~ (%).
~_ =0 43%, ~_ '" 22,1%
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Figma 9 - Visa eagastada Jivre. Estado plano de tensOes. Elementos triangulares de 3 nOs. a) I! refino, 85
n6s, 14 elementos. 0._:; 11,3, ~_ = 29%, ~_ 0= 9,4%. b) 2! refino, lSS n6s, 132
elementos. 0._ = 18 c) r- mmo, ~ (%). ~ma= 23%, ~_ =9,2%

Pode-se notar, das figuras 8 e 9, que ia tensio a. nuixima se aproxima da ll::nsio maxima te6rica de 80 a
medida em que se wi refuwldo a maJba. AJCmdisso, os erros nWamo e medio diminuem ao longo das
etapas de refinamcoto. 0 erro maximo se ~l:riI na zona de apoio. 0 erro mCdio e calcuJado somando-
se 0 erro existente em cada n6 e depois divictindo-sepelo n:umero de nOs da maIha. Pelo resultados obtidos,
conclui-se que 0 processo de refinamento utilizado funciona COJ11ltamcnte e e eficiente. As zonas que
possuem maior nfvel de erro sofrem maior nilmero de refinamentos succssivos. Nos pontos de apoio nao IS
possivel atingir a percentagem maxima de erro especificada dcMdo a sua pre8CD\:a.Por isso, e importante
avaliar 0 erro maximo em conjunto com 0 medio para verificar a eficiCncia do processo de re.finamento.
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Figura 10 - Viga simplesmcntc apoiada. Solido lridimonsional. Elementos hexaCdricos de 8 nOs. a)
Desenho esqucmi1ioo b) MaIha inicial, 2SS nOs, 128 elementos. o¥ •••.•= 1,1 x Hf kN/m2 c)
MaIha inicial, ~. (%). ~_ co 25%
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Figura 11 - viga simplesmcnte apoiada. Solido tridimensional. Elementos hex.aedricos de 8 nOs. a) I!
retino, 1201 n6s, 692 elementos. ax..". '" 1,2><10' kNlm2, ~ ••• = 23%. b) 2! retina, 3432
nOs, 2228 elementos. cr~"...=1,2x 105 kN/m2 c) 2! refino, Tj (%). n_ = 20%.



o cxemplo 2 (figuras 10 e 11) canduz a urn resultado que permite atiugir a perccntagem de ClTO

c:specificada Tlr = 5% em quasc toda a c:s1nltura. As Unicas cxcey&s sio: 0 ponto de apIi~ eta carga
concentrada e OS pontos de apoio. Os maiores valores de ClTO se concentram cada vez mais ao redor desses
pontos a mcdida em que a malba vai scndo rcfinada, 0 que indica que 0 crro medio tamb6m baixou. Os
valores de tensao Ox miximos estio proximos da tensao 0 .• maxima te6rica de 1,25x 10' kNlm2,Wto que
0 ••••.• = 1,2x IOS kN/m2 nas duaseiapasde ~to.

A estrat6gja de refinamcnto par nO, par nio criar nOs irregulares, e de ficil ~ em sistemas
~ de dement08 fioitos. EJa podc scr apIicada em dc:mentos bi e II'idirn«Jsion Iineares e
quadriticos do 1ipo triingulo, quadriWero, pentaedro ou hexacdro.
Ao reaIiur refinamentos sucessivos dentro de uma mesma etapa, consegue-se atingir baixos indices de erro
mais rapidamcnte. Apeaar cia ~ doll e1emeDtos, que aumenta DlIIl CODlIOCU1ivas etapas de
refinamcnto, 0 proce;8IO pcrmite que se obtmba lIII1 abaixamento do nivel de erro ate valores da ordem de
S%, cxceta para pontos de ~ de carp au apoio. Para niveis de CITO menores, corre-se 0 risco de a
distoryio cxagcrada em alguns elementos nio pmniUr 0 abaixamento do erro, embora isso nio seja uma
regra. 0 CffO midio pode see usado como critCrio para verificar a necessidade da ~ de rcfinamcnto.

De modo gera1, 0 estimador de errOl e 0 processo de t'efinamcnto utjljzados mos1rarlIm-se bastante
eficientes, urna vez que 0 crro diminui ate nfwis ~ do ponto de vista de enpaharia. Caso se dcscjar
erros ainda menores, pode-se iniciar 0 prOCC8llOcom umamaJha mais fioa.
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