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RESUMO
Este trabatho apresenta um estimador de erros "a-posteriori” para andlises de elementos finitos
em problemas eldsticos-estiticos ineares, € um processo de refinamento auto-adaptativo tipo h
por 6. Esse processo ovita o problema da geragio de nés inrcgulares ¢ esta implementado no
sistema GAELL

ABSTRACT
This paper presents an *a posteriori” exror estimator for finite clements analysis in linear elastic-
mﬁcproﬂcns,mdah-mcﬂmdadapﬁwmmeshhgprmdmummwmksmdcbymdc.nﬁs
mwe&mwddsﬂ:eproblemofhegﬂarmdesgenaaﬁmmdkisimplemmadmﬂm
GAELI systcm. :

INTRODUCAO

Osmmessosadaptaﬁvos,alémdemaﬁzaremaanéﬁsenomaldcclemmtosﬁm:os,dctmminamaregiiodo
donﬁdomdcomdelmmmﬁoéadcmudoqapécm,mommommmmdomdasmwégiu
(ve:sior,pouh).Gcrahncn&,hﬂda—seaanéﬁsccomumamaﬂnomaismﬂ'mmcpossiwlecalcuh-sea
solugEo. Apds isso, estima-se o erro local, enriquecendo a matha onde o erro for grande.
Avmxﬁorsimpleamentcmalocaapodgiodosnés,amiopaummtaogmndospolinémiosda.sﬂmq&w
de interpolagio e a versio h, que scra utilizada neste trabalho, atua através da subdivisio dos elementos. A
nulhaéﬁméwriaﬁngidaquandoomofmigualcmtodosmelemenm,ouseja,quandohouveruma
disquiomﬁfmnedomodeaproxhnagio&Mocomoﬁmimmwdmapﬁcmmgemdcmo
especificada. O presente trabalho ¢ baseado na dissertagio de Mestrado [1] ¢ utiliza um cstimador de emros
proposto por [2} ¢ [3] que consiste na projegdo local ¢ suavizagio global do campo de tensdes. Este
estimador de erros esti implementado no sistema GAEL] [4).

O ESTIMADOR DE ERROS

Caloulam-sc as tensdcs aproximadas pela expressio G=Di=DBU" onde 6 ¢ U° representam

respectivamente as deformages cospecificas ¢ os destocamentos nodais aproximados e D é a mainz
constitutiva clistica. Sendo o a solugdo exata de tensdes, 0 erro de tensdes sera dado pela expressio (1)

& = 0-3. )
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Como a expressio (1) é uma fung3o de ponto, dedtﬁcﬂaphcagmprahca,uhhza—scanmmademagmdo
crro definida sobre o volume do clemento Q2

el = Jhe D¢, . @

Paraobtq'mxvaﬁaqiodec,puwdaemessioo‘=¢6.ondeumacomponmtcdetmsioc',em
um ponto qualguer no interior do um clemento, relaciona-sc com as mesmas componentes de tensio & nos
diversos nés do elemento através da matriz linha de fungSes & .
Paraobtcra'mixﬁnﬁu-seoﬁmcionalquadﬁﬁoo.sz(é—c')deparacadacomponcntcdetmsio&e
c',oqucpeltniteobtcr[ja@TQaf}]a'=de>76monde?'c’ovet;xincégniudopmblam,oqual
niodependedeﬂ.hﬂegmdo.ﬂ!:jng’?dne{(:jn@’?sdoporGwss,pode—seobtcrcadaconjunto
&mm&jpmmnéswm.w«?dem&smjﬂaduasqmmm
do clemento conziderado.

Usando os nés do elemento como pontos de integragdo, a matriz M d4 origem 3 matriz diagonal M [5],

gL

enquanto que R hm&R”.Emmmimpcmhmobmrmmmimdob&M7=ZM°e
RT ZRDmﬂcQLeonumaodedmmmsconmdacsuumAwthodom
M"‘ ~R’fomeccastmsoessuawzzdasglobmc nos nos do clemento. Aparurdec pode-s¢ obter,
para cada elementn, os valores das componentes de tensio o nosponmsdemtegragaodeGmssan'avés
dasﬁngéwdchn«whqio?ﬂﬁud&mcakﬂuamﬁzdeﬁgidezdodmmm&dmmm

NNE
componente em um certo ponto de integragio, 6~ = Y 4,5, onde ¢, sio os valores das funges de

=]
hwpm&mm&hwem&omhn«ojden&poremw. Apds 880, é possivel fazer
uma avaliagio da expressio (1) nos pontos de integragdo (PI) como

(),("9), o

¢ uma avaliagio da cxpressio (2) pode scr obtida pela exprossio (4)

Ial, - z(") D3, W, dets,, @

Pr=1

onde Wy, é o peso e det.J,, é o determinante do Jacobiano. Seguindo o raciocinio utilizado na norma de
energiadoexroobtém—se,ansubstituirnaexpressio(4)0te:moéo por &, uma avaliagio da norma de

NP

cnergia de tenso através da expressio £, = JZ(&T)HD"(&)PIW,, detJ ,, . Para obter uma melhor
=1 -

avaliagio da norma de energia de tensio {£Y,, em nivel de clemento, pode-se combinar IEl, com a
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ckﬂ)eﬂw, sc!a
n = 100 (5 )
n:- W X . .

'REFINAMENTO AUTO-ADAPTATIVO TIPO h POR ELEMENTO

Existem virias estratégias de refinamento tipo h. Na estratégia utilizada neste trabalho, é estabelecido um
critério de precisdo cujo objetivo ¢ atingir uma determinada porcentagem de etro relativo através da norma
de encrgia. Para isso, utiliza-s¢ as normas de energia globais. A norma de encrgia do erxo, correspondente a
toda a estrutura, pode ser avaliada como

=L, =§HEQ ©)

onde ||, ¢ calculado, para cada clemento i, pela (4). A norma de energia de iensdo global, obtida de
o K
forma semethante i exprossio (6) scra ﬂEﬁa= §|E|fn

Admitindo que o e1ro csteja igualmente distribuido entre todos os clementos, que ¢ a condigio Gtima [6],
temese £, =]E], =|E,, tal que 1</, /< QL, onde i ¢ j correspondem a dois clementos distintos

quaisquer e k simboliza um valor constante do erro. Devido a isso, a expressio (6) pode ser reescrita como .

lLEﬂ;,.=QL.ﬂEﬁ;ﬁcoenordaﬁvodcwdaaesmmm,avaﬁadoporumaexprmiomﬂosat(ﬁﬁcl
. [oxieg 1"
r= — 8 X 100
" [aEI;+uEmJ X

Estabelecendo 1j, como o méximo erro relativo permitido para a estrutura, em porcentagem, o critério a ser
satisfeito serd 7, < 7. Adotando nele a ignaldade, 8 cxpressdo (7) permite obter

a, ¥ IEG: +IEL,
IER,,, = \/(f%b) o ®)

quepodeseradotadocmmﬁnﬁtésm)eﬁmdccxmdesejadoemcadaelemmto, correspondente a0 ¥,
especificado. Entdo se |E|, >[I, , com 1<i<QL, o elemento i deve sofrer refinamento. Fazendo
p; = HE'L-G /"E"h'a e sendo p igual i ordem do polindmio empregado, o valor de p¥” pode ser interpretado
<omo :

PP <1 - n3o hi necessidade de realizar refinamento;

1<pfP<2 - bi necessidade de realizar um refinamento;

2t epr <y - hi necessidade de realizar r refinamentos sucessivos no clemento.
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Devido a existéncia de elementos de dimenses variadas, é interessante utilizar na express3o (8), em lugar
de (1/QL), a relaglio de volumes (¥, /¥;) onde 7, representa o volume do clemento considerado ¢ V; o
vohmcg!obal.Ovalorﬁmiﬁe"Eltn passars a depender do clemento ¢ entio, para um clemento 7, sera

i, = () (1 ek, w158, ®

Sio vilidas todas as formulas vistas anteriormente, substituindo |E|,, por [|E],, onde for o caso. O

refinamento por elemento normalmente apresenta problemas de implementagio por criar, dependendo do
tipo de subdivisio adotado, os chamados nés irregulares (ver figura 1).

H
| - NO irregular

Figura 1 - Tipo de subdivisio que cria o8 nés irregulares.

Am@emdambdwm&esméqueclmwndumnael«ncnﬁoocomumnummdem nio
importando o nivel de refinamento. Nota-se que os nos irregulares nio existea nos elementos vizinhos ao
elemento refinado. Por iéso, ueam-se técnicas especiais que permitem acopli-los ao restante da matha. Essas
técnicas, contudo, implicam modificagScs no algoritmo de solugio ¢ apresentam dificuldades adicionais
para o caso de clementos quadriticos ou cibicos ¢ em mathas constitnidas de elementos de diversas formas
ou tipos. .

Embora scia possivel subdividir um clemento sem criar nés irregulares, refinamentos succssivos, levados a
cabo sobre clementos oriundos do primeiro refinamento, tendem a gerar elementos muito distorcidos. Esses

elementos possuem Angulos internos cada vez mais préximos de 180°, dando origem a cfros cada vez mais
acentuados (ver figura 2).

meZ-SWSopmelmmﬂothﬁocﬁanéshmgﬂm.

Porms«ﬂadmdamwmmquenaomanésmegnmeqmmdeaamsmmm
menor indice de distorc3o nos eclementos oriundos de refinamentos sucessivos. Esta técnica opera
reahzandoomﬁnanmtoaoxedordcumnocnaodnttmncnt:denu'odcmnclqncnto(vcrpromoxtm)

REFINAMENTO AUTO-ADAPTATIVO TIPO h POR NO

E a estratégia utilizada neste trabalho. Para tal, procura-se caracterizar nés ao redor dos quais sera realizado
o refinamento. Inicialmente calcula-se, para cada elemento, a2 norma de energia do erro ¢ o valor limite de
erro conforme as expressBes (4) ¢ (9) respectivamente. Em seguida realizam-se, para cada nd, as médias
dos quadrados da norma do energja © do limitc de crro dos ckementos concorrentes no né N. Sendo NLCN
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1 NICN
o nomero de elementos concorrentes no nd6 N, tem-se “Elﬁff'w?éﬁg ﬂEﬁ.ﬂ c

: NLCN
HEH;,,, =wNL-—£C-}7 Y “Ef,‘. . Comparando cssas expressies, haverd refinamento nos clementos que
, & A

circundam o nd N sempre que IIEHN, >ﬂE§M¢. . As figuras 3 a 6 mostram 2 subdivisio adotada conforme
o tipo de elemento utilizado.
® - No ao redor do qual é realizado o refinamento

T N {1

Figura 3 - Elemento quadrilatero.

R\

Figura 5 -Elemcnto trianguiar. Figura 6 - Elcmento pentaédrico.

As subdivisdes do clementos valem para malhas mistas-com qualquer dos clementos acima mostrados, tanto
fineares como quadriticos, contanto que cada elemento dé€ origem a elementos de mesma ordem ¢ que ndo
haja mistura de elementos de ordem diversa (ver figura 7).

N
Figura 7 - Matha mista de elementos quadriliteros e trianguiares

O processo de criagio de nds ¢ clementos € controlado através do arranjo NCONIR. O controke ¢ foito a0
longp das diversas etapas de refinamento, usando a variave] NIVEL.
Para a la etapa de refincmento:
a) NIVEL=1, iodos os nos de canto da mafha original recebema NCONTR=NIVEL,
b) Um né que tenha o valor em NCONTR=NJVEL ¢ que necessite de refinamento:
- marca-s¢ este nd com valor -NTVEL em NCONTR (ndo sera mais refinado)
- marca-se o8 nde dos elementos Vizinhos com NCONTR=0 (impedir refino na etapa);
c) Fir da ctapa: nés com NCONTR=0 s40 repostos com MCONTR=NIVEL.
Para as etapas seguintes de refincmento;
a) Atribui-se MVEL+1 a08 novos nés do canto;
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b) O processo continua, produzingo refirumento nos nos com NCONTR=NIVEL,
c)Sqapmidcmmcammniowdsﬁun'misnésmmﬁmqwsaﬁfagama}LEﬁN3°>|LEﬂM5°,

MVEL=NIVEL+1 ¢ 0 processo recomega para 0 novos nos.
Obs: Née mtermedidnios de elementos quadriticos no 880 considerados no processo acima visto que NCONTR é
preenchido-apenas com nos de cango. Nao € possivel realizar refinamento a0 redor de nds intermedidnios,

EXEMPLOS

Obs:. Nos exemplos a seguir, i (%) ¢ T; vém das expressdes (5) ¢ (8) respectivamente,
Exemplo 1: Viga engastada livre (ver figuras 8 € 9). T = 10% (crro relativo maximo permitido)
> P B E:;ooxma
& ; Y % H v=10,25
‘ B

L 1=48
H=12
B=]

2

., ., L., “"~. ., A ™, "
, Y N Y
- ; y : \, S ) b)
o~ o 4 . - .

© +3, 241

+3, B+HH
-k, 9-87
Figura 8 - Viga engastada livre. Estado plano de tensdes. Elementos triangulares de 3 nés. a) Desenho

esquemitico  b) Malha inicial, 27 nés, 32 elementos. ©,,,,, =26 c) Malha inicial, | (%).
fro = 43%, Ty = 22,1%
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Figura 9 - Viga engastada livre. Estado plano de tensdes. Elementos triangplares de 3 nés. a) 12 refino, §5
068, 74 clomentos. Oy = 77,3, Ny = 29%, T = 9,4%. b) 22 refino, 155 nés, 132
clemenios. G, oy = 78 ¢) 2* refino, 1) (%). Ny = 23%, Ny y = 9,2%

Pode-se notar, das figuras 8 ¢ 9, que a tensiio o, méxima sc aproxima da tensio maxima tedrica de 80 a
medida em que se vai refinando a matha. Akm disso, 0s erros miximo e médio diminuem a0 longo das
stapas dc refinamento. O ciro méximo sc concentra na zona de apoio. O erro médio ¢ calculado somando-
se o erro existente ecm cada nd e depois dividindo-se pelo nimero de ndés da malha. Pelo resultados obtidos,
conclui-se que o processo de refinamento utilizado funciona corretamente e ¢ eficiente. As zonas que
possuem maior nivel de erro sofrem maior niimero de refinamentos sucessivos. Nos pontos de apoio nio ¢
possive] atingjr a percentagem maxima de erro especificada devido a sua presenga. Por isso, é importante
avaliar o erfo mAximo em conjunto com o médio para verificar a eficiéncia do processo de refinamento.

Exemplo 2: Viga simplesmente apoiada (ver figuras 10 ¢ 11). ¥, = 5% (erro relativo miximo permitido)
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P=500 kKN

‘L L4 E=2,1x10° MPa
=0
?/ IY=1 m
%A H H=0,2m
8 A A B=0,15m
a)
¥ e +

+7. 1+ 2
i .
4. 3-8z +1, 2+l
Figura 10 - Viga simplesmente apoiada. Solido tridimensional. Elementos hexaédricos de 8 nés.  a)

Desmhoqumm b) Matha inicial, 255 nés, 128 elementos. o, ,,, = 1,1x10° KN/m? ¢)
Malha inicial, 1} (%). Tpe = 25%
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O exemplo 2 (figuras 10 e 11) conduz a um resultado que permitc atingir a percentagem de erro
especificada 7, = 5% cm quasc toda a cstrutura. As tnicas excegdes sio: o ponto de aplicagdo da carga
concentrada e os pontos de apoio. Os maiores valores de erro se concentram cada vez mais ao redor desses
pontosamcd:dacmqucamnlhavusmdomﬁmda,oqucmdtcaqucocrromodmmnbcmbmxou.()s
valores de tensio o, miximos estéo proximos da tensdo o, méxima teérica de 1,25x 10" kKN/m? visto que

=1,2x 10° KN/m” nas duas ctapas de refinamento.

CONCLUSOES

A cstratégia de refinamento por nd, por ndo criar nés irregulares, é de facil implementagio em sistemas
convencionais de clementos finitos. Ela pode ser aplicada cm clementos bi ¢ tridimensionais lincarcs ©
quadraticos do tipo trifngulo, quadrilitero, pentaedro ou hexacdro.

Ao realizar refinamentos sucessivos dentro de uma mesma etapa, consegue-se atingir baixos indices de erro
mais rapidamente. Apesar da distorgio dos eclementos, que aumenta nas consecutivas etapas de
refinamento, o processo permite que se obtenha um abaixamento do nivel de erro até valores da ordem de
5%, exceto para pontos de aplicagio de carga ou apoio. Para niveis de erro menores, corre-se o risco de a
distorgio cxagerada em alguns elementos nio permitir o abaixamento do erro, embora isso ndo scja uma
regra. O erro médio pode ser usado como critério para verificar a necessidade da realizagiio de refinamento.

De modo geral, o estimador de erros ¢ o processo de refinamento utilizados mostratam-se bastanic
cficicnics, uma vez que o erro diminui até niveis razodveis do ponto de vista do engenharia. Caso sc desciar
erros ainda menores, pode-se iniciar o processo com uma matha mais fina.

F
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