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Resumen
Se presenta un generador demallasconelcual.dadaunamallaexteriordecuadrilateros.se
obtiene automaticamente una malla interior de·hexaedros.
EI metodo se basa en el cumplimiento de las condiciones topol6gicas impuelltas por la malla
exterior y de algunas condiciones que hacen posible la automatizaci6n del proceso.
Se presentan algunos aspectos originales de la topologfa de malJas de cuadrilareros y de
hexaedros, que sirven de base aI metodo de generacion.

Abstract
A mesh generator is presented in which, given an exterior all quadrilateral mesh, an interior
hexahedral mesh is automatically obtained.
The method is based upon the satisfaction of topological constraints from exterior mesh plus
certain imposed conditions in order to realise the process automation.
Some original aspects from the quadrilateral! hexahedral mesh topology, that serve as a basis
for the generation process, are also presented.

Introdutti6n
EI cue,1I0de botella actual del Metodo de Elementos Finitos es el proceso interaetivo de definicion de la
geometria y la generaci6n de las mallas.
Si bien hay buenos sistemas de diseiio asistido (CAD), aun no dejan de requerir un usuario experto para
poder representar una geometrfa compleja Mientras que los tiempos de procesos de caIculo se miden en
horas, el disefio interactivo insume dfas 0 aun semanas.
Respecto alas mallas, existen diversos tipos de generadores que varian en el tipo de elementos que
producen, la informacion geometrica requerida como dato entrada 0 los a1goritrnos empleados para la
generaci6n,
Los sistemas generadores de simplices (triangulos! tetraedros) estan trabajando desde haee algunos arros.
Con bastante exito los basados en los metodos de Delaunay, quadtrees ! octrees y avance frontal 0

modificaciones mejoradas de los mismos.
Hay algunos generadores de cuadrilateros que dan resultados satisfactorios, mencionaremos el que se basa
en el metodo de "paving"· , con su reciente generalizaeion a superficies tridimensionales2 •

Para el caso de mallas de hexaedros, el problema no esta suficientemente investigado ni adecuadamente
rcsuclto.
EI metodo de mapeo y transporte 3 , se basa en "mover" y deformar mal1as de cuadrilateros geoerando una
malla de hexaedros no estructurada en dos dimcnsiones y estructurada en una tercera.
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En el metodo de muItibloques3, se divide el dominio en bloques de topologfa hexaedrica que se rellenan
con mallas estructuradas.
EI de subdivision por superficies medias4, malla el interior de superficies topol6gicamente equivalentes a
poliedros simples, con vertices trivalentes y caras de 3,405 lados.
En este trabajo, presentamos los primeros avances en la implementacion de un metodo enteramente
nuevo. Se basa en la generacion de la malla duals a la deseada y no requiere de ning\in tipo de subdivision
del dominio.
Si bien este metodo es adecuado, tanto para superficies como para cuerpos, la implementacion es distinta.
Hemos encarado directamente el problema del mallado con hexaedros, por 10 cual la implementacion
presente requiere la provisi6n de la malla exterior de cuadrilateros. Dado que ya existen generadores para
superficies, podemos decir que el metodo es general y totalrnente automatico.
La esencia del metodo es la misma que la del problema de mallar con hexaedros. Es muy diftcil "ver" y
analizarlo que sucede en el interior de una malIa no estructurada. Si en lugar de analizar la malla,
analizamos el dual, los procesos de generaci6n y el analisis de los condicionantes son mucho mas f;iciles
de ver y resolver.

Indicatiooes para la construction de una malIa de coadriliteros

D

Figura I. Mallado del interior de una regi6n plana.
Para mallar el interior del dominio indicado en la figura la, trazarnos un conjunto de lineas (Ib). A cada
region definida Ie asignarnos un punto (lc). En las regiones extemas, el punto se coloca sobre la frontera.
Finalrnente, unimos los puntos de regiones adyacentes y obtenemos la malla (I d).
Hemos construido una malla partiendo del trazado de su dual. Observarnos que, asf como a cada region
del dual Ie hicimos corresponder un nodo de la malia, a cada elemento de la malla Ie corresponde un
vertice del dual, y a cada arista de la malla una del dual.
Para evitar excesivas explicaciones, convengarnos en lIarnar vertices, segmentos y poligonos a los
componentes del dual ortogonales a los elementos, aristas y nodos de la malla.

Obtuvimos una malIa conforme de cuadrilAteros por el hecho de que no cortamos ni bifurcamos ninguna
linea en el interior del dominio. En cada vectice del dual convergen cuatro segmentos (dos Ifneas)
ortogonales a las cuatro aristas del elernento cuadrilAtero.



Tambien se puede apreciar que a una linea del dual corresponde una "hilera" 0 corte unidimensional de
elementos. Los cuadril4teros del corte son adyacentes por aristas siempre opuestas. Esto lIeva a que las
lineas sean (debao ser) cerradas 0 comenzar y terminar en la frontera, sin bifurcaciones.
El proceso demuestra que la frontera de una malla de cuadrilateros esta compuesta por un BUmero par de
aristas. Se puede ver la correspondencia entre las aristas de la frontera y los segmentos extrernos de las
Ifneas del dual.
Si bien las Ifneas pueden ser abiertas 0 cerradas 0 aUn autointerceptarse, conocemos algunas limitaeiones
al trazado libre;

Figura 2. Limitaciones allibre trazado de las Ifneas del dual.

I. En un vertice no pueden cruzarse mas de dos lineas. En casu contrario quedarla un polfgono indefinido
y reducido a un punto.
2. La transformaci6n del elemento al cuadrado unitario 0 maestro debe sercon Jacobiano positivo en
todos los puntos. Esto elimina la posibilidad de elementos con angulos intemos mayores 0 iguales a ISO".
Cuando esto sucede en el interior del dominio, se puede evitar con tecnicas de suavizado de la malla Pero
en la frontera, una situacion como la de la figura 2a,no debe admitirse.
3. Toda linea debe tener al menos un vertice. Equivale a decir que toda linea atraviesa aI menos un
elemento, 10 cual parece obvio, pero existen formas de violar esta condicion; generando una Ifnea cerrada
que no encierre ningUn vertice, trazando dos Ifneas paralelas entre dos porciones de la frontera sin que
haya ninguna Hnea que las cruce (2b), 0 en forma equivalente, trazando una linea de un elemento de
frontera a uno de los adyacentes.
4. Dos elementos pueden compartir una arista, un nodo 0 nada. Para las regiones poligonales vale la
misma condicion. No se admite que dos vertices del dual esten unidos por dos segmentos, como en la
figura 2c (en lugar de uno unico) pues generan dos regiones unidas por dos vertices. Tampoco pueden
unirse dos poligonos por dos segmentos, como se muestra en la figura 2d.
5. Si en lugar de una frontera suave como la de la figura I, se parte de una con vertices preestablecidos,
debeTlihaber una region extema por cada vertice fijo.

Cuadro I. Condiciones topol6gicas.
Si todos los vertices de la frontera (malla 1-0) viniesen preestablecidos (yen necesario numero par), la
uniea posibilidad de control de densidad es agregar Hneas cerradas, pero el metodo no cambia. Podemos
ver que la liniea condicion necesaria para que sea mailable es que la frontera tenga "Iongitud" par. Si la
frontera es disconexa (figura I), las piezas individuales pueden tener longitud impar pero el total no.
No podemos demostrar que la !ista sea exhaustiva, pero las l1nicas restricciones que hemos encontrado
experimental mente (en 3-D) son las indicadas en el punta 4 de la tabla 1,0 se reducen a ellas.
Ademas de las Iimitaciones requeridas para producir una malla valida existen otras condiciones que
garantizan la calidad de la malla. Nos referimos aqui a la ortogonalidad geometrica 0 perpendicularidad
de caras y aristas y a la necesidad de cumplir con una funcion de densidad y tamano de los elementos.



1. Elementos con Mgulos cercanos 8 los 90" se corresponden con Ifneas 10 mas ortogonales posibles.
(Nos referimos a la sucesi6n de segmentos reetilineos del dual y no a la versi6n suavizada de las figuras I
y 2 donde, de hecho, pueden hacerse siempre ortogonales). Por la misma raz6n, los polfgonos
cuadrilateros son preferibles 8 los triangulares 0 pentagonales, estos a los hexagonos y asl sucesivarnente.
2. La densidad de Ifneas se eorresponde con el tamafio de los polfgonos y con el de los elementos, debe
estar en concordancia con el grado de refmamiento deseado para 18malIa

Cuadro 2. Condiciones GeOInetricas.
Si bien hemos descripto la situaci6n en el plano, no es dificil imaginar que nada se altera si hablamos de
cualquier superfieie tridimensional, convexa 0 c6ncava, abierta 0 cerrada. En el caso de una superficie
cerrada, la unica particularidad es que las Ifneas del dual son siempre cerradas.

ExtensiOn del metodo a maDas de hexaedros .
Tampoco es dificil imaginar la extension a 3-D. La frontera exterior sera una superficie cerrada que luego
del mallado en el interior, se transfonnara en una malla cerrada de cuadrilateros.
EI mismo papel que jugaban las Uneasen 2-D ahora 10 tendra un conjunto de superficies. Las superficies
pueden ser abiertas y atravesar el dominio 0 cerradas e interiores. Deben cumplir exactamente las mismas
restricciones y criterios mencionados en las tablas I y 2 para el caso bidimensional.
Las superficies aI interceptarse mutuamente generan los poliedros, las Ifneas y los vertices del dual. La
mutua ortogonalidad es ahora (y en general) entre "complementos dimensionales": vertices I elementos,
segmentos I caras, polfgonos I aristas y poliedros I nodos.
Los poliedros son siempre de vertices triedricos 0 trivalentes dado que las superficies se cortan de a tres.
Las superficies cortan a la mal1a en un conjunto bidimensional de elementos. Cada uno esta rodeado por
otros cuatro adyacentes por dos pares de caras mutuamente opuestas, 0 bien es un elemento de la frontera.

Figura 3. MalIa en un hexaedro triangular. Se muestran los elementos de una superficie.
En la figura 3, se observa el conjunto de elementos correspondiente a una superficie. A la malla
bidimensional formada por la interseccion de una superficie con la malla de hexaedros la lIamaremos
corte.
Un corte es cerrado e intemo 0 abierto y limitado POrla frontera En el ultimo caso, define con Ia frontera
una Unca ccrrada conexa 0 disconexa (ej.: un corte cilindrico) que es, a su vel., frontera (\ -D) del corte.
La interseccion de una superficie con la frontera es una Ifnca del dual de la frontera.



La intersecci6n de dos superficies genera una 0 mlls Hneas, cerradas e interiores y/o abiertas. Estas iiltimas
acompafian a ambas superficies hasta interceptarse con la frontera en dos vertices, que corresponderiln a
dos caras de la frontera. Esto da un necesario y autOmMico numero par de caras en la frontera.

MetodoloJia utilizada Para Ia implemeotaci6D

EI metodo es sospechosamente simple, obviamente la implementaci6n autom'tica no 10es.
En 2-D, no es sencillo cumplir a la vez con las prescripciones referidas a ortogonalidad geometric a y
densidad de Hneas. En 3-D la situaci6n es peor.
Ademlls de la funci6n, que prescribe el tamaiio de los elementos en cada punto, debe proveerse al
programa de la informaciOn geornetrica que describa la frontera.
Se puede intentar una infinidad de mecanismos para construir el dual de la malla de hexaedros:
Podna pensarse en generar tres series de pIanos paralelos a los coordenados y deformarlos luego para
mejorar la ortogonalidad a frontera. Luego puede refinarse la malla con el agregado de superficies
cerradas interiores para satisfacer la densidad requerida.
Otra posibilidad sena generar sucesivas subdivisiones de la frontera con tres superficies ortogonales entre
si y con la frontera, pasando por puntos previamente incorporados al dominio.
Tambien puede intentarse lIenar el dominio con poliedros de vertices triedricos, un generador de
elementos menos restrictivo que s610 tetraedros 0 hexaedros.
Aprovechando la existencia de generadores de mallas de cuadribiteros, decidimos implementar otra
posibilidad: partir de una malla exterior predefinida. Es la opci6n mas condicionante y por 10 tanto
requiere tomar menor cantidad de decisiones.
En tal caso, las lineas del dual exterior ya estiln definidas y 8010 falta resolver el juego interior de
intersecciones de las superficies abarcadas por esas lineas.
Virnos que a cada superficie abierta la rodea una linea de la frontera. Los vertices de intersecci6n de
dichas lineas son extremos de la linea de intersecci6n de las superticies.
EI problema principal de partir de una malla exterior es que las lineas del dual de la frontera pueden ser
extremadamente caprichosas en su reeorrido. Los autocruces y las multiples intersecciones no son raras.

Figura 4. Malia exterior con una linea extremadamente compleja.
Los autocruces de lineas en el exterior responden a autocruces en las superficies, y tienen un tratarniento
muy complicado que preferimos evitar por ahora. De la misma forma cuando dos lfneas se interceptan en
mas dc dos vertices, hay quc elcgir la eorrcspondencia entre lineas interiores y pares de puntos.



Existen dos juegos de transformaciones que pueden realizarse para hacer desaparecer autointersecciones e
intersecciones multiples. Uno implica la eliminacion de elementos 0 aristas originales, con el excesivo
requerimiento de informacion asociado y la posibilidad de reducir peligrosarnente la curvatura y densidad
de la malla. EI otro, que es el que implementamos, realiza transformaciones en eI interior del elemento
que contiene al vertice de cruce, aqul el problema es la generaci6n de elementos muy deformes (figura 5)
que no pueden ser mejorados por el simple reposicionamiento de nodos .
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Figura 5. Eliminaci6n automatica de autocruces y cruces multiples dentro de un elemento.
Actualmente tenemos dos variimtes en funcionamiento. Una la que corrige automaticamente las Hneas
dentro de cada elemento de cruce. La otra genera un arehivo de CAD con las Hneas a ser corregidas. Es
esta ultima la que da mejores resultados y no es dificil hacer esas correcciones pues en CAD se puede ver
la forma de alterar la malla sin mayores riesgos, automaticamente seria muy costoso.
Resta analizar si "toda malla cerrada de cuadrilateros puede ser frontera de una mall a de hexaedros".
En un trabajoen preparaci6n, estarnos analizando a fondo las cuestiones topol6gicas, pero aqui podemos
adelantar algunas concIusiones limitadas que se relacionan con la implementaci6n actual.

Si aceptamos que eI dual de la malla exterior:
I. es homeomorfo con la esfera (se puede "infiaT" ha~ta hacerse esferico),
2. no tiene !ineas que se autointercepten,
3. no tiene Ifneas que se cruceo eo mas de dos vertices y
4. no tiene dos !ineas que se intercepten entre si y no sean interceptadas por una tercera,

tal malla puede ser frontera de una malla de hexaedros.

Cuadro 3. Requerimientos del programa.
La ultima condicion impide que se generen superficies que se· interceptan en alguna linea sin vertices
interiores. Surgi6 en forma experimental al evitar automaticarnente autointersecciones.
En el casu de superficies sobre un toro u otra superficie orientable de genero (cantidad de agujeros)5
mayor que 0, existe la posibilidad de que rodeando un asa 0 tuho haya una linea de longitud impar, dentro
de la cual no puede haber una maIla bidimensional y por 10 tanto no puede haber un corte.



Figura 6. Malia en un cubo con Ires agujeros cilfndricos.
Aun en el caso en que sea posible mallar el interior'. Nuestro generador, en su estado actual, no es
compatible con Ifneas que se intercepten en un numero de vertices distinto de dos (extremos necesarios de
una linea). Garantizar tal requisito en toros es extremadarnente dificil. Resulta nW; facH provocar un corte
y proveer una malla duplicada tapandolo 0 directarnente resolver la malla por partes.
En la figura 6, se muestra un ejemplo de superficie de partida de genero 3 en la que debieron practicarse
cortes y generar las mallas de los mismos (en este caso, manualmente en CAD). Se han removido algunos
hexaedros para mostrar el mallado interior.
Toda Ifnea cerrada del dual de una malia de cuadril&ros, que se pueda deformar continuamente, sin
separarse de la superficie, hasta contraerse a un punto, tiene longitud par.
A una malla de cuadrilliteros Ie extraemos la hilera de elementos correspondiente a una Ifnea. Si la linea
no se autointercepta ni encierra agujeros 0 rodea un tubo, la mana queda dividida en dos mallas abiertas.
Las malla.~ abiertas tienen frontera de longitud par. Por 10 tanto hemos extraido un numero par de
cuadrilaterosb• Tales IIneas pueden ser malladas en su interior.
A diferencia del caso 2-D, donde los extremos de una linea eran Iibres, ahora estamos obligados a respetar
la prescripci6n del principio y el final de cada linea. Aun asi, la malla interior no es unica. Para lIegar a
una soluci6n debemos eJiminar las arbitrariedades definiendo la malla minima:

1. No tiene IInea.~cerradas en el interior. Tales Ifneas surgen de intersecciones absolutamente intemas
entre supeificies 0 de superficies cerradas interiores. En la malla minima, si dos Ifneas se interceptan en el
exterior en p ( ~ 0)" pares de puntos, sus superficies se interceptan en p Ifneas. Asi se evitan tambien los
errores mostrados en Ja figura 2 c y d 0 en el punto 4 del cuadro I.
2. A cada linea corresponde una superficie. Si admitimos que las superficies pueden ser semicerradas
(cilindros), cualquier par de Ifneas podria ser considerado limite disconexo de una superficie, en la malla
minima no.

• 1jlla~ !I!lc.a~qut nlJ p'Jed~.n "ClJntrnm(" ~.tm pUl1!lJ Slln !Q(\~s de !QOllltud par.
b Una linea que se autointercepta genera mas de dos regiones. Si exceptuamos los cuadrilateros de los vertices de
autointercepci6n, tencmos una suma de numeros pares y, entonces. un nUmeropar de elementos. En cada uno de los elementos
de cruce. la dual pasa dos veces. Aun cuando no cruce un numero par de elementos. la linea tiene longitud par.
e En el estado actual del programa pesO 0 2.



El resto de los errores mostrados en la figura 2, sc evitan introduciendo una unica linea (superficie)
cerrada interior paralela a la frontera como una cascara u offset interior. Esta superficie contiene los
vertices mas extemos del dual.

•
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Figura 7. Eliminaci6n de ertores geometricos provocados al aplicar la misma topologia.
Las mallas no estan indicadas para evitar confusi6n, pero son facilmente visibles. Vemos que si bien para
los casos a y b, 10 mejor es generar dos cuadriliteros, es imposible en c y d. La cascara perrnite utilizar en
cualquier caso geometrico la misma soluci6n topol6gica.
Para la malia, la cascara implica que carla cuadrilitero de la frontera pertenecera a un hexaedro distinto.
En los vertices agudos de la frontera, la agudeza se duplica (puede verse en la figura 6), pero la malla es
automaticamente valida.
Existe aun una indeterrninaci6n en cuanto al orden de los vertices de carla linea (figura 8). AI interceptarse
tres lineas (cuatro superficies), forman un triangulo (tetraedro), cuya orientaci6n es indeterrninada. Es
posible escoger cualquier orientaci6n, pues todas son topo16gicarnente validas. Si sucede lejos de la
frootera no trae ningdn problema, contra la frontera puede generar elementos con angulos invalidos. Es la
cascara, otra vez, la que salva la situaci6n de posibles errores geometricos.



La introducci6n de la cliscara interior (en 3-D la extension es evidente) hace posible implementar el
programa de modo que se consideren s610 los aspectos topol6gicos hasta el final del program a en donde
se ubican geometricamente los vertices del dual y luego los nodos de la malla.
En conclusi6n, para una malla eltterior que cumple las condiciones del cuadro 3, podemos siempre
generar la malla minima ampliada con una cascara interior, sin provocar ningun error topol6gico.
AI final, y aun no implementada, la rutina de refinamiento agregara superficies interiores cerradas para
cumplir con los requerimientos de densidad de elementos. Hasta el momento disponemos de una malla
tan densa como 10requiera la malla de frontera.

DetalleS de la impIementacioo

EI programa continua desarrollandose. Se agregan posibilidadcs y eliminan restricciones, en la medida en
que podemos mejorar las mtinas y comprender mejor la topologfa de las situaciones mas complejas.
Una vel. lcida la maIla exterior, de un archivo de CAD 0 como la salida de un generador de cuadrilatcros,
se identifican y unifican lasnormales a cada elemento para distinguir el interior de la malla.
Para saber si hay que "soldar" nodos por errores del archivo de entrada, se utiliza la relaci6n de Euler para
los poligonos. En el caso de caras cuadrihiteras, la relaci6n se reduce a que debe haber dos nodos mas que
el numero de caras. En caso de no cumplirse la relaci6n, se asigna el mismo nodo a los que esten a una
distancia menor que un radio predefinido.
A partir de aqui y hasta el posicionamiento de los vertices en el cspacio, se trabaja con aIgoritmos para
numeros enteros, acelerando en gran medida la ejecuci6n del programa.
Se generan las linea.~del dual exterior que a la vel. se asignan a la cascara (son equivalentes).
Luego se chequea el resto de las condiciones del cuadro 3: la existencia de autointersecciones, de
intersecciones en numero distinto de dos, y Ifneas que se intercepten sin una tercera, con la opci6n de
correcci6n automatica 0 de generaci6n de un archivo. para CAD con las Ifneas no aceptables.
Creemos que la soluci6n definitivaes desentrailar los mecanismos necesarios para maIlar aun con tales
\ineas. Por el momento, mientra.~ investigamos el problema, las correcciones las hacemos , en general,
manuaImcnte en CAD y no suelen ser muy complicadas.
Para definir los vertices internos, se analizan las intersecciones de las Ifneas de la frontera. Una vez
definidos todos los vertices, Ia.~!ineas y las superficies a las que pertenecen, se deducen las regiones de
cada superficie utilizando subdivisiones sucesivas con las IIneas interiores.
Luego con una rutina semejante al metodo de avance frontal, se arman los poliedros interiores uniendo
caras adyacentes hasta cerrarlos.
Reaparece la metrica para ubicar los vertices del dual en el interior del dominio.



La posicion que Ie asignamos es un promedio de traslaciones de los puntos extremos segUn las normales a
las caras de la frontera, ponderado con la cantidad de segmentos entre el vertice y cada extremo:

1 6
ii = -6 I (j~i + tit 01 ), (1)

1=1

P es el punto asignado al vertice, g el centro geornetrico de las caras y D la normal hacia la malla,
estan indicados en la figura 9. La "distaneia" d es la cantidad de segmentos que hay entre el vertice y la
cascara mas medio segmento correspondiente a la distancia de la cascara a la frontera.
Posteriormente; al centro geometrico de cada region Ie asignamos un nodo de la malla y construimos los
elementos hexaedricos uniendo poliedros adyacentes.
Finalmente, aplicamos tecnicas de reposicionamiento de los nodos. Utilizamos un algoritrno que asigna a
cada nodo la posicion correspondiente al centro de gravedad de los nodos conectados a el a traves de una
arista, pesando cada uno con la cantidad de elementos que comparten la arista.
Si bien la rutina de posicion de vertices se ejecuta en un solo paso, pues depende solo de panimetros fijos,
la posicion de nodos depende de los vecinos, por 10 tanto relajamos los movimientos a un pon:entaje
(-20%) del requerido en cada paso e iteramos hasta que el movimiento sea menor que el requerido. EI
movimiento mInima 10 igualamos al radio utilizado para soldar nodos.

Conclusiones

El generador, en su estado actual es util para una gran cantidad de casos, pero es evidente que hay una
fuerte necesidad de continuar con el desarrollo de algunas rutinas y el mejoramiento de otras. Tambien
resta analizar mas a fondo la topologia del problema general, sin condiciones.
Creemos que, aun con tado el trabajo que resta, el desarrollo del metodo constituye un avance importante
que ayudani al mejoramiento de las tecnicas en el area de generacion de mallas.
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