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RESUMEN

Se presenta un esquema numérico para la resolucién de las ecuaciones de Stokes usando una
aproximacién por interpolantes de minimos cuadrados méviles (MCM). En este método no se
requiere discretizar el recinto en elementos, sino solo definir un conjunto de pumtos, resultando
atractivo para problemas tridimensionales y de recintos deformables.

Primeramente se deriva un principio variacional débil para las ecuaciones de equilibrio con
restricciones de incompresibilidad, que ademas permite explicitar las condiciones de Dirichlet,
que no pueden ser impuestas a posteriori, como en elementos finitos. Las ecuaciones son
discretizadas usando interpolantes MCM, tanto en velocidad como en presion. Se analiza
desde el punto de vista numérico la relacion entre los grados de interpolacién de los campos de
velocidad y presi6n para lograr aproximaciones estables.

Se analizan ejemplos con solucion analitica discutiéndose los diversos aspectos de la
aproximacién numérica: nimero de puntos, orden de cuadratura, condiciones de contorno y
precisién de los resultados. )

ABSTRACT

In this paper a numerical solution for incompressible stokes equations using moving-least
square's interpolant is developed. This approach does not require an element discretization, just
a cloud of pomts is necessary. That possibility is very attractive to be used for 3-D problems
and deformable domains.

First, we derivate a variational weak principle for equilibrium equations that include
incompressibility restriction and Dirichlet boundary conditions. These conditions are not
applicable a posteriori as in Finite Elements. Then the discretizated resultant equations using a
MCM interpolant for velocity and pressure fields are presented. Finally, the influence of
interpolation on stability is studied.

Numerical and analytical examples are compared, and different aspects of numerical
approximation is discussed: number of points, cuadrature order, boundary conditions and
accuracy of results.

INTRODUCCION

En los dltimos aflos se ha visto que en la resolucién computacional de problemas de elasticidad,
conduccitn de calor, fluidos y otros tantos probiémas de la ingenierfa, una de las tareas més complejas y
consumidoras de tiempo es la generacién de una red de elementos o malla, indispensable en el ampliamente
difundido método de los elementos finitos (MEF).
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Esta situacién ba conducido a los investigadores al estudio de métodos alternativos que faciliten esta tarea,
Como una opcién particularmente interesante se destaca el método de los elementos de contorno (MEC),
en el cual la descripcién de la red de elementos es mas sencilla que en el MEF pues solo se requiere
discretizar el contorno. A pesar de esta ventaja, el uso del MEC se ve limitado a problemas donde no se
necesiten integrales de volumen (no linealidades, campos térmicos con elevados gradientes, etc.) pues en
ese caso pierde su principal beneficio.

Como una mueva alternativa, se ha investigado recientemente en elasticidad, fractura y conduccién de calor
[11,[2].13], un grapo de técnicas que, a diferencia del MEF, no requieren que el cuerpo sea discretizado en
elementos, y que por ello reciben el nombre genérico de "métodos sin malla”. Entre estas técnicas se
destaca el método de los minimos cuadrados méviles (MCM).

En el presente trabajo se estudia la implementacién de un MCM para la resolucién de fluidos de Stokes.
Justamente en la resolucién de problemas de flujos, este método adquiere particular importancia debido a
que su facilidad para la generacién de una "red de puntos” lo hacen peculianmente atractivo para casos de
recintos deformables, donde es necesario un re-meshing durante la resolucion, como ser problemas de
Henado de mokdes, fluido-estructura acoplados y otros.

Debiéndose en el caso de fluidos determinar los campos de velocidades y de presion, se prestaré particular
atencién a la relacién entre los grados de interpolacién de estos campos con el objeto de lograr

PRINCIPIO VARIACIONAL

Muﬁﬁmnﬁodosvmmlw,elcmmomégnﬁuaapmmdoporfmumwmbmxén
lincal ' —Zq(,,).u en cierto espacio de dimensién finita N. En el método de elementos finitos los

cocﬁclentwmégmtaz_t, son valores nodales del campo #. Por ello las condiciones de contorno esenciales
pueden introducirse de manera sencilla en el sistema de ecuaciones algebraicas final, y no requieren por
ende ser impuestas por la formulacién variacional Sin embargo, si se utilizan espacios lineales mis
generales, como es el caso de este trabajo, las condiciones de contorno esenciales deben ser impuestas
explicitamente por el principio variacional utilizado.

El problema de Stokes, sin considerar las fuerzas de volumen, puede plantearse, en forma diferencial del
siguiente modo: hallar los campos de velocidades v y presion p que satisfagan la ecuacion de equilibrio[4]:

div(g) =0 0
con la ecuacién constitutiva
o=-—pl+2ue @
y las condiciones:
_:Z =0 enT, condicién de contorno de traccién 3)
v-v=0 enT, condicion de contorno esencial @
div(¥)=0 incompresibilidad )

Laﬁnmhcbnvuhchnﬂpwdeohmxdeheﬂwbmﬂaddehmgﬁadedisipacﬁnwnhs
restricciones (4) y (5). Imponiendo estas Gltimas mediante multiplicadores de Lagrange, el fimcional se
escribe:
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Ed=-3fopsdiv w dV+ 3o 25 5 (w) =g(1)deff,1'IdA+-fr.s_;(_.v_- ¥ydi+
+fa axdivw dv ©)
Siendo p; los campos posibles de presiones, w los campos posibles de velocidades y & vy a:

multiplicadores de Lagrange. Como es usual en célculo de variaciones, consideramos las funciones de
comparacién en torno a los valores que hacen estacionario el funcional, es decir

p:=p+Bdp G
¥=y+ady @®
2'1 =_‘_~_1*‘71 ‘21 ®
az= Ay +y200z (10)

Si ahora se minimiza la energia de disipacidn respecto de los pardmetros (o,B,y1,y,) se obtiene:

b0 =0 > ~ladydv g dV+ir 6y (1 ~ D+l v (L ‘L;)‘i"'
+fa G+ A divey av =0 an
F opneno=0 = “ladvy tpdv=0 12
et ™0 @ G- W =0 (3
e =0 = fadvy ShadV =0 (14)
Como la (11) debe cumplirse para todo dv se observa que:
dvg =0 e Q 15
1-1=0 e T (16)
=1 =0 en T, an
L4 22=0 en (18)
Comotambiénlos&sonarbitmriosla(u)ﬂevaa:
divy =0 en Q (19)

en tanto la {13) al cumplirse para todo 54, mplica:
Y-y =0 en T 20)
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Las ecuaciones (15),(16),(19) y (20) constituyen, junto con la (2) la formmlacién en ecuaciones
diferenciales (ED) del problema, es decir, minimizar Ia energia de disipacién es equivalente a resolver el
sistema de ED. Las ec. (17) y (18) nos proporcionan, en tanto, relaciones entre los muitiplicadores de
Lagrange y los campos de velocidad y presion. Si se introducen esta relaciones en la ecuacién de energla
de disipacion (2) y luego se busca el minimo, ahora Gnicamente respecto de o y B, se lega a:

=0 @-lady 'dv g dv+indy (£ -T) dA+i@u e@Y) '@ -y) dd=0 (D)

Fepo=0 =-ladvy pdVel, dpn' (T -y)dd=0 2)

Como (21) y (22) deben cumplirse para todo dp y &, siendo estas dos variables independientes, también
debe cumplirse la suma, lo cual lleva al principio variacional utilizado en el presente trabajo.

fody'dv g dVelodvy bpdV=ir, 6v' (4 ~D)dA-f, 61" (v-T) dd  (23)

INTERPOLANTES MINIMOS CUADRADOS MOVILES

En funcién de obtener buenas aproximaciones a un costo razonable es preciso construir bases que
satisfagan algin criterio de optimalidad, es decir, 6ptimo ajuste para un némero dado de puntos. Un
método especialmente promisorio y que satisface ese criterio es el llamado "minimos cuadrados méviles”
(Moving least squares ), o también mfnimos cuadrados ponderados. El método es descripto con amplitud
en las referencias [4] y [5], aqui solo se brinda una descripcién somera.

En el ajuste por minimos cuadrados ordinario se buscan los coeficientes de una aproximacién polinémica.
Para un polinomio de grado 2 en dos dimensiones se tiene:

uxy)=a+ta.x + ;. yta, x.y+as . +as.y 4)

Resulta conveniente definir vectores

gd=(a,..,as) 25)
2=(Lxyxyxy) (26)

y escribir:
uxy =d.p @7

Dado un conjunto de N datos, asociados a puntos del plano, el ajuste por minimos cuadrados consiste en
minimizar el error cuadrético medio

2§ (o) )’ @

La solucién es un conjunto de coeficientes numéricos a. Este método es poco flexible y da una
interpolacién global, poco adecuada en mecdnica computacional. Con el objeto de obtener aproximaciones
locales, mas versdtiles, es conveniente minimizar una norma ponderada, del tipo:

Jo=¥ wlay) [ulsor) -£] @)

De este modo, el valor de u en el punto (x; , ;) serd mas fuertemente influido por los datos cercanos al
punto, si los pesos se eligen adecuadamente como funciones decrecientes con la distancia, es decir,
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w(z)=w{]2-2]) GO

Més atin, dado que los pesos son funciones, también lo serd la norma de (29) y por ende lo serdn los
coeficientes a de (27), es decir

a=al) €3]

De este modo la funcién aproximante no seré ya un simple polinomio sino una fimcién que produce el
mejor ajuste con los datos en la norma (29), lo cual depende de las funciones de ponderacion elegidas. Por
ello el método se denomina minimos cuadrados ponderados o méviles.

Derivando (29) respecto de los cocficientes a se obtienen las "ecuaciones normales”

4.4 -B@.u (32)
donde:
4@ =IZWx).P(x). P (x)) 33)
B =] M), P61), Wae). P2, ... W) P @) (34
' =L ] 35)
De donde se obtiene:
ux)= PHx).a®) = P(x). 47 (x). B (x). u = @)y (36)

Quedando entonces definidas las funciones de forma ( ¢4{x)). No obstante, cuando la matriz 4 no es bien
condicionada, la ecuacién (36) no puede resolverse con la precisién deseada. Es por lo tanto adecuado
buscar un base ortogonal que permita que la matriz 4 sea diagonal. Con estas consideraciones se obtiene
ahora una nueva base [6], que cumple este requisito:

k-1
qk(_i’.i—)=pl(i)—§ Ay @‘b(i,@: k=1’2)>"9m (37)
Siendo '
£ vz )oe D
ag(x)=———""—"—"— 38
£ 5w @®da,, o

En(37)y (38) Z representa el punto en donde es evaluado el polinomio. La matriz 4 es ahora diagonal y
la (36) lleva a:

]
Zow (D)gp(x Tm

y(D)=t—7— j=L2..m (39)
Donde
by =2 w (%) g} ( x,3) (40)

Con lo cual las funciones de forma quedan definidas ahora por:
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(2 =w(x) % Cyx) @
qfx.2)94x ,3)
C(x)= 5;(‘1—)"“— 42)

, IMPLEMENTACION NUMERICA
Se integra por partes el primer término de la (23):
fogdg dV=fodiv v dpdv=ir, T v dd~r, 176 dA-f, v' St dd-fr T 51 dd  (43)

donde 5 g=z (3v) . Por otra parte:

t=gn=-pn+2ug(v)n (44)

Entonces, de las ec(43), (44) y (2) puede obtenerse:
~lopdivév dV+2fqpu g :6g dV-fpdiv v dpda=

=jr,zré_!_d.l—fr'pél'ld.l—ﬂr.y_v_'&g lﬂ—lr.z'.ldpﬂ—Zfr_yfdg ndd (45)

Se definen ahora un conjunto de 3n funciones de peso (#: nimero de nodos):

vx
Sw (x)=| vy i=1,2,.,n (46)
1 5p1
Y se suponen ahora las formas funcionales:
W (=4, &Wa, i=1,2,..,n @n
Siendo,
$ 0 0
4,(x)= 04 0 i=12,...n “3
0 0 y;
Su;
da =| & i=1,2,..,n 49)
i
ops

Los campos de velocidad y presién se interpolan con las mismas funciones de forma que las variaciones
elementales, ie,

u N
Fo={ v |=24,0a (50)
P

y se definen para simplificar,
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£ o0 o0
=0 Fo0 (51)
1 ito
B, sL. 4 52)
ny
_n_: ny (53)
0
—— -'—l V
=7, (4
0
2
F3
d=| 5 (55)
0 -
bi=d'4, (56)
0
Z=|0 (57
\ 1
Entonces la ecuacién (45) resulta en:
~ladarb Z'wdv+2iguéal B Db WdV-faba’ 4! Z d'Wav=
=]r'6_g_:4‘ZdA-fr_5_£:.4‘ 7 _{'ZdA—ZIr'ydg_:.4l NL zaujngsl:.g; NWdd+
“Ir. 08! d, 20 WdA +fr8a 4, ZT n dA-2iruda' B, N'T dA (58)
ComodebecmnplirsepmauntS_a_'arbitraﬁola(Ss)setramﬁormaenelsistema:
Ka=f (59
donde
Ky=2fop B, DB, dV—In(_lz_,é‘i] +4, _Z_Lj')d”—fr.(é, nS Z'4, 44, ZSn'd)dd +
2rul, NS B + 8 N §4)d4 (60)
fi=Sr 4,1 dd —fr, 4, Z o' SV aA-2fr,u B N ST d4 61)

Como puede observarse Ia matriz X es simétrica. En las ecuaciones sobre la frontera de Dirichlet se ha
introducido la matriz S que contempla la direccién en que son impuestas las velocidades.
500
=1 05 0 62)
000

siendo: $:=1 siv,estaprescriptoenl’,
$x=0 encaso contrario

y anélogamente con s,.
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RESULTADOS

En primer lugar se corri6, como path test, imponiendo condiciones de Dirichlet a la entrada y en los bordes
superior ¢ inferior de dos placas paralelas (Fx=1, Vy=0). Se eligi6 la geometria que muestra la figura 1. El
caso se¢ ha corrido con 30 nodos. Se ha obtenido la velocidad que corresponde (¥x uniforme e igual a la
unidad) en todo el interior y en la salida. La presion obtenida es cercana a cero (1.E-8) y constante en todo
el dominio. El polinomio generador (ver ec.(26), (37) y (38)) para la interpolacién en velocidades en cada
nodo se eligié de segundo orden, en tanto que para la presién se adoptaron polinomios de primer orden.
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L x I
o0 s 10 15 @0

Figura 1: path test

En segundo lugar, con la geometria que se muestra en la figura 2, y siempre para placas paralelas, se corri6
con una parabola de velocidades a Ia entrada (Vx=4.x.(I-x)) y velocidad impuesta en los bordes superior e
inferior (Vx=Vy=0). Como se sabe, la solucién del problema se corresponde con velocidad igual a la
impuesta en la entrada para todo corte a x=cte, en tanto que el gradiente de presiones resulta constante y
en la direccién x. Como se puede observar, los resultados obtenidos concuerdan con la solucidn exacta.
Los campos de velocidades y presiones se han interpolado con los mismos ordenes que en primer caso.
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Figura 2: paribols a s entrada

Finalmente, se corri6 el caso gue muestra la figura 3. En este caso se ha elegido a la entrada una pardbola
truncada, siguiendo la siguiente ecuacién:
Vx=0.816 para 02<y<0.8

Vx=51(-y)y paraotroy

La solucién del problema debe ser el desarrollo de una pardbola exacta para las velocidades (en x) a 1a
salida (valor méximo 1). Los resultados numéricos obtenidos coinciden con esta solucién, como se aprecia
en la figura 3. No obstante, los valores de presién sobre el final de las placas paralelas deberian ser
constantes a x=cfe (es decir, en la figura se apreciarian como rectas). La solucién mejora sensiblemente
con mayor cantidad de nodos, aunque aumenta considerablemente el tiempo de calculo. Este caso se corrié
con 45 nodos y la resolucién tomo un tiempo de computadora del orden de los 600 segundos (PC 486
DX2). Para los polinomios en velocidad se eligi6 orden 2 y para la presién polinomios de orden 1, como
en los anteriores casos. ' '
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Figura 3: pardbola truncada a la entrada

Orroscasos:Sehnredimdodhmemeﬁmhsadkbmlmhnﬁssigniﬁcaﬁmesquizéshmﬁmda
con las mismas condiciones del tercer caso pero interpolando la presi6n y Ia velocidad con polinomios de
igual orden (polinomios completos de segundo grado). Los resultados concuerdan con los exhibidos en la
figura 3. No obstante, otras interpolaciones llevan a marcadas oscilaciones en los campos de presién (por
ejemplo,wbcﬁdypr@mﬁmhsowbcﬂdﬁwﬂymﬁncua&éﬁca).ﬂnﬁodomademés
inconvenientes para captar variaciones abruptas en velocidad,yesporesoqmeneltcrcermsoseimpuso
ahentmdamaparéhohtmncadaymsimplemente\mavebcﬁadtmiforme. Una vez més la solucion se
encanﬂmconmmnnyordcmiﬁcaciénperoacostadexmmayoroonsumo de tiempo de CPU.

En todos los casos discutidos se ha trabajado con cuatro celdas rectangulares de 8 puntos de Gauss cada
una para la integracion numérica.

CONCLUSIONES

SehpWomesqwmmméricobasadoenbslhmdosnﬂtodosdiﬂkososmm Derivando el
principio variacional correspondiente para el presente caso se implement6 luego el esquema mumérico. Los
resultados obtenidos muestran que el método ajusta bien en ciertos casos, mostrando campos de
velocidadesypreslmnesestablm.Enomscasos,comoserabruptasdisco inui en la velocidad, el
método mwstradwvemajasconrwpecto,porejemplo,a.lMEF,yesmcesariocontinuaruabajandoaﬁn
de poder obtener correctas aproximaciones a un razonable costo computacional.
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