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RESUMEN
Se presenta \Dl esquema IlUlJlbico para Ia resoluciOn de !as ecuaciones de Stokes usando una
aproximaciOn por interpolantes de mfnimos cuadrados m6viles (MeM). En este metodo no se
requiere discret:izar el recinto en eleinentos, sino 8610definir un conjunto de puntos, resuJtando
atractivo para problemas tridimensionales y de recintos defurmables.

Primeramente se deriva un principio variacional debit para Jas ecuaciones de equihbrio con
restricciones de incompresibilidad, que ademas permite expticitar /as condiciones de Dirichlet,
que no pueden ser impuestas a posteriori, como en elementos finitos. Las ecuacioues son
discreti7Jldas usando interpolantes MCM, tanto en velocidad como en presiOn. Se analiza
desde el punto de vista numCrico la relaciOn entre Ios grades de interpolaciOn de Ios campos de
velocidad y presiOn para lograr aproximaciones estables.

Se analizan ejemplos con soluci6n analitica discutiendose Ios diversos aspectos de Ia
aproximaci6n nurnerica: nlimero de puntos, orden de cuadratura, condiciones de contorno y
precisi6n de los resultados.

ABSTRACT
In this paper a numerical solution fur incompressible stokes equations using moving-least
square's interpolant is developed. This approach does not require an element discretization, just
a cloud of points is necessary. That possibility is very attractive to be used fur 3-D problems
and defurmable domains.

First, we derivate a variational weak principle for equiUbrium equations that include
incompressibility restriction and Dirichlet boundary conditions. These conditions are not
applicable a posteriori as in Finite Elements. Then the discretizated resultant equations using a
MCM interpolant for velocity and pressure fields are presented. Finally, the influence of
interpolation on stability is studied.

Numerical and analytical examples are compared, and diffurent aspects of nmnerical
approximation is discussed: nwnber of points, cuadrature order, boundary conditions and
accuracy ofresuhs.

En 10s Ultimos af\os se ha visto que en la resoluci6n computacional de problemas de elasticidad,
conducci6n de ca1or,t1uidos y otros tantos problemas de Ia ingenierfa, una de !as tareas ID8s complejas y
consumidoras de tiempo es Ia generaci6n de una red de elementos 0 maHa, indispensable en el ampliamente
difundido metodo de Ios elementos finitos (MEF).



Esta situaciOn ba conducido a los investigadores al estudio de ~s alternativos que fiIciIiten esta tarea.
Como una opciOn particuJarmcnte ioleresante se destaca el metodo de los eJememos de contorno (MEC),
en el cual la descripci6n de la red de elementos es mas sencilla que en el MEF pues sOlo se requiere
d:iscretizar el contorno. A pesar de esta ventaja, el uso del MEC se \Ie limitado a problemas donde no se
necesiten iDtegrales de volumen (no tinealidades, campos t6rmic0s con elevados gradientes, etc.) pues en
ese caso pierde su principal beoeficia.

Como una nueva ahernativa, se ha investigado recientemeute en cJasticidad, fi:actura y conducci6n de calor
[1],[2],[3], un grupo de t6cnicas que, a diferencia del MEF, no requieren que el cuerpo sea discretizado en
elemcntos, y que por ello reciben el nombre generico de "metodos sinmalla" .. Entre estas tecnicas se
destaca el metoda de los mfniIoos cuadrados m6vi1es (MeM).

En el presente trabejo se estudia la implemeDtaci6n de un MCM para la resoluciOn de fluidos de Stokes.
lustameDte en la resoluciOn de problemas de ftujos, este metodo adquicre particular importancia debido a
que su fiIcilidad para la generaciOn de una "red de puntas" 10 bacen peculiannente atractivo para casos de
recintos defurmables, donde es necesario un re-mahing duraute la resoluci6n, como ser problemas de
lIenado de mokies, fiuido..estruct acopIados yotros.

Debiendose en el caso de fluidos determinar los campos de velocidades y de presiOn, se prestani particular
atenci6n a la relaciOn entre los grados de interpolaci6n de estos campos con el oijeto de lograr
aproximaciones estabIes.

PRINCIPIO VARlACIONAL

AI utiJizar ~s variacionales, el campo incOgnita H.es aproximado por J! mediante una combinaciOn
tineal !!-." = I '(%)i!!-./ en cierto espacio de dimensiOn fiDita N. En el metodo de elementos finitos los

coeficientes il¥:6gnita 111 son valores nodales del campo H..Por ello las condiciones de contorno esenciales
pueden inI:roduclrse de IDaDelll sencilla en el sistema de ecuaciones algebraicas final, y no requieren por
ende ser impuestas por la funnulaci6n variacionaL Sin embargo, si se utilizan espacios lineales mas
generales, como es el caso de este tIabIgo, las condiciones de contorno esenciales deben ser impuestas
explicitamente por el principia variacional utilizado.

El problema de Stokes, sin COIL'!liderarlas fuerzas de volumeD, pUede plantearse, en furma diterencial, del
siguiente modo: ba1lar los campos de velocidades v ypresi6np que satisfilgan la ecuaciOnde equiJibrio[4]:

La furmulaciOn variacionaI puede obtenerse de la estacionareidad de la e:oergfa de disipaciOn con las
restricciones (4) y (S). ImponieDdo estas 1iItimas mediante multipIicadores de Lagrange, el funcional se
escnbe:



Ed=--HoPzdtv 2!:dY+tro 2p G(l!:>:!<2!:>dY.,.fr,2!:'I dA+fr• ~~<:!:- l!:>dA+

+ fn a2 div !!.dV

Siendo p. los campos posibles de presiones, ~ los campos posibles de velocidades Y Qj Y a2
multiplicadores de Lagrange. Como es usual en c8lculo de variaciones, consideramos !as funciones de
comparaci6n en wmo a los valores que hacen estacionario el funcional, es decir

p.=p+/Mp (7)

w= v +4,w (8)

~I '" 1.1+1'1 ~I (9)

42 = ).2 + 72<5).2 (10)

~(o+n"7>'-'O) =0 ~ -fn o:!..'dtv!l dY+fr, o:!..'(!. - 1),u+fr.o:!..'(!. - 1.1),u+

+ fa (1-+ ).2)divJ:!..dY =0 (11)

dtv 'l =0 en Q (15)

t - T =0 en r, (16)

t -). =0 en ru (17)- --I

1- + ).2 =0 en Q (18)

Como tambien Ios q, son arbitrarios Ia (12) Ileva a:

div v =0 en Q (19)

en tanto la (13) al cumplirse para todo 8&t implica:

v- v =0 en r. (20)



Las ecuaciones (15),(16),(19) y (20) constituyen, junto con Ia (2) Ia fu11Dllaci6n en ecuaciones
diterenciales (ED) del problema, es decir, minimbar Ia energfa de disipaciOn es equivalente a resolver el
sistema de ED. Las ec. (17) y (18) nos proporcioIl8D, en tanto, relaciones entre los multiplicadores de
Lagrange y los campos de velocidad y presiOn. Si se introducen esta relaciones en la ecuaciOn de encrgfa
de disipaci6n (2) y luego se busca el mfnimo, ahora Unicamente respecto de a y ~, se Dega a:

'~\..-M= 0 ~ -In 8.!..' dJy ~ dY+ fr,8.!..' (1.. - 1) d.4+ fr.(2p 1(cJ.!..> .!!/ ~ - .!..> d.4.0 (21)

~(~ =0 ~-fa dJy.!..8pdY+fr• --8p!!.' ~ - .!..>d4=0 (22)

Como (21) y (22) deben cumplirse para todo q, Y ~ sieodo estas dos variables independientes, tambien
debe cumplirse Ia suma, 10 cual Deva al principio variacional utilizado en el presente trabajo.

Ia 8.!..'dJy II dY+ In dJy.!..8pdY= fr, 8.!..'C.!... - 1)d.4- fr. 81..' (.!..- ~ d4 (23)

INTERPOLANTES MiNIMos CUADRADOSM6VILES

En funciOn de obtener buenas aproximaciones a un costo razonable es preciso construir bases que
saWdBgan algUn criterio de optima1idad, es decir, 6ptimo ajuste para un nUmero dado de puntos. Un
metodo especiabnente promisorio y que satisfilce ese criterio es elllamado "mfnimos cuadrados m6viles"
(Moving least squares ), 0 tambien mfnimos cuadrados ponderados. E1 m6todo es descripto con amplitud
en !as refereOOias[4] y [5], &qUi solo se brinda una descripciOn somera.

En ell9uste por mfnimos cuadrados ordioario se buscan los coeficientes de una aproximaciOn polin6mica.
Para un polinomio de grado 2 en dos dimensiones se tiene:

fi= (oJ, ...., 06)

It = ( 1, x, y, x.y, xl, y)
(25)

(26)

Dado un conjunto de N datos, asociados a puntos del plano, el ajuste por minimos cuadrados consiste en
minimizar el error cuadratico medio

La soluciOn es un COl:gunto de coeficientes n1.llIlCricoso. Este metodo es poco flexible y da una
interpolaciOn global, poco adecuada en mec3nica computacional. Con el oijeto de obtener aproximaciones
locales, mas vers8tiles, es conveniente arinimizar una norma ponderada, del tipo:

J(x)::c ~ W{x,y) . [1I~;,y,) - f; r (29)

De este modo, el valor de u en el punto (Xi, Yi) sera m6s fuertemente inftuido por los datos cercanos al
___ P!11!!0' sLl<?~~_~_~ adecuadamente como funciones decrecientes con Ja distaocia, es decir,



Mas a6n, dado que los pesos son fimciones, tambien lo sera Ia DOrma de (29) y por ende lo senin los
coeficientes a de (27). es decir

a = a(x) (31)

De este modo Ia funciOn aproximante no sera ya un simple polinomio sino una fimci6n que produce el
mejor ajuste con los datos en Ia DOrma(29), 10cual depende de !as funciones de ponderaciOn elegidas. Por
ello el metodo se denomina mfnimos cuadrados ponderados 0 moviles.

Derivando (29) respecto de los coeficientes a se obtienen !as "ecuaciones normales"

4 (x).!f(x) ""f (x).:!! (32)

. 4 (x)==:EWl(x)..f(x'),.f'(x,)

IHx) = [ WI (X).,f,(Xl), W2(X).,f,(X2) •...• wN(X).,f,(XN) ]

(33)

(34)

(35)

Quedando entonces definidas !as funciones de furma (,;{x». No obstante. cuando la matriz A DOes bien
condicionada., la ecuaciOn (36) DOpuede resolverse con la precisi6n deseada. Es por lo tanto adecuado
buscar un base ortogonal que pennita que la matriz A sea diagonal. Con estas consideraciones se obtiene
ahora una nueva base [61. que cumple este requisito:

En (37) y (38) x representa el punta en donde es evaluado el polinomio. La matriz A es ahora diagonal y

la (36) neva a:



, qJl,,_,~'M,.~
CII{D = -bfl.~) (42)

IMPLEMENTACI6N NUMERICA

Se integra por partes el primer termiDo de Ia (23):
-' . -'fa !f.O!! d'Y- fadiv !...Jpd'Y= fr,1. o!... tM- fr.1.' o!... ciA- fr.!...' 01. tM - fr.!....41.ciA (43)

- faPdivo!... d'Y+2fa P !! :O§ d'Y- fadiv !...opdA =

_I t--t
= fr,1. o!... dA- fr.po!...' !!.ciA-2fr.p !...'Ol !!.dA - fr.:!: .!!.JpciA-2fr.p!... 01 !!.ciA (45)

Se definen ahora un conjuDto de 3n funciones de peso (n: mImero de DOdos):

o~/x)=[ ~ ) ;=1.2 •...•11 (46)

Y se suponen ahora !as formas ftmcionales:

[
;1 0 0 )

4,(x)= 0;1 0
o 0 ",

O~I=(:: )
op,

Los campos de velocidad y presi6n se interpolan con !as mismas funciones de forma que !as variaciones
elementales, ie.

W(X)=[ : ) =M (x) a- ;,.,. t -i
P



{.=[ -: ~ ~]
t~ t~ 0

I, =!.-,!,

Entonres Ia ecuaci6n (45) resuIta en:

-Jllo.!!.;.!,.!.'1!.dY+2JllIIO.!!.; r, ~".!:dY-fllO.!!.; 4: .!.!!..'.!:dY=

= Jr,O.!!.;4,ldA-fr•o.!!.;.4, II .!.'.!:dA-2Jr.1I0.!!.;.4, 1J I: .!:dA+2fr.1I0.!!.;.~ 1J'lf.dA+

-fr ••.o.!!.:.4,.!. rI !!:dA +fr.o.!!.;.4;.!.~ .!'!- dA-2fr.1I0.!!.:.~: 1J'"I.dA (58)

Como debe cumplirse para un ~ a arbitrario Ia (58) se transfurma en el sistema:-,
~.!!.=L (59)

K,=2flllll: .QqjdY-fll(.!'.!.'~j +4, !..!.jdY-fr.<4, ~ l..'4j +4, l..~.!'!-'4J)dA +

-2fr.JI'4; 1J~IJ + r, .li ~J)dA

Ii=Jr,4, t dA -Jr. 4, Z !I' § v dA-2Jr.J.l.g~ If ~ v ciA

(60)

(61)

Como puede observarse Ia matriz K es sim6trica. En !as ecuaciones sobre Ia frontera de DiricbJet se ba
introducido Ia matriz S que coutempla Ia direcci6n en que son impuestas !as velocidades.

[

Sx 0 0 J
~ 0 Sy 0

o 0 0

3" '" 1 si v" estDprescriplo en r.
3" =0 en caso conlrario
y anBlogamente con 11,.



RESULTADOS

En primer lugar se corri6, como path test, imponiendo condiciones de Dirichlet a Ia entrada Yen Ios hordes
superior e inferior de dos placas paralelas (Vx=1, Vy=O). Se eligi6la geometrfa que muestra Ia figura 1. EI
caso se ha corrido con 30 nodos. Se ha obtenido Ia velocidad que corresponde (Vx unifurme e igual a la
unidad) en todo el interior y en Ia salida. La presi6n obtenida es cercana a cern (l.E-8) y constante en todo
el dominio. EI polinomio generador (ver ec.(26), (37) y (38» para Ia interpolacilln en velocidades en cada
nodo se eligi6 de segundo orden, en tanto que para Ia presi6n se adoptaron polinomios de primer orden.

En segundo lugar, con Ia geometrfa que se muestra en la figura 2, Ysiempre para placas paralelas, se corri6
con una parlibola de ve10cidades a Ia entrada (Vx=4.x. (1-x)) y ve10cidad impuesta en Ios hordes superior e
inferior (Vx=Vy=O). Como se sabe, Ia soluciOn del problema se corresponde con velocidad igual a Ia
impuesta en Ia entrada para todo corte a x=cte, en tanto que el gradiente de presiones resuha constante y
en Ia direccilln x. Como se puede observar, Ios resultados obtenidos concuerdan con Ia soluci6n exacta.
Los campos de velocidades y presiones se ban interpolado con Ios mismos ordenesque en primer caso.
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FinaJmente, se corri6 el caso que muestra Ia figura 3. En este caso se ha elegido a Ia entrada una par8bola
truncada, siguiendo Ia siguiente ecuaci6n:

Vx=0.816 para 0.2:s:y:s:0.8

Vx=5.1 (l-y)y paraotroy

La solucilln del problema debe ser el desarrollo de una parlibola exacta para Ias velocidades (en x) a la
salida (valor m8ximo I). Los resuhados DlIlDCricosobtenidos coinciden con esta solucilln, como se aprecia
en la figura 3. No obstante, Ios valores de presi6n sobre el final de Ias placas paralelas deberlan ser
constantes a x=cte (es decir, en Ia figura se apreciarfan como rectas). La soluci6n mejora sensiblemente
con mayor cantidad de nodos, aunque I1I1IImta comiderablelIl&:nte el tiempo de caIculo. Este case se como
con 45 nodos y Ia resoluciOn tomo un tiempo de computadora del orden de Ios 600 segundos (PC 486
DX2). Para Ios polinomios en velocidad se eligi6 orden 2 y para Ia presiOn polinomios de orden I, como
en Ios anteriores casos. .



Otros casas: Se ban reaJizado diversas experiencias adicionaJes. La mas significativa es quizas Ja reaIizada
con !as mismas condiciones del tercer caso pero interpolando Ja presiOn y Ia velocidad con polinomios de
igual orden (polinomios completos de segundo grado). Los resultados concuerdan con Ios exhibidos en Ja
figura 3. No obstante, otras interpoJaciones l1evan a marcadas osciJaciones en los campos de presiOn (por
~, velocidad y presiones lineales 0 velocidad lineal y presi6n cuadn\tica). EI metoda presenta adem8s
inconvenientes para captar variaciones abruptas en velocidad, y es por eso que en el tercer casa se impuso
a Ja entrada una paniboJa tnmeada y no simplemente una velocidad unifonne. Una vez mas Ja so1uciOn se
encamina con una mayor densificaciOn pero a costa de un mayor consumo de tiempo de CPU.

En todas los casas discutidos se ha trabajado con cuatro celdas rectaDguIares de 8 puntos de Gauss cada
una para Ia integraciOn IlUtIlI&ica.

CONCLUSIONES

Se ha present:ado un esquema IlUIlltIDco basado en Ios llamados metodos difuSos 0 sin red. Derivando el
principia variacianal correspondiente para el presente caso se implement6 luego el esquema numerico. Los
resultados obtenidos muestran que el metoda ajusta bien en ciertos casas, mostraDdo campos de
velocidades y presiones estables. En otros casas, como ser abruptas discontinuidades en Ja velocidad, el
metoda muestra desveutajas con respecto, por ejemplo, a1 MEF, y es nec:esario continuar trabajando a fin
de poder obtener correetas aproximaciones a un razonable costa computaeional
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