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RBSUMBN

En el presente trabajo Be describe un modelo en elementos finit08 que
acopla el escurrimiento en ca.n.alesy el flujo de agua subtemtnea. La formulacion
matema.tica del flujo subterraneo se basa en Ill. teoria de flujos en medios porosos
saturados mientras que el flujo en canales abiertos es simulado mediante la
aproximacion de la onda cinematica. A diferencia del tratamiento diLsico como
funcion fuente que recibe el termino de acople entre los dOBsistemas, se demuestra
que el mismo aparece naturalmente en la formulacion debil de las ecuaciones de
gobierno, siendo por 10 tanto necesano introducir un corte de ramificacion en el
dominio computacional. La resoluci6n de la ecuacion del flujo subterraneo se logra
utilizando el metodo clasico de Bubnov-Galerkin, con elementos triangulares y una
aproximacion lineal de la carga hidraulica. La resolucion de la ecuacion de la onda
cinematica Be obtiene a su vez mediante una formulacion de PetrovGalerkin. El
modelo es finalmente aplicado a un problema. real obteniendoBe resultados
altamente satisfactorios.

ABSTRAcr

In this work a finite element model that couples open channel flow' and
ground-water flow is presented. The mathematical formulation of the ground-
water flow is based on the theory of flow through porous media while the open
channel flow is simulated by means of the kinema.tic wave approximation. It is
shown that the coupling term arises naturally from the weak formulation of the
governing equations making it necessary to introduce a branch cut in the
computational domain, contrary to its standard treatment as a source term. The
solution of the ground-water flow equation is accomplished with the Bubnov-
Galerkin method, with triangular elements and a linear approximation of the
hydraulic head. The kinematic wave equation is solved using a Petrov-Galerkin
formulation instead. The model is finaly applied to a real problem with highly
satisfactory results.

1. Introdwcci/m
El estudio de la interacdon entre acuiferos y nos en el ambito de la hidrologia no es un
tema de investigacion reciente. Sin embargo, los metodos y la sofisticaci6n de su
tratarniento evolucionaron de la mano del desarrollo de las computadoras y del
creciente conocimiento cientffico sobre el tema. En un comienzo, investigadores como
Theis II], Hantush [2] y Glover [3] popularizaron metodos analiticos para cuantificar el
efedo que la extraccion de a.gua subterranea produce sobre el escurrimiento en canales
abiertos, aUn cuando muchas de las hip6tesis simplificativas que acompaiiaron 105

metodos analiticos fueron luego superadas por los modelos numericos. A pesar de sus
limitaciones, 105 modelos que resuelvell solo el nujo subtcml.neo a'<.IllgOZ3ll de gran
aceptacion (por ej. MODFLOW [4]). No obstante, el tratarniento sencillo que este tipo
de modelo brinda al escurrimiento superficial, una. de las componentes esenciales del
problema, hace que en numerosos casos de interes practico MODFLOW no sea la
herramienta mas adecuada. Por 10tanto, un model0 que resuelva en forma conjunta.no



solo el flujo subterraneo sino tambien el flujo en canales y su interaccion mutua con un
grade de sofisticaci6n apropiado, constituye una poderosa herramienta para evaluar el
impacto de la explotaci6n del recurso hidrico subterraneo. En este senti do pueden
nombrarse contribuciones como las de Pinder y Sauer [5], Cunningham y Sinclair [6],
Glover [7], Swain y Wexler [8], por citar s610unas pocas.

En este trabajo se present a un desarrollo numerico en elementos finit08 alternativo que
simula el escurrimiento en canales abiertos y el flujo en medios porosos saturados, el
que a diferencia de los traba,ios citados, trata el termino de acople por intermedio de la
condicion de borde natural del metodo. Finalmente, el modelo es usado para resolver
un problema real a escala regional, obteniendose resultados altamente satisfadorios.

2. Modelo matemGtico
El modelo matematico aqui propuesto se basa en acoplar la ecuaci6n del flujo de agua
en medios porosos saturados y la ecuaci6n de propagaci6n de una onda cinematica en
canales abiertos. La primera de ellas establece el balance del flujo de masa integrado en
la vertical a travcs de un acuifero libre, y puede escribirse como [9]

V'. K(h -1]) V'h + ST - Sy fi = 0

donde V = (11,,,,a ) es el operador gradiente en el plano horizontal, K es el tensor de
conductividad hiJ;aulica, h es la elevacion de la napa freatica Y 1J es la elevaci6n del
fondo del acuifero, ambas medidas desde un plano de referencia a.rbitrano, ST es un
termino fuentejsumidero, Sy es el coeficiente de almacenanliento y t es el tiempo. En
la expresion anterior se ha supuesto que el acuifero esta aislado de cualquier formacion
geo16gica subyacente, y que los efeetos de la elasticidad del material solido son
despreciables. Si. bien la ecuaci6n (1) es valida para un acuifero freatico bajo la
hip6tesis de Dupuit, tambien es valida para un acuifero confinado mediante la
sustituci6n T = K(h -1]) ( = transrnisividad), en cuyo caso deviene una ecuaci6n lineal.

La seglmda ecuacion a resolver es la aproximaci6n de la onda cinematica a las
ecuaciones de Saint Venant, basada en la hip6tesis de que los efedos de la friccion y de
la gravedad son dorninantes con respecto a otras fuerzas tales como la presion y la
inercia. Si adenla.s se adopt a una relacion constitutiva. entre la. seccion transversal de
flujo A y la descarga Q de la forma Q = I'Am, donde l' Ym son parametros geomctricos
que relacionan la pendiente del fondo del canal S y la rugosidad del canal acorde al
tipo de expresion de Manning 0 de ChCzy que se utilice, se obtiene [10]

aA ( aAat + C A,s) -8';-= O"(s, t) (2)

En (2), ." es la longitud de arco a 10 largo del canal, C(A,s) = aQjaA (manteniendo s
fija.) es la celeridad de la onda, y u es el termino de acople 0 interaccion entre ambos
sistemas. Ahora bien, practicamente todas las formulaciones matematicas en las que se
basan los modelos que resuelven el flujo subterraneo y el flujo superficial en forma
integral tratan a u(s, t) como una funcion fuente en la ecuaci6n del flujo subterraneo.
Sin embargo, aqueUos modelos basados en aproximaciones en elementos finitos (por cj.
[6], [7]) no hacen uso de una de las propiedades ma.s ventajosas del metodo, mal es la
incorpora.ci6n automa.tica de los flujos a 10 largo de las fronteras del dominio en las
ecuaciones discretizadas. En este trabajo, clicho terrnino se simula a traves de una
!nteg:;al de flujo a 10 largo de la frontera que represent a el rfo. El uso de la primer a
Identldad de Green para obtener la expresion vanacional correspondiente a la ecuacion
(1) da lugar ala apancion de la. integral de linea JWK(h-1J)8hjonds, extendida a 10
largo de la frontera an para el caso de un tensor de conductividad isotropica, siendo W
\m~ funcion de peso admisible. Teniendo en cuenta que K(h -1J)8hjan represent a un
fluJo normal a of!, este termino puede asociarse naturalmente can el intercambio de
agua que tiene lugar entre el a.cuifero y el rfo a 10 largo de la porcion de riD rR de la
frontera an que delimita el dominio n. Es sa.bido que el uso de la primera identidad de
Green requiere de un dominio simplemente conexo, asi que para rios totalmente
penetrantes es necesano introducir un corte de rarnificacion a fin de evitar la existencia
de una funci6n h multivaluada a 10largo de la frontera rR (Figura 1).



En base a Ia ley de Darcy, el flujo neto total (1 entre 1'1 a.cuifero y un no parcia.lmente
penetrantI' en conta.cto hidraulico con 1'1 acuifero puede expresarse como [11]

donde 1'1 supraindice - esta asociado al vector normal unitario n salientI' a rR en Ia
direccion negativa, C = K.P/e es Ia conduetancia hidraulica de Ia interfase, P es 1'1
penmetro mojado del canal, K. es 13 conduetividad hidraulica de 105 sedimentos del
fondo del rio (K. «: K), e es 1'1 espesor de dichos sedimentos y h. es Ia e1evacion del
pelo de agua en 1'1 canal medida con respeeto al mismo plano de referenda que h y TJ.
De 10 contrario, para el caso de un no tota.lmente penetrantI', 51' utiliza

(1+ =C+(h+ -h.)

(1" = C" (h - - h.)

, a 10largo de ia

, a 10 largo de gi

Por Ultimo, si no hubiera conexion hidraulica entre 1'1 no y el acuifero, 1'1 flujo entre
ambos deviene constante y esta dado por

Eligiendo un grupo de escalas que tenga en cuenta la disparidad en 1'1 tiempo de
respuesta de ambos sistemas [12], es posible obtener Ia forma adimensional apropiada
de Ias ecuaciones (1) y (2). Utilizando notacion tensorial, y teniendo presente que todas
las variables estan abora normalizadas, la ecuaci6n (1) puede reescribirse como

p. 88ht+ 8q; - ST = 0 (7)ax.

q.= -](.(h-TJ)2!l. (8)
• 'J ' 8xj

y p. es un numero adimensional similar al nnmero de Peclet. De igual manera, Ia
ecua.cion (2) escrita en funcion de variables normalizadas toma Ia forma

~1+~v* = QaHi(h-hb-eu) (9)

donde v es Ia velocidad media adimensional del flujo superficial calculada mediante Ia
expresion de Manning, Q. es un nnmero adimensional aqui denominado nnmero de
flujo que represent a 1'1 cociente entre Ia tasa volumetrica de bombeo y Ia descarga
media en 1'1 canal, H; es una especie de nnmero de Biot 0 conduetancia adimensional, e
es un parametro adimensional que midI' la distorsi6n entre las escalas verticales, y u e.s
la profundidad adimensional del agua.en 1'1 canal.

3. Modelo n~o
Asumiendo una aproximacion lineal continua por elementos de h sobre Ia partici6n n.
del dominio n, Ia formulaci6n debil correspondiente a la ecua.cion normalizada del flujo
subterraneo (7) puede escribirse abora como

18h 1 8h 8.,p; 1 1p. 7ft.,p; dn + T;j ax; 8x dn = Sr .,p; dn -- (J" .,pi ds
De De J' fie 8(}e

donde (J = Ii .Ii es el flujo a traves del contl'l1'no 80~ (Ii esia dado pOT (g\), ,I,; son 1M
funciones de prueba identicas a las funciones de lorma. en 1'1 metod~ 'de Galerkin,
rt; =on = (coslI,senll) es el vector unitario normal salientI' a 8n•• y II es 1'1 angulo entren y 1'1 eje horizontal medido positivo en el sentido contrario a las agujas del reloj. EI
segundo termino del miembro de la derecha representa una integral de flujo, utilizada
aqui para simular la interaccion entre el no y 1'1 acuifero a 10 largo de la porcion r R del



contorno ane.

Asumiendo a su vez una aproximaaon lineal continua por trozos de A sobre la
particion Ll en N S R elementos de Ill.frontera rn, Ill.formulacion debil de Ill.ecull.cion
de la onda cinematica convenientemente normalizada deviene

f ('1'>;+ Pi)[I:aj<pj + tr(I:ajrPj)2/3I:ak4>k - L9j<Pj] ds==o, i= 1, ,NSR+ 1 (11)
'R
donde . == d/dt y ,== d/ds. Aqui <Pi represent a las funciones de forma y Pi la
perturbacion que se adiciona a las mismas en el metodo de Petrov-Galerkin, definida
en el presente trabajo como -~ ~:i([13], [14]). Por ultimo, Ill. compatibilidad
entre los espacios de aproximacion en ambos sistemas impone que 1>i(3) == !/i,(x)
Vi3 rR.

Pe Rh + Ah = b

DiI. + c(a) = Dg

(12)

(13)

donde R represent a la matriz de masa, A las contribuciones de los terminos fuentes
y/o sumideros mas Ill.contribucion de Ill.integral de linea que incorpora el £jujo entre
acuifero y rio, b el vector de carga y h el vector incognita. Por otra parte, D es la
matriz de IIlaBaconsistente, c es el vector no lineal que contiene el termino convectivo
y 9 es el vector que incluye el termino de la interaccion entre ambas componentes
hidrologicas, dado por alguna de las ecuaciones (3)-(6).

La discretizacion temporal de la ecuacion (12) esta. basada en el mCtodo ponderado. En
consecuencia, el sistema de ecuaciones a resolver se reduce a

[R+wIAn+l1hn+I=[R-,-W2AntI1hn+1 + w2bn + w1bnt1 (14)

donde n denota el nivel de tiernpo tn = nLlt, WI == (}Llt/ P e and W2 = (1 -1))Llt/ P . Las
soluciones para el estado estacionario se obtienen con el metodo implicito (I) = 1)
mientras que las soluciones transitorias se obtienen con el metodo de Crank-Nicolson-
Galerkin (CNG, I) == 1/2). En general, tanto A como b dependen de h cn forma no
lineal, en cuyo caso se utiliza una iteracion de Picard para avanzar la solucion un paso
de tiempo. Asi la matriz A y el vector b son actualizados en cada iteracion de forma tal
que ambos reflejen la estimacion mas reciente de h. Por otra parte, la integracion
temporal de Ia ecuacion de onda se basa en el metodo de Newton-Raphson para
resolver el sistema de ecuaciones no lineales en cada nivel temporal resultantc de
aplicar un esquema de CNG a Ill.ecuacion (13). Por Ultimo, se implemento un esquema
de avance de la solllcion del sistema (12-13) a.corde al tiempo de respuesta
caracteristico de cada componente hidrologica y basado en la estricta preservacion de
la masa del termino de intercambio [121 .

.4. ValidaciOn del motlelo
Las ecuaciones aqui planteadas han sido profusamente tratadas en la literatura y
resueltas analiticamente para cada una de las componentes del sistema bajo situaciones
extremadamente idealizadas. Sin embargo, el problema acoplado en su version mas
general no admite una solucion cerrada. La validacion del modelo se encaro por 10
tanto en forma desagregada para cada modulo, obteniendose una excelente
comparacion entre resultados analiticos y. numericos. Un dctallc exhaustivo de los
ensayos numericos realizados puede encontrarse en [121.

5. Al'licaciOn del motlelo
La aplica.cion pra.ctica del modelo se realizo en la cuenca del Rio Bill Williams,
Arizona, USA, caracterizada. por la escasez de datos de campo. La malia de elementos



finitos (Figura 2) contiene 387 nodos con 604 elementos triangulares, y engloba una
superficie de 84,6 Km2• La misma posee un la.rgoaproximado de 55 Km y su desarrollo
lateral varia entre un minimo de 500 m en el extremo derecho y un maximo de 9.000
m en 11$parte central. EI no Bill Williams atraviesa 11$regi6n modelada de derecha a
izquierda, se origina por la descarga de la represa de Alamo y desemboca en el Lago
Havasu, y esta representado por 69 elementos lineales de entre 600 m y 900 m de
longitud. Ademas del escurrimiento superficial, otras variables simuladas incluyen el
consurno de agua por parte de la vegetaci6n ribereiia y la extracci6n de agua
subterranea a traves de pozos de bombeo localizados en la parte central de la malla
(Figura 3). Las condiciones de borde implementadas son del primer tipo <> de Dirichlet
en el extremo derecho de la malla y del segundo tipo 0 de Newmann a 10lar~o de todo
el resto de la frontera, con valores de flujo diferentes de acuerdo a la ubicacion, valores
que se estimaron en base a los escasos datos de campo disponihles.

La confiahilidad de los resultados obtenidos se estableci6 a partir de ciertos indicadores
hidro16gicos observados. El primero de ellos consiste en la desaparici6n, en condiciones
de flujo normal, del escurrimiento superficial unos 30 Km aguas abajo de la represa de
Alamo y el posterior resurgimiento del mismo aguas ahajo de la zona de loc.alizaci6nde
los pozos de bombeo, situaci6n que el modelo es perfectamente capaz de reproducir
(Figura 4). Cabe mencionar que, aunque de magnitud diferente, este singular fenomeno
ocurre aim cuando los pozos no estan en operacion. Como se aprecia en la Figura 4, el
intercambio entre el agua superficial y la subterranea esta altamente concentrado en
una franja de casi 12 Km. La respuesta. del sistema suhterraneo frente al bombeo
puede apreciarse en la Figura 5, donde se han graficado las curvas de nivel de la.
superficie freatica correspondientes a un estado estacionario. Se destaca un claro
descenso de los niveles frea.ticos en respuesta a la puesta en opera.cion de los pozos de
bombeo. La Figura 6. muestra algunos de los resultados obtenidos en condiciones
transitorias. En particular se ha graficado 130vanaci6n temporal del area de
escurrimiento en tres puntos del recorrido del IUo Bill Williams. El hidrograma
simulado a los 4.460 m aguas aba.jo de Ia. represa de Alamo preserva ·la forma del
hidrograma de entrada al modelo, el que por hrevedad se omite, reflejando que el
intercambio volumetrico no-acuifero es minimo a 10 largo de este. tramo. En el punto
intermedio, uhicado en 180 progresiva 31.039 m, el rio pennanece seco la mayor parte
del tiempo escurriendo solo en forma esporadica en respuesta a crecidas de magnitud,
hecho que concuerda con las observaciones de campo disponibles. Por Ultimo, en el
punto mas alejado de 11$presa (.~= 48.234 m), el rio no solo responde a la frecuencia
impuesta. por el hidrograma de entrada al modelo sino que ademas refleja una escala.
temporal estacional claramente inducida por el cido anual de bombeo y el consumo de
agua por parte de la vegetacio.llribereiia, con una. leve tendencia. declinante.

6. Concl1&siones
Desde el punto de vista numenco, tanto 1&formulaci6n de Bubnov-Galerkin para el
flujo subterraneo como la de Petrov-Galerkin para el flujo en canales abiertos producen
soluciones altamente satisfactorias. El acople entre el sistema subterraneo y el
superficial se 10gra explotando las condiciones de borde naturales del metodo de los
elementos finitos, peculiaridad que no aparece induida explicitamente en la mayoria de
las formula.ciones matematicas encontradas hasta. la fecha. Esto lleva a 11$eventual
necesidad de introducir cortes de ramificacion a 10 largo de la frontera interna que
represente el rio. Por Ultimo, los resultados obtenidos con la aplicacion del rnodelo en
la cuenca del Rio Bill Williams reproducen adecuadamente indicadores hidro16gicos
observados en la region.
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Figura 1: Dominio n y corte de ramificacion
a 10 largo. de la frontera interna rR
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Figura 3: Ubicaci6n de los pozos de bombeo dentro de la
malla de elementos finitos
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