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Se presenta un Modelo Matematico ID de estratificaci6n termica con
difusi6n turbulenta variable, para simular el comportamiento de grandes
cuerpos de agua. La ecuaci6n de transmisi6n de calor en la vertical se
discretiz6 mediante un esquema numerico implfcito, que considera la
variabilidad espacial de la difusividad, parametro principal del modelo. Se
simul6 la incidencia de un f1ujo advectivo con distinta temperatura a la del
cuerpo de agua. Se calcularon ciclos estaeionales de distribuci6n de
temperatura, ocurrencia de termoclina, flujos de calor debido a emisi6n de
onda larga y corta y perfiles verticales de difusividad.

A 10 Malhematical Model of Thermal Stratification with variable eddy
diffusivity to simulate the behaviour of great water bodies, is presented. The
vertical heat diffusion equation was solved by an implicit numerical scheme
that accounts for the spacial variability of the eddy diffu.~ivity, the main
model parameter. The effect of an advetive inflow with a temperature
different than that of the water body, was simulated. The model allowed
to calculate seasonal cycles of temperature distribution, thermocline
generation, heat tlows and vertical eddy diffusivity profiles.

EI conocimiento de 108 procesos fisicos, qufmicos y biol6gicos en la direcci6n vertical es de vital
importancia en reservorios, ya sean naturales 0 artificiales. Uno de esos procesos es el de estratificaci6n
termica, el cual determina la distribuci6n espacial de las variables de calidad de agua, como tambien su
distribuci6n temporal. EI desarrollo informatico de las ultimas decadas. ha permitido resolver grandes
sistemas de ecuaciones y por 10 tanto simular con modelos matematicos procesos ambientales de distinta
complejidad. En este trabajo se presenta un Modelo Maternatico Unidimensional de Difu~ividad de
Remolino, que permite calcular 108 perfiles verticales de temperatura del agua en Iagos y embalses, a
traves de la resoluci6n de la ecuaci6n de transmisi6n de calor.
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La estratificaci6n termica ocurre por el calentamiento diferencial del reservorio a 10 largo de su
profundidad. En el mismo, la energia originada a partir de la radiaci6n solar incidente se almacena y
mezcla mediante la turbulencia. La capa donde tiene efecto la mezcla es el epilimnio, Ia del fondo es
el hipolimnio y la de transici6n entre ambas es la Hamada termoclina, [1]. EI gradiente de temperatura
es pequeno en las primeras y grande en la regi6n de la termoclina. La termoclina puede ser de tipo
estacional, tfpica de lagos de dimas templados, y/o de tipo diaria, caracteristica de lagos de regiones
tropicales. La estratificaci6n termica es determinante de la distribuci6n vertical del oxfgeoo disuelto, la
DBO y de concentraciones de otras variables de calidad de agua.

En Iagos y reservorios, una gran parte de la turbulencia proviene de la interacci6n entre el viento y el
agua. La turbulencia como vehiculo de energfa se propaga scgfu1 la resistencia que encuentra, medida
por el trabajo que debe realizar para elevar dos capas de aguasde distinta densidad. La estratificaci6n,
la estabilidad y la viscosidad son quienes ofrecen resistencia a Ia turbulencia [2].

La ecuaci6n de transferencia vertical de calor sc expresa:

A(z) ~ + V :: = ~ (A(z) IVz,1') :-) + ~~ ·Z + A.~ (T. -'f) (1)

En Ia que A(z) es el area transversal a la profundidad z, T es Ia temperatura del agua variable en el
espacio y en el tiempo, p Ia densidad del agua y ~(z,t) un ter'mioo de fuente de calor interno. Cp es el
calor especffico a voluIiJ.en constante de agua . .Ka(z,1') es la difusividad de remolino para el transporte
vertical de calor, principal parmnetro del modelo, se considera variable a 10 largo del tiempo y del
l".spacio. V es la velocidad media vertical. Q. , A.y T. corresponden al caudal, area y temperatura de
un f1ujo ingresante al reservorio, respectivamente. Ks(z,1'), se expresa de la siguiente forma, de acuerdo
a [3]:

Ks. es la difusividad de remolino en ausencia de estratificaci6n 0 valor neutral de la difusividad de
remolino, r1 es un parametro a ajustar. R. es el numero adimensional de Richardson, que establece una
relaci6n entre la produeci6n de empuje y la producci6n de turbulencia, segun [4J, y es considerado un
parametro de estabilidad. En [3] se propane parametrizar R.. y K... de la siguiente forma:

i1f
~ = -a.. g z Z Ck (3)

6).1.

donde !Xv es el coeficiente volumettico de expansi6n termaIy w* es la velocidad de corte debida a la
tension generada por el viento en la interfase aire agua. c es una constante empirica, parametro del
modelo a ajustar.

La temperatura en la superficie de intercambio, involucra en su calculo 108 diferentes tipos de f1ujos de
calor [5], entrada de radiaci6n en onda coTta incidente (~J,entrada de radiaci6n en onda larga despues
de la reflecci6n (~.J,perdidas de radiaci6n en onda larga (cuerpo negro) (~r1)' perdidas por evaporaci6n



(.pJ y por calor sen'lible (.p.). La energia neta disponible, <PN'en el reservorio es:

~ ~·,po .•.,pr2 -,prt -,p. -,p.

Dichos flujos se determinaron en funci6n de las siguientes variables meteorol6gicas: temperatura del
aire, humedad relativa, heliofanfa, nubosidad, velocidad del viento y presiOn atmosferica .

EI modelo resuelve la ecuaci6n (1) , mediante un esquema implicito segun el Metodo de Diferencias
Finitas. Asi se genera un sistema de ecuaciones lineales para las temperaturas del agua, que se re.'luelve
por un algoritmo de Doble Barrido, [6].

Se adopW un esquema implicito simple, con una seguridad de primer orden y con un error de
truncamiento de O[At, AT), de acuerdo a lapropuesta original de Laasonen, (7). Este esquema es
incondicionalmente estable.

De acuerdo a un anaIisis dimensional es posible justificar la eliminaci6n del rermino correspondiente a
la advecci6n vertical, cuando no existen. entradas y salidas significativas, ni gradientes batimetricos
cOllsiderables, [1).

La discretizaci6n espacial se realizO mediante la divisi6n de la profundidad del lago, en capas de espesor
Az. Las variables calculadas, temperaturas y coeficientes de difusi6n, se asignaron al centro de cada
capa. EI gradiente de temperatura de la ecuaci6n (3), se discretizO por medio de un esquema centrado
explicito.

(A.. K..D At .•. A.. "D At .•. A..) T
J
•D+1 .•.

'""j +1 -~ +1 Az2 '''] ''IIj Az2 '""j

(
A.. K..n At) TD+1 (A. K..D At) TD·,1

.•. -'""j +1 -~ +1 Az2 J +1 .•.. '-'''] -~ Az"i j--1

Se aplic6 el metoda el Metodo de Doble Barrido, para resolver en cada intervalo de tiempo, el sistema
de ecuacioncs lineales, cuya matriz de cocficientes es tridiagonal.

EI modelo permite adoptar como CondiciOn Inicial un perfil de temperatura uniforme 0 no uniforme .

. T (j ,0) = To V j =1, J (8)



Se fij6 un gradiente de temperatura nulo como Condici6n de Contomo en el rondo:

~ i1I'} = 0 (10)
& J

Se aplic6 el metodo de von Neumann para realizar el aruUsis de estabilidad, [7]. El metoda se basa en
una expanswn finita de la solucwn de la ecuacwn de calor, en una serie de Fourier. EI deca.imiento 0
amplificaci6n de cadit modo se considera separadamente para determinar la estabilidad 0 inestabilidad.
A tal fm, la ecuaci6n del modelo se simplific6 de la siguiente manera:

La solucion de la ecuaci6n, la temperatura del agua T, puede escribirse como la suma de dos
componentes, una debida a radiacwn (T.>, Y la otra al proceso de difusion, (TdIf) :

T = Tq. + T... (12)

Entonees la ecuaci6n basica del modelo se puede expresar de la siguiente forma:

a (T.,+TdIf) = Ku i1(T •• + TtIlf) _ 1 iJtP--a---- az2 -pCp &

EI primer t6rmino de la derecha en la ecuaci6n (14) es nulo, pues T. no est! sometido a difusi6n. Como
la ecuaci6n (14) es lineal, se puede desdoblar en :

~. __~p = (IS)

La ecuaci6n (15) es la que resuelve el Modelo de Balance Termico, y no presenta problemas de
estabilidad PUt:St:Stablece un balance cerrado de energia a cada paso de tiempo. En cambio la ecuaci6n
(16) es la que puede lIegar a presentar problemas de estabilidad, por la presencia de derivadas espaciales
de la temperatura en el segundo miembro. Como punto de partida del anaIisis de estabilidad, si
consideramos una aproximaci6n explfcita simple, se deduce que la restriccwn numerica para la
determinacion del intervalo de tiempo, At, queda expresada de la siguiente forma, segun [6]:



EI esquema numerico adoptado es impllclto, incondicionalmente estable, basado en el esquema de
Laasonen (6). EI a.naIisis de estabilidad se formula entonces a partir de la siguiente ecuacion:

i1To+l 8)To.l = TO + (Ku&) __ (1
ill 1

V· es la funcion amplitud en el intervalo temporal n de la componente particular cuyo numero de onda
es 11.,1=(-1)"'. , es el angulo de fase D = ks Az, entonees:

reemplazando en la ecuaci6n (18), obtenemos :

VO'1 cc VB + VB+l (Ku& )(ei9 • e-i9 - 2)
&1

donde G es el factor de amplificacion del error y se expresa como V·+IfVn. Dado que (l - cos 0) ?:0
para todo D, el valor absoluto del factor de amplificaci6n es ~ 1 para todo coeftciente de difusi6n,
intervalo de tiempo 0 intervalo espacial.

En sfntesis, el esquema numerico adoptado es incondicionalmente estable, con un error de truncamiento
de O[At,(Az)Z].

Se represent6 el proceso de estratificaci6n termica en el Lago Ohrid. Los datos necesarios para la
aplicacion del modelo, se tomaron de las mediciones realizadas por Outcalt y Allen [1]. Para el calculo
de los f1ujos de calor, se expres6 el comportamiento medio de las variables meteorol6gicas: radiaci6n
global, temperatura, humedad relativa y nubosidad, segun una relaci6n peri6dica del tipo:

donde "per" es el periodo de tiempo considerado (un afio), ~ y ~ son constantes propias de cada
variable meteorol6gica i. Se verific6 que el ajuste logrado fuera compatible con la informacion
disponible. Por no disponer de informacion referida a Ia presion atmosferica, se adopt6 el valor normal
de presi6n; la velocidad del viento se considero constante, en 3 mls.
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Se establecieron las condiciones iniciales de acuerdo a la inforrnaci6n medida. La fase inicial se estableci6
en 290 dias. Por debajo de los 39 metros se [y6 una temperatura constante de 7 ·C. EI modelo se apIic6
con un intervalo Az = 1 metro y un intervalo temporal At = 12 horas y se consider6 nulo el caudal de
ingreso aI reservorio (Q. =0).

Las temperaturas del agua medidas a 10 largo de 5 afios, se muestran en la F1gura 1, [1]; donde el
intervalo entre las isotermas es de 1 ••c y la mas profunda corresponde a 7°C. En la Figura 2, se
observan los resultados de la simulacion realizada con el modelo de difusividad variable.

Otra aplicaci6n del modelo fue simular las modificaciones generadas en el proceso de estratificaci6n
debido a un cauda.I de ingreso (QJ. Se contemplaron, entre otras, dos variantes: la primera corresponde
a Q. ingresante en la primer capa solamente y en la segunda se 10 considera en las d08 primeras capas.
Se simularon distintas relaciones Q. I A. con diferentes temperaturas.

Se anaIizaron los perfiles verticales de temperatura en dos situaeiones tipieas del lago, una isotermal y
otra con presencia de termoclina, con Q. =0. La Figura 3 muestra los perfiles medidos y calculados.
Los resultados del ajuste, respecto de los prineipales parametros del modelo son: coeficiente de
absorci6n (It) = 0,40; coefieiente de extinci6n (zJ = 0,19 11m; el parfunetro f1 = 0,15 y el parametro
e = 0,028.

Se concluye que el proceso de estratificacion y los perfiles de temperatura son bien representados por
el modelo de difusividad variable. La profundidad del epilimnio y !as caracterfsticas de Ia termoclina se
ajustan satisfactoriamente a 108valores observados. En la Figura 4, se graficaron los perfiles de difusidad
calculados para ambas situaeiones simuladas, los (:uaIes son cualitativamente comparables a 108
obtenidos por [8], para condiciones isotermales y con presencia de estratificaci6n.

Los resultados obtenidos aI simular el caudal Q. ingresante en la primer capa y en las dos primeras
capas, se muestran en las Figura'i 5 Y6 respectivamente. En las mismas se observan los ciclos anuales
de temperatura obtenidos para la relaci6n Q.I A. = 0.1 m/s y temperatura 9 ·C.
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Ftgura 2: IsoHneas de temperatura calcuJadas
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Figura 5: Isolfneas de temperatura calcula<bs. Simulaciim de un caudal
entrante a goC en la primer capa
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Figura 6: lsolfneas de temperatura caIculadas. Simulaci6n de un caudal
entrante a goC en las dos primeras cap•.




