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SUMARIO

No presente trabaiho, o elemento para flexio de placa de Reissner-Mindlin bilinear de quatro
nos com um campo de deformagdes cizalhantes impostas é investigado com respeito a
problemas dindmicos. Diversos exemplos numéricos, no contexto de vibragdes livres e
forcadas, sio apresentados e os resultados sdo comparados com outros existentes na
bibliografia, com a finalidade de mostrar a confiabilidade do elemento, na classe de problemas
estudados. .

SUMMARY

Here a four node bilinear Reissner-Mindlin plate bending element with an imposed shear
strain field is applied to dynamic problems. Several numerical examples involving both free
and forced vibrations are presented and the results are compared to existing solutions taken
from the literature, with the objective of demonstrating the adequacy of this element for the
class of problems considered.

INTRODUCAO

Nos tiltimos anos muitos elementos, baseados na teoria de placas espessas de Reissner-Mindlin, tém sido
desenvolvidos. A maior parte desses elementos, 00 entanto, nfio ¢ capaz de reproduzr a condi¢iio de placa
esbelta naturalmente. A medida que a esbeltez cresce, as deformagBes cizalhantes devem tender a zero
mas, devido a um aumento na parcela de rigidez de cizalhamento, alcanga-se um bloqueio na solugio {1].

Para eliminar este efeito, varios artificios tém sido propostos [2-9]. No presente trabalho, adota-se o
modelo apresentado por, porexemplo,Baﬂ)e&Dvorldn[?]ondeseuﬁlizaumaformulaciomistanaqual
deslocamentos ¢ deformagdes cizalbantes impostas sfio aproximadas de forma independente em pontos
convenientemente escolhidos sobre o elemento bilinear de quatro nés. Seguindo Ofiate ef al. [9], uma
matriz substitutiva de deformagdes cizalhantes é entdo calculada para o elemento.

O referido modelo ¢ adotado na solugdo de problemas de vibragBes livres e vibragdes forgadas, utilizando-
se ianto o método da superposigio modal quanio o de integragdo rumérica através do esquema de
Newmark. A utilizagio deste elemento em problemas dindmicos, em preferéncia aos de mais alta ordem,
propicia uma economia computacional significativa, devido ao fato de que um menor nimero de graus de
liberdade é adotado.




482 SANTOS SILVA, L.; PARTRIDGE, P.W.; SAHLIT, C.L.

DE CA COM DEFQO OES

A partir das hipbteses de Reissner-Mindlin para placas espessas [10,11], o campo de deslocamentos é
€XPresso como

“(IJ’,Z) = "‘20’ (x’y) (la)
v(x,¥,2)=-18,(x,y) (1b)
w(x,y,2)=w(x,y) (1c)

onde w(x,y) ¢ o deslocamento vertical do plano médio da placa, 8 (x,y)e 8,(x,y) sio os dngulos que
deﬁnmaromqiodanommlnoplanomédioezéadistﬁnciadoplanomédioaopontoconsiderado.

O campo de deformagdes é expresso como
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onde &,e€, sio os vetores de deformagdes devidas & flexdio e ao cizalhamento transversal,
respectivamente.

No presente trabatho, adota-se a convengio de eixos (translagBes e rotacdes) apresentada na Figura 1.
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Figura 1 Covenglo para Eixos (Translagdes ¢ Rotagdes)
Seguindo-se Zienkiewicz & Taylor [5), introduz-se em (2) as aproximagdes
w = Nw ' (38)
0, =Nu, (3b)

6,=Nb ()
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onde N ¢ o vetor de fungdes de forma, e w, 0,
pontos nodais. Pode-se entdo escrever
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e 8, “sio vetores que contém os deslocamentos nos

[
8, |=Ba (4a)
Le_y
[
8, =B (4b)
0

y

Utilizando-se a matriz Bc na forma apresentada em (4b), niio se consegue, para placas esbeltas, que €.
tenda a zero naturalmente. Por isto, neste trabalho, adota-se um campo de deformages cizalhantes

imposto.

A Figura 2 apresenta um elemento tipico, no qual os pontos 1, 2, 3 ¢ 4 séo 0s nos do elemento, A, B, C e
D sio os pontos nos quais as deformagdes cizathantes s¥o impostas; ¢ Een formam um sistema de

coordenadas depominadas naturais.
. B
4 { 3
7
¢+ 1——- -+
: 4
1 ] 2
A
L_“_‘._,,M_
rs \\‘]yv
"

Figura 2: Pontos de Cortante Imposto ¢ Interpolagiio das Deformacdes Cizathantes

Conforme apresentado na Figura 2, define-se uma interpolagfio linear para as deformacBes v, € 7, ou

seja,
ra| [N, Oy, -
€, = = al _ =N, o 5
.|:y¢:l [0 N: 7@ 77 ()
onde N, e N, sio fungdes de forma lineares expressas como
1 . (6a)
Nﬁ=5(1+§i§), i=C,D
e
(6b)

1 )
Ny =5(l+fm), i=

AB
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cy,.e¥, 30 as deformagdes cizathantes impostas nos pontos A, B, C e D, denominados pontos de
cortante imposto (CI).

Calculando-se a matriz B; da Equagéio (4b) nos pontos de CI, obtém-se
EG:B(Z‘ (7)

onde €, =[;7,, 7w ]Tsio deformagGes nos pontos de CI. Para se realizar a conversio de coordenadas
cartesianas (¥ ., 7 ,, ) para coordenadas naturais (7 -7 » ) utiliza-se o jacobiano, calculado nos pontos de
CI, ou seja,

€, =Jgt, ®

Substituindo (7) em (8) e o resultado em (5), tem-se:
€,=NJ, Ba ‘ ®
A equ:_ncio (9) expressa as deformagBes cizalhantes, em coordenadas naturais, calculadas em pontos

determinados para que se evite o bloqueio na sohugio {(pontos de CI). Para obter as deformagBes em
coordenadas cartesianas, utiliza-se o inverso do jacobiano calculado nos pontos desejados, ou seja,

e, =J",, (10
Substituindo (9) em (10), obtém-se
€, =J N, J B,a 1y
onde o
B.=J"NJB, 12)

é denominada marriz de deformagdo cizalhante substitutiva. Aplicando-se o Principio dos Trabalhos
Virtuais a0 dominio discretizado do elemento considerado, pode-se determinar a contribuigio de
cizalhamento para a rigidez, ou scja, .

K:={[ B DB (13)

onde K éaoontﬁbtdg:&odeciulhammtoparaarigidezdoelemmoebcéamatrizconsﬁtmivapmos
termos de cizathamento. A contribuigio de flexiio para a rigidez do elemento ¢ fornecida em, por exemplo
[1], como

K; =[] ,B/D,B.dA (14)
sendo evidente que a matriz de rigidez K® do elemento ¢

K=K, +K: - as)
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Para a obtengdo da matriz de massa consistente M*, no caso do elemento considerado, utilizam-se as

mesmas fungdes de forma N adotadas na interpoiagio do campo de deslocamentos (por exemplo, [12]).
Assim sendo,

M’ = ph[ N"NdA »_ (16)

onde p ¢ massa do material por unidade de volume e / a altura da placa.

A matriz de massa concentrada ¢ diagonal. Para os graus de liberdade de translaglio considera-se % da
massa do elemento para cada nd, e para os graus de liberdade de rotaglo utiliza-se o momento de inércia
de massa (por exemplo, {13]). Na matriz de massa concentrada dada abaixo, escrevem-se somente 03
termos da diagonal principal: ~

M=lc, cic; cics €1 a2 € €1 €1 e €1 €Lz ces) 4]
onde
¢ = i—l,iym, c, =i!2~11 ec, = T,??I’z
EQUACAQ DE MOVIMENTO PARA A PLACA

Apanirdasmatrimdemassaederigidezdosvtﬁoselanentosdeplwa,obtém-seasmntrizesdemassae
de rigidez do sistema estrutural. O mesmo procedimento ¢ realizado com respeito ao vetor de cargas
aplicadas. Pode-se entdo escrever a equagiio de equilibrio dingmico

Ku+Cu+Mi=P(t) (18)

naqualK‘éamanizderigidez,Camatﬂzdeamortedmauo,Mamatrizdemassa,Povetordecargas
nodais equivalentes, u o vetor de deslocamentos, & o vetor de velocidades ¢ & o vetor de acelerages.
Apbsairﬁroduqiodasoondiqﬁesdeooﬂomo,oproblemadevibrwﬁesforcadaseresolvidomav&de
integragiio numérica com o esquema de Newmark ou, alternativamente, pelo método da superposiciio
modal, Utiliza-se o algoritmo apresentado em [14] para integragiio numeérica, e no caso de superposigio
modal, o apresentado em [15]; para solugio do problema de autovalores e autovetores associado a
vibragBes livres, utiliza-se o método de Jacobi, conforme apresentado em [16].

EXEMPLOS NUMERICOS

Em seguida, apresentam-s¢ quatro exemplos de andlise dinimica de placas, parz testar a validade do
elemento de placa adotado no contexto de problemas dinfimicos.

Exemplo 1. Considera-se uma placa quadrada de lado a ¢ espessura h, engastada nos quatro bordos, em
vﬂ:raqﬁeslivressemamoﬁecimcmo.Prhneiroumaplacaespessaoomarelacioh/aig\mlao,lé
considerada ¢, em seguida, estuda-se uma placa esbelta com h/a igual 2 0.01, tomando-se para a o valor de
3. Objetiva-se calcular o parémetro de freqiéncia (2= w‘/2(1 +v)pa’ | E , comrespondente aos trés
primeiros moedos de vibragdo, onde ¢ coeficiente de Poisson v ¢ €.3, 2 massa por unidade de volume g ¢ 1,
o médulo de elasticidade E é 1365, e @ é a freqiiéncia angular de vibragio. Os resuitados apresentados a
wgdrfmmobﬁdmlevmdmsemcomaadmeﬁaesmmm,wnddamdo-seapms%daphca
discretizada em 2x2, 4x4, 6x6 e 8x8 clementos. .
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As Tabelas 1 ¢ 2 apresentam os valores do parimetro ), onde i é o modo de vibragsio, para A/ igual a 0.1
¢ 0.01, respectivamente. Consideram-se 0s modelos de massa consistente ¢ de massa concentrada. Como
se pode observar o elemento finito adotado fornece excelentes valores para as freqiiéncias de vibragiio para
placa espessa (#/a=0.1), com uma diferenca maxima de 1.56% em relag@o aos valores apresentados em
[17]. Para a placa esbelta (h/a=0.01), a diferenca maxima ¢ de 2.45% em relagdio aos valores fornecidos
pela solugio classica [18]. Em ambos os casos estudados esta diferenga, se se considerar somente a

freqiiéncia fundamental, se reduz a 0.56%.

Tabela 1: Valores do parimetro Q para h/a = 0.1

o, Q Q
MASSA | MASSA | MASSA | MASSA MASEA MASSA
CONSIST. | CONCENT. | CONSIST. | CONCENT. | CONSIST. | CONCENT.
2x2 1.852 1.558 | 4474 3.000 6.180 3.357
4x4 1.646 1.590 | 3.302 3.048 4.620 4.085
6x6 1.613 1.595 3.144 3.060 4.404 4.219
8x8 1.601 1.596 | 3.092 3.060 4.333 4219
Solugiio Comparativa[17] 1.594 3046 4.285

Solugdo Classicaf18} 1.756 3.581 5.280

Tabela 2: Valores do parimetro Q para A2 = 0.01

. Q] Qz . Qg

MASSA - MABSA MASSA MASSA MASSA MASSA
2x2 0.210 0.169 | 0.645 0.343 0.94 0.366
4x4 0.183 | 0174 | 0400 | 0355 0.591 0.490
6x6 . 0.179 | 0.175 | 0375 0356 | 0.553 0.511
8x8 0.177 | 0.175 | 0367 | 0357 0.541 0.518

Soluciio Classica[18] : 0.176 0.358 0.528

As Figuras 3 e 4 mostram a convergéncia dos valores do parimetro ;. Na Figura 3, a solugio de
referéncia ¢ a solugfio comparativa [17], enquanto que na Figura 4, a solug@io de referéncia ¢ a solugio
classica [18]. A anilise dessas figuras mostra que, tanto para a placa espessa quanto para a placa delgada,
0 modelo de massa concentrada gera uma taxa de convergéncia maior do que o modelo de massa
consistente, com um menor esforgo computacional associado.
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Figura 3: Convergéncia do parmetro de freqiéncia (; (W/a=0.1)
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Figura 4: Convergéncia do parimetro de freqiéucia ) (A/a = 0.01)

Exemplo 2: Considera-se a placa quadrada do exemplo 1, engastada em dois bordos opostos e apoiada nos
outros dois bordos, submetida a vibragdes livies sem amortecimento. Estuda-s¢ novamente o
comportamento estrutural para os casos de #a igual 2 0.1 (piaca espessa) e 0.01 (placa esbelta).

Como a discretizagio em 6 x 6 elementos (em % de placa) apresentou bons resultados no exemplo 1, esta
discretizagdio é adotada neste exemplo. As Tabelas 3 ¢ 4 apresentam os valores obtidos do parfmetro €,
onde i representa o modo de vibraglio, para A/a igual a 0.1 e 0.01, e utilizando-se os modelos de massa
consistente ¢ de massa concentrada. Apresentam-se ainda nestas tabelas os valores da solug#o comparativa
[17] e da solugBo classica [18]. )

Tabela 3: Valores do pariimetro £ para hia=0.1

Ql Qz 93
MASSA MASSA. MASSA MASRA MASBA MASSA
. CONSIST. | CONCENT. | CONSIST. | CONCENT. | CONSIST. | CONCENT.
Presente Trabalho 1.319 1.306 2.456 2.396 3.006 2928
Solucio Comparatival17] 1.302 2.398 2.888
Soluglio Classica[18] 1.413 2.671 3.383

Tabela 4: Valores do parimetro 2 para iia=0.01

), Q, [¢]]
MASSA | MASSA | WABSA | MASSA | MABSA MAREA
CONSIST. | CONCENT. | CONSIST. | CONCENT. | comsisT. | CONGENT.
Presente Trabatho 1 0.143 0.141 0.274 0.262 0.355 0.338
Solugdo Classica[ 18] 0.141 0.267 0.338

Também po caso presente, o elemento finito adotado fornece bons resultados para as freqiéncias de
vibragio que, evidentemeante, s3o menores do que as calculadas no exemplo 1. Para a placa espessa
(h/a=0.1), a diferenca mixima em relagio aos valores apresentados em [17] & agora de 3.93%; e para a
placa esbelta (h/a=0.01), a diferenca méxima é de 4.79% em relagéio aos valores fornecidos pefa solucio
classica [17]. Em ambos os casos estudados esta diferenga, se se considerar somente a fregiiéncia
fundamental, se reduz a 1.29%.

Exemplo 3; Considera-se novamentc a placa quadrada engastada nos quatro bordos do exemplo 1,
submetida a uma carga uniformemente distribuida, aplicada instantaneamente. No caso de A/la=001, a
intensidade (constante) da carga aplicada € de 0.1, sendo esta intensidade igual a 0.001 no caso de
ha=0.1.
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A Tabela 5 apresenta os valores do deslocamento méximo no ponto central, obtidos por superposicio
modal e pelo esquema de Newmark. Estes valores sio comparados com os fornecidos por Szilard[13].
Observa-se que para as placas esbeltas tanto o modelo de massa consistente quanto o modelo de massa
concentrada fornecem valores proximos, ligeiramente maiores que os apresentados em [13]; isto se deve
a0 fato de se utilizar a teoria de Reissner-Mindlin no presente trabalho, o que torna a placa mais flexivel.
Para as placas espessas os valores obtidos no presente estudo so ainda maiores que os apresentados em
[13], pois peste caso as deformagdes por cizalhamento, que nfio s&o consideradas em [13], se tornam
importantes.

Tabela 5: Valores do deslocamento méximo no ponto central

Aa=0.1 hia=0.01
MASSA MASSA MASSA MASEA
: CONSIST. | CONCENT. | CONSIRT. | CONCENT.
Newmark .0.07749 | 0.07674 | 0.06364 | 0.06317
S icio Modal 0.07749 | 0.07674 | 0.06362 | 0.06316
Solugiio Comparativa[13] 0.06048

A Figura 5 mostra a evolugio da resposta para o deslocamento do n6 central, considerando-se os modelos
de massa consistente ¢ de massa concentrada, para os casos de #/a=0.1 & A/a=0.01. Observa-sc na referida
figura que as curvas correspondentes aos dois modelos de massa sio praticamente coincidentes. Vale
ressaltar que os resultados apresentados foram igualmente obtidos tanto pelo esquema de Newmark
quanto pelo método da superposigio modal.
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Figura 5: Evolugio da resposta no ponto central da placa para hla=0.1 e para h/a=0.01

Exemplo 4: Considera-se uma placa circular de didmetro a igual a 10 e espessura h igual a 0.1, engastada
no bordo, em vibragdes livies sem amortecimento. Objetiva-se calcular a freqiéncia angular o
correspondente aos trés primeiros modos de vibragio. Adota-se o coeficiente de Poisson vigual 203, a
massa por unidade de volume p igual a 1, o médulo de elasticidade £ igual a 1365. Os resultados
apresentados a seguir foram obtidos levando-se em conta a simetria estrutural, considerando-se apenas %
da placa discretizada em 48 elementos.

A Tabela 6 apresenta os valores das trés primeiras freqiiéncias angulares, obtidos utilizando-se o modelo
de massa consistente. Como se pode observar o elemento finito adotado fornece bons valores para as
freqiiéncias de vibragio, no caso de placa circular, com uma diferenca méxima de 2.22% em relagio aos
valores apresentados em [13). Se se considerar somente a freqii€ncia fundamental, a diferencas se reduz a
0.43%.
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Tabels 6: Valores das trés primeiras freqiiéncias angulares

oy o2 a3
Presente Trabalbo 0.461 0.977 1.617
Solugdo Comparativa[13] | ~0.459 0.953 1.565
Diferenca (%) 0.43 2.46 322

CONCLUSOES

OdemeﬁobiﬁmrdequﬂronéswmwﬁMehnpoﬁownﬁduxdoneﬂeuabﬂhoapmbom
comportamento do ponto de vista de precisdo no contexto de problemas dindmicos, tanto no caso de placa
espmquaﬁomdeplacaesbeha,mesmosecmsiderandomalhaspoucomﬁmdas.

Nos exemplos estudados, nota-se que o uso da matriz de massa concentrada possibilita uma convergéncia
mais rdpida do que o de massa consistente.

Em vista dos resultados apresentados, este elemento esta sendo adotado nos estudos de plasticidade
dinsmica, os quais esto sendo desenvolvidos pelos autores.
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