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No presente trabalho, 0 elemento para fledo de placa de Reissner-Mindlin bilinear de quatro
n6s com um campo de def~ cizalbantes impostas e investigado com respeito a
problemas dinimicos. Diversos exemplos IlUIIl6ricos, no contexto de vi~ Iivres e
for~, sIo apresentados e os resultados sio comparados com outros existentes na
bibliografia. com a finaIidade de mostrar a CODfiabilidadedo elemento, na classe de problemas
estudados.

Here a four node bilinear Reissner-Mindlin plate bending element with an imposed shear
strain field is applied to dynamic problems. Several numerical examples involving both free
and forced vibrations are presented and the results are compared to existing solutions taken
from the literature, with the o~ective of demonstrating the adequacy of this element for the
class of problems considered.

Nos Ultimos anos muitos elementos, baseados na teona de placas espessas de Reissner-MindIin, tern sido
desenvolvidos. A maior parte desses elementos, no entanto, nIo e capaz de reproduzir a condi~ de placa
esbelta naturalmente. A medida que a esbeltez cresce, as defonn&9Oes cizalhantes devem tender a zero
mas, devido a um aumento na parcela de rigidez de cizalhamento, alC811\lll-seum bloqueio na sol~ [1].

Para eliminar este efeito, mos artificios tern sido propostos [2-9]. No presente trabalho, adota-se 0
modelo apresentado por, por exemplo, Bathe & Dvorkin [7] onde se utiliza uma fm:mula\;io mista na qual
deslocamentos e ~ cizalhantes impostas sIo aproximadas de forma independente em pontos
convenientemente escolhidos. sabre 0 elemento bilinear de quatro nOs. Seguindo 0iIate et al. [9], uma
matriz substitutiva de defo~ cizalhantes e entio calculada para 0 eIemento.

o referido modeIo e adotado na sol~ de problemas de vibr~ \ivres e vibr~ fufVlldas,utilizando-
se tanto 0 metodo da superposiQ30 modal quanta 0 de integril930 nUllierica atraves do esquema de
Newmark. A ~o deste elemento em problemas dinimicos, em preferCncia 80S de mais alta ordem,
propicia uma economia computacional significativa, devido 80 fato de que um menor nUmero de graus de
liberdade e adotado.



ELEMENIO DE PLACA COM DEFORMACOF.s CJZAJ·B.urrF.S IMPOSTAS

A partir das hipOteses de Reissner-Mindlin para placas espessas (10,11), Q campo de des1ocamentos e
expresso como

onde w(x,Y) eo deslocamento vertical do plano medio da placa, 8x(x,y)e 8y(x,y) do os ingulos que
de6nem a rota9io da normal ao plano medio e z e a distincia do plano medio ao ponto considerado.
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onde l;f e l;c sio os vetores de defo~ devidas a flexio e ao cizaJhamento transversal,
respectivamente.
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onde N e 0 vetor de ~ de fonDa. e w, 9. e 9y . sio vetores que eontSm os deslocamentosnos
pontos nodais. Pode-se entia escrever
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Utilizando-se a matriz Be na forma apresentada em (4b), Dio se consegue, para placas esbeltas, que 8c
tenda a zero naturalmente. Por isto, neste trabalho, adota-se urn campo de deforma¢es cizalhantes
imposto.

A Figura 2 apresentaum elemento tipieo, no quaI os pontos 1, 2, 3 e 4 sio os nOs do elemento; A, B, C e
o sao os pontos nos quais as deforrnay6es cizaIbantes sio impostas; e ~ e 11 formam urn si..'ltemade
coordeoadas denominadas natmais.
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Figura..1: Pontos de Cortante Imposto e Interpolayio das Deform~ Cizalhantes

Conforme apresentado na Figura 2, define-se uma interpola\lio linear para as deforma¢es rIFe r;;., ou
seja,

1N", =-(I+11j11), i=A,B
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e Y.,. e Y i;< lIio as defu~ cizaIbIutes impostas 1108 pontos A.B, C e D, denominados pontos de

conante imposto (CI).

onde Ec = [1' •• l' ,.. r lIio defi>rma96es nos pontos de CI. Para se realizar a conversio de coordenadss

cartesianas (r ••,r,..) para coordenadas naturais (r ,,;, .,.) utiliza-se 0 jacobiano, calculado nos pontos de
CI, ou seja,

A eq~ (9) expressa as def~ cizaIhantes, em coordenadas naturais, calculadas em pontos
detenninados para que se e\Iite 0 bloqueio na so~o (pontos de CI). Para obter as def~ em
coordenadas eartesianas, utiJiza-se 0 inverso do jacobiano cak:ulado nos pontos desejados, ou seja,

e denominada matm dedeformar;lio cizDIhante suhstitutiva. Aplicando-se 0 Principio dos Trabalhos
Vutuais ao dominio discretizado do elemento considerado, pode-se determinar a contribui~ de
cizalbamento para a rigidez, ou seja,

. II AT •Xc = AB DcBdA

onde X~ Ii a contribui~ de cin1hamento para a rigidez do elemento e Dc e a matriz constitutiva para os
tennos de cizalb.amento. A contribui~ de flcxio para a rigidez do elemento e fomecida em, por exemplo
[1], como



Para a obt~ da matriz de massa Consistente M, no caso do elemento considerado, uti1izam..se as
mesmas ~ de forma N adotadas na ~ do campo de deslocamentos (par exempI.o, [12)).
Assim sendo,

A matriz de massa concentrada e diagonal. Para os graus de Iiberdade de transI~ considera-se 't4 da
massa do elemento para cada nO, e para os graus de h"berdade de r~ utiIiza-se 0 momenta de mercia
de massa (por exempJo, [13)). Na matriz de massa conceotrada dada abaixo, escrevem-se somente os
termos da diagonal principal: .

A partir das matrizes de massa e de rigidez dos v8rios elementos de pIaca. obtbn-se as matrizes de massa e
de rigi.dez do sistema esttutural. 0 mesmo procedimento e reaIizado com respeito ao vetor de cargas
aplicadas. Pode-se entio escrever a ~ de equilibrio dinimico

na qual K'e a matriz de rigi.dez, C a matriz de amortecimento, M a matriz de mass&,Po vetor de cargas
nodais equivalentes, " 0 vetor de deslocamentos, ,; 0 vetor de velocidades e ;; 0 vetor de acelera~.
Ap6s a intr~ das condi¢es de contomo, 0 problema de vi~ foIvadas e resolvido atraves de
int~ IlUUl6ricacom 0 esquema de Newmark au, altemativamente, pelo metodo da superposi~
modal. Utiliza-se 0 algoritmo apresentado em [14] para ~ IJUIJIbica, e no caso de superposi\liO
modal, 0 apresentado em [15]; para so~ do problema de autovalores e autovetores associildo a
vibra9&:s livres, utiliza-se 0 metodo de Jacobi, conforme apresentado em [16].

Em seguida, apresemam-se qualro exemplos de anaJise dinimica de placas, para testar a validade do
elemento de placa adotado no contexto de problemas dinimicos.

Exemplo 1: Considera-se uma pIaca quadrada de lado a e espessura h, engastada nos quatro bordo&, em.
Vlb~ livres sem amorteclmento. Primeiro uma pIac:a espessa com a reIa\liO hla igual a 0.1 e
considerada e, em seguida, estuda-se uma placa esbelta com hla igual a 0.01, tomando-se para a 0 valor de

3. Objetiva-se calcuJar 0 parimetro de freqii&cia n == OJ.J2(i.~-~);T/E, correspondente aos tr~s

pri.meiros modos de ~, onde 0 coeticiente de Poisson ~'e0.3, a massa POI'unidade de volume pel,
o mOdulo de elasticidade E e 1365, e OJ e a freqii&.cia aDgUIarde~. Os resultados apresentados a
seguir foram obtidos levando-se em coota a simetria esttuturaI, considerando-se apenas 't4 da placa
discretizada em 2x2, 4x4,6x6 e 8x8 elemcotos.



As Tabelas 1 e 2 apresemam os valores do parimetro 0;, onde i 6 0 modo devibr~, para hla iguaI a 0.1
e 0.01, respectivamente: Consideram-se os moclelos de massa consisteiJte e de massa concentrada. Como
se pode observar 0 elemento finito adotado fornece excelentes valores para as frequencias de Vl~ para
placa espessa (hla=O.I), com uma difereJl\lll1Jllixima de 1.56% em ~ aos valores apresentados em
[17]. Para a placa esbeIta (hla=O.OI), a difeJ:enI,:amaxima e de 2.45% em ~o 80S valores fomecidos
pela solu9io clBssica [IS]. Em ambos os casos estudados esta diferen~ se se considerar sornente a
ftequencia fundamenta1, se reduz a 0.56%.

a, ~ a3
MASSA MASSA MASSA MASSA MASSA MASSA

CONSIST. CONCENf. CONSIST. CONCENT. CONSIST. CONCENT

2x2 1.852 1.55S 4.474 3.000 6.1S0 3.357
4x4 1-646 1.590 3.302 3.048 4.620 4.0S5
6x6 1.613 1.595 3.144 3060 4.404 4.219
SxS 1.601 1.596 3.092 3.060 4.333 4.219

Solucio Comoarativar 171 1.594 3.046 4.2S5
Solucio ClBssicaflS1 L756 3.5S1 5.2S0

0, O2 a3
MASSA MASSA MASSA MASSA MASSA MASSA

CONSIST. CONCENT. CONSIST. CONCENT. CONSIST. CONCENT.

2x2 0.210 0.169 0.645 0.343 0.944 0.366
4x4 0.183 0.174 0.400 0.355 0.591 0.490
6x6 0.179 0.175 0.375 0.356 0.553 0.511
SxS 0.177 0.175 0.367 0.357 0.541 0.51S

Solucio CIBssicaUSl 0.176 0.35S 0.528

As FigurU 3 e 4 mostram a convergCncia dos vaiores do parftmetro a,. Na Figura 3, a solu~ de
tC'fer&1cia6 a solu~ comparativa [17], enquanto que na Figura 4, a solu~ de referencia e a solu9io
clissica [1S]. A llIIlllisedessas figuras mostra que, tanto para a placa espessa quanto para a placa delgada,
o modelo de massa concentrada gera uma taxa de convergencia maior do que 0 modelo de massa
consistente, com um menor ~ computacional associado.
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~ 2: Con.sidera-se a pJaca quadrada do exemplo I, eugastada em dois bordos opostos e apoiada nos
outros dois bordos, submetida a vibra¢es livres sem amortecimento. Estuda-se novamente 0

comportamento estrutural para Oscasos de h/a igual a 0.1 (pIaca espessa) e 0.01 (pIaca esbeIta).

Como a ~ em 6 x 6 elementos (em IJ. de placa) apresentou boos resultados no exemplo I, esta
di~ e adotada neste exemplo. As Tabelas 3 e 4 apresentam os V'alores obtidos do parimetro 0;,
onde i representa 0 modo de vibrayio, para hla igual a 0.1 e 0.01, e utilizando-se os modeIos de massa
consisteute e de maSsa concentrada. Apresentam-se aiDda nestas tabeIas os vaIores da soIu9Io comparativa
[17] e da sol~1o c18ssica [18].

~: Valores do parimetro {} para h/a =:0 1

O2
MASSA MASSA

CONSIllT. CONCENT.
2.456 2.396

2.398
2.671

03
MASSA MASSA

CONSIST. CONCI!NI'.
3.006 2.928

2.888
3.383

~: Valores do parimetro {} para h/a = 0.01

O2
MASSA MASSA

CONSIST. CONCENf.

0.274 0.262
0.267

MASSA MA.'lSA
CONSIST. CONCI!NI'.

0.355 0.338
0.338

Tambem no caso presen1e, 0 elemento finito adotado fomece bons resultados para as freqO€ncias de
VI~ que, evidentemeote, sio menores do que as calculadas no exemplo 1. Para a placa espessa
(h1a=O.l). a difer~ mixima em rela9io aos valores apresemados em [17] e agora de 3.93%; e para a
placa esbelta (hla=O.Ol), a ~maxiriIa e de 4.7C)1lIoem r~ aos valores fornecidos pela so~o
clUsica [17]. Em ambos os caaos estudados esta dif~ se se considerar somente a freqiien.cia
fundamental, se reduz a 1.2C)1lIo.

Exemp!o 3: COIIIidera-se novamente a placa quadrada engastada nos quatro bordos ~o exem.plo 1,
submetida a uma carga uniformemente distribuida, aplicada instantaneamente. No caso de hleF'Q.Ol, a
intensidade (constante) da carga aplicada e de 0.1, sendo esta intensidade igual a 0.001 no caso de
hla=O.l.



A Tabela 5 apresenta OS vaJores do deslocamento m8ximo no ponto central, obtidos por superposiyio
modal e pelo esquema de Newmark. Estes vaIores sio comparados com os fornecidos por SziIard[13].
Observa-se que para as placas esbeItas tanto 0 modelo de massa (lOnsistente quanto 0 modelo de massa
concentrada fomecem valores pr6ximos, ligeiramente maiores que os apresmtados em [13]; isto se deve
ao fato de se utilizar a teoria de Reisaner-Mind\in no presente trabalho, 0 que toma a placa mais flexivel.
Para as placas espessas os valores obtidos no presente estudo sio Binda maiores que os apresentados em
[13], pois neste casa as defo~ por cizalhamento, que Ilio sio consideradas em [13], se tomam
importantes.

h/a=O.1 h/a=O.OI
MASSA MASSA MASSA MASSA

CON8lBT. CONCENT. CONllIST. CONCENT.

Newmark 0.07749 0.07674 0.06364 0.06317
S Modal 0.07749 0.07674 0.06362 0.06316
SolucioCo 131 0.06048

A Figura 5 mostra a evolU9io cia resposta para 0 deslocamento do n6 central, considerando-se os rnodelos
de massa consistente e de massa concentrada, para os casas de h/a=O.I e h/a=O.OI. Observa-se na referida
figura que as curvas correspondentes aos dais modelos de massa sio praticamente coinci.dentes. Vale
ressaltar que os resultados apresentados foram igualmente obtidos tanto peIo esquema de Newmark
quanto peIo metodo cia superpo~ modal .
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~: Considera-se uma p1aca circular de diimetro a igual alOe espessura h igual a 0.1, engastada
no bordo, em vibraQOes livrea sem amortecimento. Objetiva-se calcular a frequ&cia angular OJ

correspondente aos tres primeiros modos de vibra~o. Adota-se 0 coeficiente de Poisson vigual a 0.3, a
massa por unidade de volume p igual a 1, 0 mOdulo deelasticidade E iguaI a 1365. Os resultados
apresentados a seguir foram obtidos levando-se em conta a simetria estrutural, considerando-se apenas ¥O
ciaplaca discretizada em 48 elementos.

A Tabela 6 apresenta os valores das t:res primeiras frequCncias anguIares, obtidos utili.zando-se 0 modelo
de massa consistente. Como se pode observar 0 e1emento finito adotado fornece bons vaJores para as
frequencias de vibracap, 00 e.aso de plae.a circular, c-om uma diferen~ mi'l:ima de 3.22% em re~ao aos
valores apresentados em [13]. Se se considerar somente a freqti&cia filndamemal, a ~ se reduz a
0.43%.



COt
0.461
0.459
0.43

CO2

0.977
0.953
2.46

CD3

1.617
1.565
3.22

o e1emeIIto bitiDear de quatro n6s com cortame imposto considerado neste trabaIho apresenta born
comportamento do ponto de vista de precisio DO contexto de problemas din8micos,. tanto DO caso de placa
espessa quanto DOde placa esbeha, mesmo $I considerando malhas pouco re.6nadas.

Nos exemplos estudados. nota-se que 0 uso da matriz de massa concentrada possibilita uma convergencia
mais ripida do que 0 de massa consistente.

Em vista dos resultados apresentados, este elemento esta sendo adotado DOS estudos de plasticidade
dinimica, os quais estio sendo desenvolvidos pelos autores.
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