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En este trabajo se presenta un estudio teorico y experimental de la dinamica
de un sistema rotor-descanso con una grieta transversal en su eje. Con el
objeto de poder utilizar programas estandares de elementos finitos, se deduce,
utilizando los principios de la fractomecanica, ·Ia matriz de rigidez de un
elemento de eje agrietado. Para representar los cambios de rigidez debido al
respiro de la grieta, se propone un nuevo modelo. Se determinan indicadores
vibratorios que pueden ser usados para diagnosticar la presencia de la grieta
en el eje.

A theoretical analysis and experimental work of the dynamics of a rotor-
bearing system with a transversely cracked shaft is presented. In orden to
model the system for standard finite element software, the stiffness matrix of
a shaft element with an opening/closing crack is derived based on fracture
mechanics. A new model for the crack breathing is presented. Some
vibrational indicators for diagnosing a shaft crack are determined.

La tendencia actual hacia el disefio de maquinas rotatorias cada vez mas Iivianas y
rapidas, hace que aumente la probabilidad de que en estas ocurra una falla catastrofica,
como 10 es por ejemplo, la rotura de un eje debido a una grieta transversal. A pesar del
diseiio cuidadoso de 10s ejes, y de emplearse materiales de alta calidad, existen
antecedentes sobre costosas detenciones de plantas, producto del colapso de ejes
agrietados en maquinas criticas [1]. Esto hace necesario eI empleo de un procedimiento
de inspeccion eficaz, como el monitoreo de sus vibraciones, tendiente a detectarla a
tiempo y evitar la falla catastrofica.
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Para el estudio analitico del problema es necesario evaluar la rigidez del eje agrietado
por medio de algun "modelo de grieta" y de un "modelo de cierre apertura" que describa
la variaci6n de rigidez del eje cuando este rota.

Para los modelos de grieta se han utilizado procedimientos que emplean: elementos
finitos y las propiedades elasticas del material [2], [3]; elementos finitos y las propiedades
elastopliisticas del material [4]; conceptos de la fractomecanica [5], [6]. Para cuantificar
la variaci6n en la rigidez del eje debido al cierre apertura de la grieta, la literatura
muestra modelos que pueden ser clasificados en dos gropos: a) modelos complejos, en
los cuales se intenta aproximar el verdadero valor de la rigidez del eje, para cada grade
de apertura de la grieta durante el movimiento del rotor [6]; y b) modelos simples, en
los cuales se determinan los valores de la rigidez para la grieta totalmente abierta y
cerrada, ypara la grieta parcialmente abierta se utiliza una ley de variaci6n arbitraria
entre dichos valores.

Donde existe una carencia grande de trabajos es en la parte experimental, donde s6lo se
puede citar los trabajos de Muszynska [1], Iman et al [3] e Inagaki [8]. El presente
trabajo tiene por objetivo realizar un estudio te6rico experimental que permita obtener
las caracteristicas vibratorias del rotor agrietado, con el prop6sito de ser empleadas en
el diagn6stico de esta falla. Para esto, se simula numericamente el comportamiento de
un rotor agrietado utilizando el modelo de grieta basado en la mecanica de fractura [9]
(seis grados de libertad). La variaci6n de rigidez con el giro del eje, se cuantifica
utilizando un nuevo modelo de cierre apertura propuesto, de mediana complejidad, pero
que representa mucho mejor la situaci6n fisica del cierre apertura de la grieta que los
modelos simples. Los resultados numericos son comparados satisfactoriamente con los
obtenidos experimentalmente en un rotor de laboratorio, 10 cual valida el modelo te6rico
y las conclusiones que de este se desprenden.

La presencia de una grieta transversal en un eje genera una disminuci6n local de su
flexibilidad. En el fondo de la grieta bajo carga se produce una concentraci6n de
esfuenos que genera una mayor deformaci6n en tome a ella y, por 10 tanto, un aumento
de la flexibilidad 0 compliancia del eje. Los coeficientes de flexibilidad que introduce la
grieta, Cij, raz6n entre el desplazamiento en la direcci6n i y la fuena en la direcci6n j,
han sido determinados utilizando principios de la fractomecanica para ejes circulares con
segmentos de area agrietados y abiertos de diferentes profundidades "a" [9]. Sin
embargo, en un rotor en funcionamiento, su eje esta sometido a cargas estaticas y
dinamicas, las cuales producen apertura y cierre de la grieta, 10 que hace variar su
flexibilidad. El proceso de cierre/apertura, para el caso de un eje donde la carga estatica
debido al peso del rotor es predominante, se ilustra en figura 1.

Debido al proceso de cierre apertura, los coeficientes de la matriz de flexibilidad
adicional que introduce la grieta, C, varian entre cero, cuando la grieta se encuentra
cerrada, basta un valor maximo cuando la grieta esta totalmente abierta. En el presente
trabajo se propone un nuevo modelo de grieta, el cual cuantifica con mas exactitud las
variaciones de la fIexibilidad que la variaci6n senoidal de los modelos simples
comunmente usados en la literatura.
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Figura I: Deflexiones del eje y grados de apertura de la grieta para
diferentes posiciones angulares de ella.

£1 modelo propuesto consiste en reemplazar el area real abierta de la grieta por una area
en forma de segmento circular de profundidad instantanea Pi' figura 2, 10 cual permite
utilizar los graficos para los coeficientes de f1exibilidad que introduce la grieta que
publica la literatura [9], [10]. Para determinar la profundidad instantanea, Pi' se
considera que el "fondo supuesto" de la grieta es la linea recta que une los puntos
extremos del "fondo real"; para mas detalles ver referencia [10].

Los ejes principales de rigidez ~ y 71 se orientan de forma que el eje 71 quede
perpendicular al "fondo supuesto" de la grieta, y, por 10 tanto, es un eje principal "real"
de rigidez, a diferencia de los modelos propuestos en la literatura en que el eje 71 es fijo
y perpendicular al fondo de grieta abierta independiente de su grado de apertura y, por
10 tanto, puede desviarse bastante del eje principal "real" de rigidez [9].

Se puede observar que con este modelo de grieta, las mayores diferencias con la situaci6n
real ocurren cuando la grieta esta comenzando a abrirse 0 terminando de cerrarse. Sin



embargo, en esta etapa los coeficientes de flexibilidad tienen un valor pequeno con 10
cual dicha diferencia es de poca importancia.

Para poder introducir en forma expedita el efecto de una grieta en un amilisis mediante
elementos finitos de un eje 0 estructura agrietados, es conveniente formular la matriz de
rigidez de la grieta 0 de un elemento agrietado.

Para determinar la matriz de rigidez de la grieta, se considera esta como una rotula
existente en la seccion transversal agrietada. Los movimientos de las secciones
transversales son YL e YR' donde L Y R se refiere a las secciones inmediatamente a la
izquierda Y a la derecha de la grieta respectivamente. EI vector de desplazamientos
relativos entre ambas secciones de la grieta esta relacionado al vector de fuerzas aplicadas
allado derecho de la grieta, PR, por la matriz de flexibilidad adicional que introduce la
grieta, C [9]: .

[
C-1
-c -1

pT = {Pl' P2• P3, p., ps• P6, P7, Ps' P9• PIO' PU' P12l
y T = \Yl' Y2' Y3' Y., Ys' Y6' Y7' Ys' Y9' YlO' Yu' Y12l

La ventaja de expresar una matriz de rigidez K solo para la grieta, como se indica en
ecuaciones (3) Y(4), es su facilidad de calculo. Sin embargo, para pequeiias grietas los
coeficientes de dicha matriz son muy grandes Y pueden generar problemas de
inestabilidad numerica durante su solucion. Una manera de solucionar esto, es
determinar una matriz de rigidez para un elemento finito agrietado. Con el objeto de
disminuir el numero de matrices a manejar, es conveniente ubicar la grieta en un extrema
del elemento, como indica la figura 3.
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De las ecuaciones de la mecanica de s6lidos, considerando el elemento como una viga
de Euler-Bernoulli, la relaci6n entre los desplazamientos YAeYe de los puntos Aye
respectivamente, es:

Yc =APc+BYA (5)

con:

//EA 0 0 0 0 0

0 /3I3EI 0 0 0 /212EI

0 0 /3/3EI 0 -/2I2EI 0
A

0 0 0 //Glp 0 0

0 0 _/2/2EI 0 //EI 0
0 /I2EI 0 0 0 //EI

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 /
0 0 1 0 -/ 0

B
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

donde E y G son los mOdulos de elasticidad y corte respectivamente, I e Ip son los
momentos de inercia transversal y polar respectivamente, y A es el area de la secci6n
transversal.
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<DMotor de velocidad variable, ® Acoplamiento elastico,
® y ® Rodamientos de r6tula, @ Pulso de referencia, ®
Grieta, ® Disco del rotor, <!l Restricci6npara limitar nivel
de vibraciones en las resonancias, ® Plano de medici6n.

Figura 4 muestra un esquema del rotor de laboratorio analizado, el cual tiene una grieta
transversal en su eje. Para el estudio te6rico del comportamiento dinamico del rotor se



usa un programa estandar de elementos finitos utilizando para el elemento agrietado la
matriz de rigidez definida en ecuacion (9).

Las ecuaciones del movimiento del sistema, si d es el vector de desplazamientos modales,
Mia matriz de masa del sistema, C la matriz de amortiguamiento viscoso equivalente del
sistema, G la matriz giroscopica del rotor, K la matriz de rigidez del rotor, K. la matriz
de rigidez de los descansos, "me" el desbalanceamiento del disco, w la velocidad de
rotacion y f el vector de las fuerzas extemas, son:

Debido a la apertura y cierre de la grieta, la matriz de rigidez del rotor varia con el
vector desplazamiento y el tiempo. Las ecuaciones no lineales del movimiento se
resuelven utilizando un metoda de integracion numerico y un proceso iterativo.

A continuacion se muestra los resultados obtenidos de la simulacion numerica y los
medidos experimentalmente para el rotor indicado en figura 4, para el caso en que el
rotor este perfectamente balanceado.

En figura 5(a) se comparan los resultados obtenidos para el coeficiente de rigidez ~
(2,2) respecto a los ejes principales ~, 1J rotatorios con el eje, utilizando el modele 1 de
variacion senoidal de la rigidez (linea punteada) y el modelo 2 propuesto (linea Hena),
para el caso en que la razon profundidad de la grieta/diametro del eje, aID = 0.35. Los
coeficientes (2,2) indican que fuerza y desplazamiento tienen la direccion 2 de figura 3.
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Figura 5: (a) Variaciones de ~ (2,2) con la posicion {3de la
grieta para aID = 0.35.

(b) Variaciones de K (2,2) para aID = 0.35.



En figura 5(a) se obselVa, como era de esperarse, una coincidencia entre ambos
modelos cuando la grieta se encuentra completamente abierta 0 cerrada. La variacion
del coeficiente de rigidez cuando la grieta esta parcialmente abierta es mayor en el
modelo 2 propuesto, que en el modelo 1. Cuando la grieta es mas pequeiia, esta
permanece menos tiempo parcialmente abierta. En este caso (no mostrado) los
resultados obtenidos por ambos modelos son mas concordantes y tienden a tener una
forma de tipo escalon de la variacion de la rigidez.

En figura 5(b) se muestra los resultados obtenidos para el coeficiente de rigidez K (2,2)
respecto a ejes estacionarios 1,2,3 de figura 3. La nueva forma de variacion de dicho
coeficiente es el resultado de la transformacion lineal de coordenadas.

Los resultados de la simulacion numerica obtenidos para el comportamiento dinamico
del rotor utilizando uno u otro modelo seran semejantes 0 diferiran entre ellos
dependiendo de la ubicacion de la frecuencia de rotacion del rotor (Ix rpm) y de sus
armonicos respecto a sus velocidades criticas. Como se puede inferir de figura 5, la
componente espectral fundamental (de frecuencia Ix rpm) de la variacion de rigidez es
similar y preponderante en ambos modelos, las diferencias en los modelos se reflejan en
las componentes armonicas de ella. Cuando el rotor gira a una velocidad de rotacion de
modo que ninguno de sus armonicos este cercano a una velocidad critica, la vibracion
sera predominantemente de frecuencia Ix rpm, y por 10 tanto, los resultados entregados
por ambos modelos seran coincidentes. Cuando uno de los armonicos de la velocidad
de rotacion es cercana a una velocidad critica, dicha componente sera amplificada
(resonancia) y el modelo de grieta utilizado pasa a ser de gran importancia para predecir
el comportamiento dinamico del rotor con eje agrietado, como se aprecia en figura 6.
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Figura 6 muestra la forma de la orbita (movimiento del centro del disco) obtenida
mediante simulacion numerica por ambos modelos y la medida experimentalmente, para
una velocidad de rotacion tal que su tercer armonico coincide aproximadamente con la



primera velocidad critica del rotor WI' La similitud entre la orbita obtenida con el modelo
2 propuesto y la experimental es evidente, 10que permite validar dicho modelo.

EI espectro en frecuencias de las vibraciones de un rotor con eje agrietado se caracteriza
por presentar tres componentes espectrales predominantes a frecuencias 1x rpm, 2x rpm
y 3x rpm (0 simplemente lx, 2xy 3x). La relacion de amplitudes entre ellas es funcion
de la razon entre la velocidad de rotacion y sus velocidades criticas. Figura 7 muestra
la variacion de la amplitud de estas componentes con la velocidades rotacion .
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Figura 7: Resultadoste6ricosy experimentalesde la variaci6n de
los componentes lx, 2x y 3x con la velocidadde rotaci6n.

EI modelo de cierre-apertura presentado, junto con los resultados de la
flexibilidad adicional que introduce la grieta (calculados utilizando conceptos de
mecanica de fractura) permiten simular satisfactoriamente el comportamiento
vibratorio de un rotor con eje agrietado. La comparacion de estos valores
respecto a las mediciones experimentales se considera satisfactoria.

EI comportamiento vibratorio del rotor con eje agrietado, en estado estacionario
de funcionamiento, se caracteriza por tener componentes espectrales
preponderantes a frecuencias lx, 2x y 3xrpm, siendo en general las amplitudes
verticales de mayor valor que las horizontales.

De los resultados tanto teoricos como experimentales se concluye que las
caracteristicas vibratorias para el rotor con eje agrietado son mas acentuadas a
bajas velocidades de rotaci6n. Lo anterior justifica el uso como metoda para
diagnosticar grietas en ejes de rotores, eI analisis de su comportamiento dinamico
durante la partida y/o parada de la maquina, especificamente la amplitud y fase
de sus componentes lx, 2x y 3xrpm.
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