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RESUMEN

En Ia aplicacién de los métodos de elementos finitos para el cdleulo de méquinas y estructuras
se presentan a menudo problemas en la modelacién de algunos sectores localizados, ejemplo:
uniones, apoyos, elementos de geometria compleja. En estos casos la modelacién se realiza
mediante la utilizacién de pardmetros equivalentes. Frecuentemente estas modelaciones distan
bastante de la realidad y los compertamientos calculados no corresponden a los
comportamientos reales de los elementos analizados. Para solucionar este problema se han
desarrollado técnicas de adaptacién de los modelos de elementos finitos, basadas en
comparacion de los resultados de los modelos de elementos finitos con los resultados
provenientes de ensayos experimentales; principalmente dindmicos.
En este trabajo se presentan y evaldan tres técnicas de adaptacién que utilizan como medida
del error las funciones respuestas estacionarias en diferentes puntos del sistema analizado. Se
estudian para un ejemplo las propiedades de convergencia, los tiempos de computacién, la
estabilidad de los métodos ante el ruido en las mediciones y el amortiguamiento del sistema,
el nimero de puntos y frecuencias tomadas en cuenta y la facilidad de implementacién de los
métodos.

ABSTRACT

Applying Finite Elements Methods on the design of machines and structures sometimes
presents problems on modelling some localized sectors, such as: joints, bears, complex
geometry elements. In this cases, modelling is done through equivalent parameters. Frecuently
this models differ too much of reality and the calculated behavior do not agree with the real
behavior of analized elements. To solve this problem, it has been developed model updating
techniques, which are based on comparing results from FE models with results coming from
experimental tests; mostly dynarmic tests.

At this work it is presented and evaluated three model updating techniques that use Frecuency
Response Functions (FRF) at diferent points of the analysed system as a measure of error. It
is studyed for an example, convergence properties, Time and number of operations needed,
stability of the methods when noise and damping appears on the measures, number of
excitation frecuencies and measured points and needed effort to implement each method.

NOMENCLATURA

T traspuesta w: frecuencia de la excitacién
* : complejo conjugado {p}: vector de pardmetros de disefio
» experimental {H};: j-esimo vector de la matriz [H{w)]
. analitico N.: cantidad de elementos seleccionados a adaptar
ot reducido AK. AM, AC: matrices globales de correccién
{M]: matriz de masa Py P + P : factores de ponderacicn
[C]: matriz de amontiguamiento . . S

N ) 1g(w)): vector de desplazamientos dindmicos
[K]: matriz de rigidez [W]: matriz de ponderacién

(E]: rigidez fiin:imica = 'w-[MH_‘f [C+K] . [D): matriz sobredeterminada a pseudoinvertir
[H(w)]:matriz respuesta = [E(w)] {b}: vector de error
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INTRODUCCION

En la actualidad, el mimero de aplicaciones de ingenieria donde se requiere conocer el comportamiento
dindmico es cada vez mayor. Ello obliga a construir modelos que pueden provenir de ensayos
experimentales (andlisis modal) o a partir de modelos numéricos (elementos finitos). Ambas técnicas
presentan deficiencias: el Andlisis modal solo es vélido para las condiciones en que se realizaron los
ensayos y la informaci6n es generalmente reducida debido a que el nimero de puntos de medicién es
pequefio y estos corresponden a puntos en exteriores. En la aplicacién de los métodos de elementos
finitos para el cdlculo de maquinas y estructuras se presentan a menudo problemas en la modelacién
de algunos sectores localizados, ejemplo: uniones, apoyos, elementos de geometria compleja. En estos
casos la modelacién se realiza mediante la utilizacién de pardmetros equivalentes. Frecuentemente estas
modelaciones distan bastante de la realidad y los comportamientos calculados no corresponden a los
comportamientos reales de los elementos analizados. Para solucionar este problema se han desarrollado
técnicas de adaptacién de los modelos de elementos finitos, basadas en comparacién de los resultados
de los modelos de elementos finitos con los resultados provenientes de ensayos experimentales;
principalmente dindmicos.

En ese contexto, las técnicas de Adaptacién de Modelos verifican y corrigen el modelo de elementos
finitos, utilizando informacién medida experimentalmente. El resultado es un modelo que representa
la realidad aceptablemente, y que puede ser modificado para satisfacer los requerimientos de disefio
impuestos. Para tal efecto, todo proceso de adaptacién debe seguir el esquema de figura (1).

El uso de las respuestas estacionarias del sistema en el proceso de adaptacién del modelo de EF es
atractivo desde el punto de vista de los niveles de confidencia de las mediciones directas, y el ahorro
del esfuerzo en andlisis modal.

{ Estrucwura resl

Lin & Ewins " (1990) proponen actualizar las matrices

globales [M], [C] y [K] afiadiendo matrices de cambio N )
formadas con la suma ponderada de ciertas matrices > Evemencs Fisios | Sxpermentles j
elementales seleccionadas. Para hallar los factores de peso ' '
correspondientes, explota convenientemente una identidad " FRF 1 "FRF
de la inversién de matrices. Imregun® (1995) sefiala a Ny Frpemmm—
esta formulacién como una de las 'bien establecidas' para I
adaptacién. A diferencia de los otros métodos presentados, . Y
no emplea andlisis de sensibilidad. . dCormelacién? |
] [numy g
Larsson ¥ (1991) formula un método iterativo que utiliza p \ 4 .’L daptado
las sensibilidades de la matrices de rigidez dindmica Seleccién de los  —
respecto de ciertos pardmetros fisicos a nivel elemental, y M)
las respuestas medidas experimentalmente. El uso de tales V
sensibilidades y no las de la matriz respuesta, garantiza | (Correccion del modelo E.F. )
mayor estabilidad numérica en el algoritmo. ¥T“‘/
Raeymaekers et al’™ (1993) proponen un método iterativo ILUSTRACION 1.
basado en las sensibilidades de las respuestas y afiaden una ESQUEMA DE ADAPTACION
matriz de penalizacién para ponderar los diversos niveles DE MODELOS BASADA EN LAS
RESPUESTAS

de confianza en las mediciones y los altos valores posibles
en las sensibilidades.

El objetivo de este trabajo es evaluar numéricamente estos tres métodos, para establecer propiedades
de convergencia, tiempos de computacién, estabilidad ante mediciones con ruido, amortiguacién,
nimero de grados de libertad y frecuencias utilizadas y facilidad de implementacién. A continuacién
se presentan las formulaciones citadas, las que fueron programadas en el entorno MATLAB.
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METODO DE EWINS 1)

Este método construye las matrices de correccién, considerando la suma ponderada de las

matrices elementales:
NG
(AM]-Yp, M)
e.1l
Nt
[4K]-} p, [K,]
e.1
Nt
[8C}-3 . [C,]
el
Ewins explota la siguiente propiedad de inversién de matrices:
([4]-1B])" - [AT!-(4]-[B])'[B]{A]"
Definiendo convenientemente:

M] - [E(0)], ¥y (4]-[B]) - [E()],

Entonces

: [H(w)], - [H(w)], - [H(o)], [AE(e)] [H(w)],
Con

[AE(0)] - -©’[AM] . jo[aC] . [AK]

a:

{H ()]~ {H (o)} (H (0)}][a E(o)]{H(w)],

Reescribiendo en términos de los factores de ponderacién desconocidos

D(w)]{ap} - {b(w)}

(1

@

3

“

(6

M

Dado que en la préctica se mide generalmente una sola columna de [H(w)],, la ecuacién (6 ) se reduce

8

)

Luego las matrices globales son corregidas en un proceso iterativo hasta alcanzar algin criterio de

convergencia:
ML - MT7 . [aAM]"
[CL' - [CI - [aCT

nl n

X1, - K], - [aK]"

(10
(1)

(12)

Para resolver la diferencia de dimensién entre {H,};y {H,}; se expande el primero con la informacién

]
correspondiente a los grados de libertad inactivos en el segundo.
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FORMULACION DE LARSSON

La formulacién que presenta Larsson, se basa en explotar la linealizacién de la matriz de rigidez
dindmica respecto de los pardmetros fisicos del modelo que han sido seleccionados para ser adaptados:

L am) (13)
apy ¥

Postmultiplicando por la columna medida de [H],, y reordenando:

[E(e.p1)], - [E], -

8[E],

a{p}

Dada la diferencia de dimensi6n entre [E], y {H,}, es necesaria la condensacién del modelo dindmico,
por ejemplo, con condensacién dindmica. Lo que reduce (14) a la forma:

a[E“d]‘ udv g
——{Ap}H), - (I} - [E™{H}, (15)

La cual es reescrita de modo que el desconocido vector {Ap} sea despejable:

(Ap){H]}, - {1} - [E]{H}, 4

[Dl{ap} - {b} (16)

Para resolver la diferencia entre la cantidad de los grados de libertad medidos y los del modelo, se
utiliza la reduccién dindmica exacta.

FORMULACION DE RAEYMAEKERS ET ALY

El método se basa en la minimizacién de una funcién objetivo (17), que da una medida global de la
discrepancia entre las respuestas estacionarias del modelo analitico y el experimental, a una misma
excitacion arménica. Las variables de disefio son ciertos pardmetros fisicos elegidos a nivel elemental.
El proceso de minimizacién no tiene restricciones, pero ellas pueden ser impuestas sobre las variables
de disefio.

Fo (@0, W] () a,,) an

Dada la ausencia de restricciones, el minimo de la funcién objetivo es obtenido cuando:

oF 8{q} |-’
= 123wy (fayay ) - {0} (1s)
a{p} [a{p}} (tar-tat )
Si {q} es linealizado:
i1 i 0{q} A
{a}" - {q}" 52;;{ p} 19

Entonces (18) puede ser reescrita en términos de (Ap}:

[Dl{ap} - {b} (20)
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donde la matriz [D) est4 definida por:

A IR TPy,

[D] - — 20
3(p} 3(p) (
y el lado derecho por:
aay | " '
{b} - |—=1  [w] {q,}-{qa} (22)
LHMJ ( )

El sistema sobredeterminado (20) puede ser resuelto con alguna técnica de pseudo inversidn tal como
la de minimos cuadrados, o por descomposicién en valores singulares. Para lograr la compatibilidad
dimensional se utiliza la reduccién dindmica exacta.

REDUCCION DINAMICA EXACTA
Dada la gran diferencia en Ia cantidad de grados de libertad y los del modelo EF, se hace necesario
en los métodos de Larsson y Raeymaekers un proceso de reduccién del modelo analitico, que no

introduzca nuevas aproximaciones, para eflo se propone el siguiente esquema de reduccién dindmica:

Primero, se definen las matrices de respuesta y rigidez dindmicas reducidas:

[H], - Part([H]‘)-Part([K]{ ©’[M]) 23)

[El,, - [HI e

Donde Part(H) es la particién de [H], correspondiente a los grados de libertad activos (Elementos
comrespondientes de [H],,, y [H}, son funciones idénticas de W), por tanto:

dH],, 8[H],
arty ——— (25)
o, 9,

d[E
Para hallar la deseada & es necesario aprovechar la identidad:
dp

i

[E}.[H] - [1] (26)

derivando respecto a los pardmetros a corregir:

d[H] d[E]
— . H}ZELy
&, 3, @n
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S[E] a[H]

. -[E
i = ; (28)
Entonces:
a[E]ud [K]xed 1 a[M ]xed
- [E], Part| [H}: [H]|[E1,, @9
op; 9p, ap,

OBTENCION DE LAS SENSIBILIDADES

Del punto anterior se aprecia que para obtener la sensibilidad de la matriz de rigidez dindmica o de
la matriz respuesta basta con tener la derivada de las matrices espaciales [M] y [K] con respecto a los
pardmetros, lo cual es ficil de conseguir. Por ejemplo para un elemento de barra;

[xr - — (30)

Por tanto:

Gh

6E L |1 1

Pera este caso los pardmetros de disefio se encuentran de forma explicita en las matrices elementales,
pero si esto no ocurre, las sensibilidades pueden ser estimadas linealizando:

s[Matriz) [A/‘I atnz]ml- M. atrzz]%

op, p

(32)
- P,

Y 0

Donde [Matriz] representa una submatriz de alguna matriz espacial ([M1,[K]).

EVALUACION TEORICA

Tedricamente los tres métodos permiten la adaptacién de los modelos, sin embargo, algunas
observaciones respecto la precisién y utilizacién de los métodos pueden ser realizadas a priori.

En una aplicacién prictica donde el nimero de grados de libertad medidos es muy inferior al nimero
de grados de libertad del modelo de elementos finitos, la aplicacién del método de Ewins puede ser
empobrecida, pues se debe expandir el vector de funciones respuesta al nimero total de grados de
libertad del modelo numérico. Esto se realiza incorporando los valores de las funciones respuesta
obtenidos numéricamente al vector experimental, lo que suaviza los aportes de los datos
experimentales.

Una aplicacién directa del cdlculo de sensibilidades de las funciones respuestas como es utilizada en
el método Raeymaekers puede presentar problemas si las frecuencias consideradas estdn cerca de una
resonancia o antirresonancia ya que en estos puntos las sensibilidades de la matriz H presentan
discontinuidades™. La matriz de ponderacion utilizada por Raeymaekers puede ser de gran interés en
las aplicaciones practicas pues una medida de la calidad de las funciones respuesta puede ser obtenida
a través de la funcion coherencia.
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Los tres métodos generan sistemas de ecuaciones sobredeterminados. Para la resolucién de estos, los
métodos basados en la Descomposicién en Valores Singulares presentan mejor estabilidad que los

métodos de minimos cuadrados,

EVALUACION NUMERICA

Para realizar la evaluacién numérica de los métodos
se utiliza la estructura mostrada en Ia figura 2. En
este ejemplo Los elementos de apoyo de Ia
estructura (barras en negrillas) son los elementos a
adaptar. La rigidez de estos elementos para el
modelo pseudo-experimental es superior a la de los
modelos numéricos iniciales.Se realizaron diferentes
pruebas, haciendo variar e! amortiguamiento, el
ruido en las respuestas, nimero de frecuencias
utilizadas y nimero de grados de libertad utilizados
como s¢ muestra en la tabla siguiente. EI modelo
esta construido en base a elementos de barra simple
triimensionales.

ILUSTRACION 2
ESTRUCTURA MODELADA
.)
TABLA 1. Pardmetros del modelo
Generales Especfficos

en X:1 p=7800 E1=5x10"

en Y:1 A=10" E2=6x10"

en Z:2 E=2x10" E3=7x10"

E4=8x10"

TABLA II. Caso de Referencia (#1)

(Gl | Ruido [ Excitacion ’ Codf;n:{n Eexperimenai(310) | B

. S e a ,
frecuencia GDL du'eccm ‘medida | g1 E E3 FA |E1 B2 E3 E4
no no 1 38" |Y 38 5 6]7'8 2 2]2]2

“grado de libertad asociado al nodo del extremo libre,

inferior, direccion y.
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TABLA III. Otros casos de estudio

Caso* -Estudio f{gsfg’ S Caractenstlcas o
2 amortiguamiento caso 1 + [C)=20%[K]
3 : amortiguamiento caso 1 + [C)=20%[K]
4 o ruido caso 1 + 1%ruido en las mediciones
5 ruido caso 1 +10% ruido en las mediciones
varias frecuencias caso ! + frecuencias: 1, 10, 100, 200, 400, 600.

varias frecuencias+ruido

caso 6 + 10% de ruido.

pocas puntos de medicion

caso 1+ gdls medidos: 32, 35, 38, 41, 44.

valores iniciales lejanos de los reales | Ej,iues2%10' E o = 5, 6, 7,y 8 (x10'2)

TABLA IV. Combinaciones ensayadas

“Cas
Ca:aéteri‘stic’as';":i L 112 : 617819
[CEI%K]) /
[CIE20%(K] v

1% ryido

A continuacidn, se presenta la convergencia para el modulo de Young obtenida para el caso 1 segiin
los 3 métodos.

& &
= w0 -
= “ a
3 = g
X % H
= = c
5 g <
3 3 H
> > 3
v v >
- e -
2 2 3
4
] 3 2
o & ‘g
= 2 =
Iteracion Reracion Iteracion

Ilustracion 3.
Convergencia con Método
Ewins (Caso#1)

Ilustracion 4.
Convergencia con
Método Larsson (Caso#1)

Tlustracion 5.
Convergencia con Método
Raeymaekers et al.
(Caso#1)
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La tabla V muestra el consumo computacional requerido por cada método v en la tabla VI se muestra la
velocidad de convergencia de los métodos. Cuando estos convergen lo hacen a valores exactos.

TABLA V. Consumo de cada método

METODQ Nrolteraciones |:Flopsfiteracién . * | Tiempofiteracion ' | Tiempo total
- para convergenicia (x10% S .

Larsson 1 2,37 9,01 9,01

Bwins |7 239 8,95 8,95

‘Raeymaekers: ] 5 2,44 9,05 45,2

Se puede apreciar que el método Raeymackers es el de mas lenta convergencia, ¥ que los 3 métodos
consumen la misma cantidad de operaciones(flops) por iteracién.

TABLA VI Velocidad de convergencia

T » ” CONCLUSIONES

Casos |: Ewins: Larsson - | Raey-
P mackers En este trabajo solo se presentan resultados
I 1 1 s obtenidos para un ejemplo particular, con lo cual

no es posible sacar conclusiones generales. Se
2 ! ! 3 comprobo que los tres metodos tienen un
3 ) \ o converge consumo similar de.opera‘c‘lones por lterzlicxén,
- pues el problema de inversién sobredeterminado
4 1 No converge | 5 es del mismo tamafio.Se verific6 ademas la
5 | N N sensibilidad en la estabilidad de las soluciones
- o converge o converge ante factores tales como ruido, amortiguacion,
6. 1 1 5 pocos puntos de medicidn, lejania en los valores

¥ iniciales.
7 1 No converge No converge
8 No converge 5 5
9 1 1 12
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