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En la aplicaci6n de Ios metodos de elementos finitos para el cillculo de maquinas y estructuras
se presentan a menudo problemas en la modelaci6n de algunos sectores localizados, ejemplo:
uniones, apoyos, elementos de geometrfa compleja. En estos casos la modelaci6n se realiza
mediante Ia utilizaci6n de parametros equivalentes. Frecuentemente estas modelaciones distan
bastante de la realidad y los compQrtamientos calculados no corresponden a los
comportamientos reales de los elementos analizados. Para solucionar este problema se han
desarrollado tecnicas de adaptaci6n de los modelos de elementos finitos, basadas en
comparaci6n de los resultados de los modelos de elementos finitos con los resultados
provenientes de ensayos experimentales; principalmente dinamicos.
En este trabajo se presentan y evaluan tres tecnicas de adaptaci6n que utilizan como medida
del error las funciones respuestas estacionarias en diferentes puntos del sistema analizado. Se
estudian para un ejemplo las propiedades de convergencia, los tiempos de computaci6n, la
estabilidad de los metodos ante el ruido en las mediciones y el amortiguamiento del sistema,

',el numero de puntos y frecuencias tomadas en cuenta y la facilidad de implementaci6n de los
metodos.

Applying Finite Elements Methods on the design of machines and structures sometimes
presents problems on modelling some'localized sectors, such as: joints, bears, complex
geometry elements. In this cases, modelling is done through equivalent parameters. Frecuently
this models differ too much of reality and the calculated behavior do not agree with the real
behavior of analized elements. To solve this problem, it has been developed model updating
techniques, which are based on comparing results from FE models with results coming from
experimental tests; mostly dynamic tests.
A t this work it is presented and evaluated three model updating techniques that use Frecuency
Response Functions (FRF) at diferent points of the analysed system as a measure of error. It
is studyed for an example, convergence properties, Time and number of operations needed,
stability of the methods when noise and damping appears on the measures, number of
excitation frecuencies and measured points and needed effort to implement each method.

T; traspuesta
* : complejo conjugado
.: experimental
,,: analitico
n>..l: reducido
[M]: matriz de masa
[C]: matriz de amoniguami~nro

[K]: matriz de rigidcz
[E]: rigid« dinamica = -w'[Mj+jw[C]+[K]
[H(w)l;m~llriz respuestu = [E(w)r'

w: frecuencia de la excitaci6n
{pi: vector de parrlmetros de diseno
{H}j: j-esimo vector de la matriz [H(w)J
N~. cantidad de elementos seleccionooos a adaptar
dK. dM . .1C: matrices globales de correedon

Pw, ' Pt, ' Pc, : [aetores de ponderacion

\ q( w)): vector de desplazamientos dinarnicos
[W]: matriz de pondel.1ci6n
[0]: matriz sobredeterminada a pseudoinvertir
{b }: vector de error



En la actualidad, el numero de aplicaciones de ingenierfa donde se requiere conocer el comportamiento
dimimico es cada vez mayor. Ello obliga a construir modelos que pueden provenir de ensayos
experimentales (analisis modal) 0 a partir de modelos numericos (elementos finitos). Anins ticnicas
presentan deficiencias: el Analisis modal solo es valido para las condiciones en que se realizaron los
ensayos y la informacion es generalmente reducida debido a que el numero de puntos de medicion es
pequeno y estos corresponden a puntos en exteriores. En la aplicacion de los metodos de elementos
finitos para el calculo de maquinas y estructuras se presentan a menudo problemas en la modelaci6n
de algunos sectores localizados, ejemplo: uniones, apoyos, elementos de geometrfa compleja. En estos
casos la modelaci6n se realiza mediante la utilizacion de parametros equivalentes. Frecuentemente estas
modelaciones distan bastante de la realidad y los comportamientos calculados no corresponden a los
compottamientos reales de los elementos analizados. Para solucionar este problema se han desarrollado
tecnicas de adaptaci6n de los modelos de elementos finitos, basadas en comparacion de los resultados
de los modelos de elementos finitos con los resultados provenientes de ensayos experimentales;
principalmente dinamicos.

En ese contexto, las tecnicas de Adaptacion de Modelos verifican y corrigen el modelo de elementos
finitos, utilizando informaci6n medida experimentalmente. EI resultado es un modelo que representa
la realidad aceptablemente, y que puede ser modificado para satisfacer los requerimientos de diseno
impuestos. Para tal efecto, todo proceso de adaptaci6n debe seguir el esquema de figura (I).

EI uso de las respuestas estacionarias del sistema en el proceso de adaptaci6n del modelo de EF es
atractivo desde el punto de vista de los niveles de confidencia de las mediciones directas, y el ahorro
del esfuerzo en analisis modal.

Lin & Ewins III (1990) proponen actualizar las matrices
globales [M], [C] y [K] aiiadiendo matrices de cambio
formadas con la suma ponderada de ciertas matrices
elementales seleccionadas. Para hallar los factores de peso
correspondientes, explota convenientemente una identidad
de la inversion de matrices. Imregunl41 (1995) seiiala a
esta formulacion como una de las 'bien establecidas' para
adaptaci6n. A diferencia de los otros metodos presentados,
no emplea analisis de sensibilidad.
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Larsson 121 (1991) formula un metodo iterativo que utiliza
las sensibilidades de la matrices de rigidez dinamica
respecto de ciertos parametros fisicos a nivel elemental, y
las respuestas medidas experimental mente. EI uso de tales
sensibilidades y no las de la matriz respuesta, garantiza
mayor estabilidad numerica en el algoritmo.
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Raeymaekers et alPI (1993) proponen un merodo iterativo
basado en las sensibilidades de las respuestas y aiiaden una
matriz de penalizacion para ponderar los diversos niveles
de confianza en las mediciones y los altos valores posibles
en las sensibilidades.

ILUSTRACION I.
ESQUEMADE ADAPTACION

DE MODELOS BASADA EN LAS
RESPUESTAS

EI objetivo de este trabajo es evaluar numericamente estos tres metodos, para establecer propiedades
de convergencia, tiempos de computaci6n, estabilidad ante mediciones con ruido, amortiguaci6n,
numero de grados de libertad y frecuencias utilizadas y facilidad de implementacion. A continuaci6n
se presentan las formulaciones citadas, las que fueron programadas en el entomo MA 11..AB.



Este metodo construye las matrices de correccion, considerando la suma ponderada de las
matrices elementales:

N.

[a K]. L PK.£K.]
•.I

N.

[a C].Lpc.£C.]
•• 1

Dado que en la practica se mide generalmente una sola columna de [H(w»)" la ecuacion (6 ) se reduce
a:

Luego las matrices globales son corregidas en un proceso iterativo hasta alcanzar algun criterio de
convergencia: .

[M(' . [M]: . [a M]" (10)

[C]:·I [C]: [a C]" (II)

[K]:·' [Kl: [aK]" (12)

Para resolver la diferencia de dimension entre {H,ljy {H,lj se expande el primero con la informacion
correspondiente a los grados de libertad inactivos en el segundo.



La formulaci6n que presenta Larsson, se basa en explotar la linealizaci6n de la matriz de rigidez
dimimica respecto de los panimetros ffsicos del modelo que han sido seleccionados para ser adaptados:

alE] .
[ECU>,{p})] . [E] . -'{ap}

x 'a{p}

Postmultiplicando por la columna medida de [H]" y reordenando:

alE]
--'{ap}{H} . {IJ}. [E],{Hj}x
a{p} J x

Dada la diferencia de dimensi6n entre [EL y {Hj}, es necesaria la condensaci6n del modelo dinamico,
por ejemplo, con condensaci6n dinamica. Lo que reduce (14) a la forma:

alE "d]
--'{ap}{H} . {I}. [E"d]{H}

a{p} J x J 'J x

La cual es reescrita de modo que el desconocido vector {ll.p} sea despejable:

Para resolver la diferencia entre la cantidad de los grados de libertad medidos y los del modelo, se
utiliza la reducci6n dinamica exacta.

El metoda se basa en la minimizaci6n de una funci6n objetivo (17), que da una medida global de la
discrepancia entre las respuestas estacionarias del modelo analftico y el experimental, a una misma
excitaci6n arm6nica. Las variables de disefio son ciertos parametros ffsicos elegidos a nivel elemental.
El proceso de minimizaci6n no tiene restricciones, pero ellas pueden ser impuestas sobre las variables
de disefio.

~ . [a{q}]. T [W] ({q}.{q} ) . {OJ
a{p} a{p} x



a{q}' T [WJ a{q}
a{p} a{p}

{b} . [:~:n'T [WJ ({qX}-{q} )

El sistema sobredeterrninado (20) puede ser resuelto con alguna tecnica de pseudo inversi6n tal como
la de mfnimos cuadrados, 0 por descomposici6n en val ores singulares. Para lograr Ia compatibilidad
dimensional se utiliza la reducci6n dinamica exacta.

Dada la gran diferencia en Ja cantidad de grados de libertad y los del modelo EF, se hace necesario
en los metodos de Larsson y Raeymaekers un proceso de reducci6n del modelo analftico, que no
introduzca nuevas aproximaciones, para ello se. propone eI siguiente esquema de reducci6n dinamica:

Donde Part(H) es la partici6n de [HL correspondiente a los grados de libertad activos (Elementos
correspondientes de [H]red Y [HL son funciones identicas de w), por tanto:

a[H]"d ( a[HJ.]---. Part --
ap, api

Para hallar la deseada a [E J"d es necesario aprovechar la identidad:
ap,

-[H]' arE] '[H]
ap,



_[E]. a[H] .[E]
ap

i

a[E]". (( a[K]". ,a[M]"d) )-- . [E] ·Part [HJ· -- - w -- ·[H] ·[E]ap
i

"d ap
i

ap
i

".

Del punto anterior se aprecia que para obtener la sensibilidad de la matriz de rigidez dimimica 0 de
la matriz respuesta basta con tener la derivada de las matrices espaciales [M) y [K) con respecto a los
panimetros, 10 cual es facil de conseguir. Por ejemplo para un elemento de barra;

[K]' . EA -[ I jL -1

Por tanto:

arK]' f-[II -II]
aE

Pera este caso los parametros de disefio se encuentran de forma explicita en las matrices elementales,
pero si esto no ocurre, las sensibilidades pueden ser estimadas linealizando:

a [Matriz]

ap,

[Matriz] - [Matriz]
• Pil P,O

Te6ricamente los tres metodos permiten la adaptaci6n de los modelos, sin embargo, algunas
observaciones respecto la precisi6n y utilizaci6n de los metodos pueden ser realizadas a priori.
En una aplicaci6n practica donde el mlmero de grados de libertad medidos es muy inferior al numero
de grados de libertad del modelo de elementos finitos, la aplicaci6n del metoda de Ewins puede ser
empobrecida, pues se debe expandir el vector de funciones respuesta al numero total de grados de
Iibertad del modelo numerico. Esto se realiza incorporando los valores de las funciones respuesta
obtenidos numericamente al vector experimental, 10 que suaviza los aportes de los datos
experimentales.
Una aplicaci6n directa del calculo de sensibilidades de las funciones respuestas como es utilizada en
el metodo Raeymaekers puede presentar problemas si las frecuencias consideradas estan cerca de una
resonancia 0 antirresonancia ya que en estos puntos las sensibilidades de la matriz H presentan
discontinuidadesl2l. La m:rtriz de ponderaci6n utilizada por Raeymaekers puede ser de gran interes en
las aplicaciones practicas pues una medida de la calidad de las funciones respuesta puede ser obtenida
a traves de la funci6n coherencia. .



Los tres metodos generan sistemas de ecuacio~es sobredeterminados. Para la resoluci6n de estos, Ios
metod os basados en la Descomposici6n en Valores Singulares presentan mejor estabilidad que los
metodos de minimos cuadrados.

ILUSTRACION 2
ESTRUCTURA MODELADA

Para realizar la evaluaci6n numerica de los metodos
se utiliza la estructura mostrada en la figura 2. En
este ejemplo Los elementos de apoyo de la
estructura Cbarras en negrillas) son los elementos a
adaptar. La rigidez de estos elementos para el
modelo pseudo-experimental es superior a la de los
modelos numericos iniciales.Se realizaron diferentes
pruebas, haciendo variar el amortiguamiento, el
ruido en las respuestas, numero de frecuencias
utilizadas y numero de grados de libertad utilizados
como se muestra en la tabla siguiente. EI modele
esta construido en base a elementos de barra simple
triimensionales.

en X:I
en Y:I
en Z:2

p=7800
A=IO"
E=2xlO"

EI=5xIO'2

E2=6xIO'2

E3=7x1012

E4=8xI012



A continuaci6n, se presenta la convergencia para el modulo de Young obtenida para el caso I segun
los 3 metodos.

Ilustraci6n 3.
Convergencia con Metodo

Ewins (Caso#l)

Ilustraci6n 4.
Convergencia con

Metodo Larsson (Caso#l)

Ilustraci6n 5.
Convergencia con Metodo

Raeymaekers et al.
(Caso# I)



La tabla V muestra el consumo computacional requerido por cada metoda y en la tabla VI se muestra la
velocidad de convergencia de los metodos. Cuando estos convergen 10 hacen a valores exactos.

2,37

2,39

2,44

Se puede apreciar que el metodo Raeymaekers es el de mas lenta convergencia, y que los 3 metodos
consumen la misma cantidad de operaciones(flops) por iteraci6n.

En este trabajo solo se prcsentan resultados
obtenidos para un ejemplo particular, con 10 cual
no es posible sacar conclusiones generales. Se
comprobo que los tres metodos tienen un
consumo similar de operaciones por iteraci6n,
pues el problema de inversi6n sobredeterminado
es del mismo tamaiio.Se verific6 ademas la
sensibilidad en la estabilidad de las soluciones
ante factores tales como ruido, amortiguaci6n,
pocos puntos de medici6n, lejania en los val ores
iniciales.
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