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En este trabajo se estudian las caracteristicas del proceso de convergencia al modelizar el
f1njopor aceion de la graved ad de materiales granulares con cohesion y friccion por medio de
un f1uido \'iscoplastico, y por un f1uido newtoniano-viscoplastico. Se trata de un problema
altamente no lineal, en el cual la viscosidad equivalente que depende del segundo invariante
del tensor velucidad de deformacion y de la presion. Cuando consideramos aI material repre-
sentado par un f1uido viscoplastico, encontramos que existen problemas de convergencia yen
el cumplimiento de la ecuacion constitutiva. Esos inconvenientes fueron solucionados en una
gran pal·te al considerar un limite maximo en la viscosidad equivalente (f1uido newtoniano-
viscoplastico I.

Convergenc~ characteristics of a model for gravity flow of granular materials with cohesion and
friction arc studied. The model represents a viscoplastic fluid, and a Newtonian-viscoplastic
fluid. Thi, problems is highly non linear, in which the equivalent viscosity is a function of
the second 1;J\'ariant of the strain rate tensor, and of the pressure. For the viscoplastic fluid
there are colI\'ergence problems, and the constitutive equation is not satisfied. Such problems
are partially overcome by the introduction of an upper limit to the equivalent viscosity, thus
leading to a ;\ewtonian-viscoplastic fluid.

Se presentan y analizan las condiciones de convergencia de dos modelos constitutivos para simular
el f1ujo de materiales granulares con cohesion y friccion. EI primer modelo esta dado por un f1uido
viscoplastico, y el segundo por un f1uido que bajo ciertas condiciones se comport a como newtoniano y
en otras como viswplastico. En ambos casos se tiene un problema con una elevada no linealidad. La
viscosidad equivaleille depende de parametros fisicos tales como f1uidez, cohesion, friccion y el exponente
de la funcion de lii,;continuidad, y de factores dinamicos tales como el segundo invariante del tensor
velocidad de deforJIll:ciony la presion.



Las ecuaciones que gobiernan el fenomeno son las de continuidad, cantidad de movimiento y consti-
tutiva del material. Las viscosidades son elevadas tanto para el caso lineal como en el no lineal, por ello
despreciamos los termiuos convectivos en velocidades. Las paredes que contienen el flujo son rigidas.

Se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales por medio de elementos
finitos, usando flluciones de penalizacion, en casos pIanos y con simetria axial. La tecnica iterativa
utilizada es la de iteracion direeta.

La primera formulae ion general considerando flujo por gravedad de un material granular, en funcion
de su fluidez, cohesion y friccion interna, fue presentada por Diez y Godoy como fluido viscophistico [2],
[3]. En este trabajo proponemos una expresion mas general, y exploramos la validez y limitaciones de
estos modelos mediante experimentaci6n numerica.

Para un material rigido-viscoplastico, la ecuacion constitutiva general presentada por Perzyna [8],
puede ser expr"saJa de la siglliente forma:

ao ao
Cij ==i({3F"} aUi; ==i(A} aUij

siendo F la funcion de discontinuidad plastica, y Q el potencial plastico.
Utilizamos la luncion de discontinuidad de Drucker-Prager, la cual nos permite considerar a la cohesion

y a la friccion interna como parlimetros del modelo. Adoptando la forma dada por Zienkiewicz y Taylor
[10], tenemos:

donde h es el Sl'gundo invariante del tensor desviador de tensiones, p es la presion, Iey Ct' estan dadas
por:

Ie==6ccos4>/(3 - sin 4»

Ct' ==6sin4>/(3-sin4»

siendo c la cohesiou y 4>el lingulo de friccion interno.
Para la considera"ion del potencial plastico, usamos una regia no asociada, en funcion del criterio de

Yon Mises:

ao (3)! Si;
aUij == -2-(h)

substituyendo las ecuaciones (4) y (8) en (1) tenemos que:



La ecuacion collstitutiva de un tluido viscoso e incompresible puede ser expresada pOl' una relacion
entre tensiones y velocidades:

Sij = 2J1.<ij

DOllde J1. ~ 0, es una viscosidad aparente de un tluido is6tropo.
Comparando la ecuacion (9) con la (10) tenemos:

1 r,;-;- V3/J = /,(,8(y3h - (k + o"p))") v'h

donde E es el segundo invariante del tensor velocidad de deformacion. Reemplazando en ecuaciOn (11)
y trabajando Ilegamos a la expresion de la viscosidad equivalente

E .1. 1
J1. = [(-). + k + a'p]-

,8/' 3E

que es la expresi6n deducida pOl'Diez y Godoy [2J.
Resumimos 10 que hemos hecho para obtener la ecuacion constitutiva:
a) Planteamos un modelo rigido-viscoplaStico. b) Utilizamos la ecuacion constitutiva de un tluido

viscoso newtoniano. cj Eliminamos la restriccion de los corchetes de Macauley. d) Trabajamos alge-
braicamente.

En los pasos (il) y (c) perdimos informacion, olvidando la condicion de rigido. De la ecuacion (11)
observamos que

Para represent ar el comportamiento rigido del material, la viscosidad deberia aleanzar valores sumame
grandes.

En un intento de solucionar este inconveniente, modificamos Ja ecuaciOn constitutiva considerando
una viscosidad limite en la forma

De este modo, se transforma el modelo rigido-viscoplastico en 01.1'0 dado pOl' un tluido newtoniano-
viscoplastico.

Utilizamos funciones de penalizacion con elementos cuadrilateros Lagrangeanos de nueve nodos [2J.
Consideramos illkgracion reducida selectiva para integral' la componente volumetrica de la matriz de
rigidez. POl' este motivo la viscosidad la obtenemos en los puntos de Gauss (2x2). Calculamos una
viscosidad pOl'elell1ento promediando los cuatro valores



Hemos deducido en las paginas anteriores, un sistema no lineal de ecuaciones. La no linealidad se
manifiesta por medio de la dependencia de la matriz K' con la viseosidad J.l, Yde esta con las velocidades
nodales por medio del segundo invariante del tensor veloeidad de deformacion 'E', y de la presion 'p'.

Existe una abundante bibliografia en las cuales se desarrollan las distintas formas iterativas para
tratar problemas no lineales [4]; [7]; [10]. La tecnica utilizada en este trabajo ha sido la de iteracion
directa, por ser la mas robusta para este tipo de problemas [1]

Las normas consideradas son las siguientes

"'(a;' - ai-1)2bnv = ~L.,~ < E>
l:(a;'F

l:(p~ - pn-l)2
bnp = ~(p7)2 < E>

siendo E>un valor fijo (entre 0.01 y 0.001).

Se ha estudiado et liujo estacionario por aceion de la gravedad en una tolva con simetrfa axial de 5m
de altura y con un lingulo de 30 grados (Fig. 1).

Modelo viseophistico
Hemos analizado la respuesta del modelo para distintos valores de cohesion y del angulo friccion

interno del material, mientras se mantienen constantes la fluidez en lEOS (l/kpa.s), el exponente de
diseontinuidad en 1 y la viscosidad inicial del proeeso iterativo en 500 kpa.s. En la Fig. 2 se indica la
zona del plano cohesion-fricciOnen la que se verifica la ecuaeion constitutiva (p 2: Plim).

Se observa que se cumple la eeuacion eonstitutiva solo en una parte del plano, siempre que el angulo de
fricciOn interna no supere los 3 grados. Excepto para valores pequenos de cohesion, en donde la situacion
es mas restrictivrl. Destacamos, ademas, que solamente se encontro convergencia para

Por ello, para ningun par (e, <p) se satisfizo la ecuaeion constitutiva y convergenciaen forma simultanea
(solo para el origen del plano, que es lineal).

En las Figs. 3 a 7 se estudia eI comportamiento del proceso iterativo para c = 0, <p = 16, que es un
pun to en el que no hay convergencia ni se verifica la ecuaciOn constitutiva.

En la Fig. 3 se obsen'a que las normas evolueionan en forma eaotiea al incrementarse las iteraeiones.
La presion en d nur.o 77 muestra saltos en su valor, principalmente luego de la iteracion mimero 20 (Figs.
4 y 5). Lo mismo sucede con la veloeidad en la salida, en donde es mas notoria la perdida de eonvergencia
desde la iteraeion ;:0 (Fig. 6 y 7). La falta de eonvergencia se debe en este easo a que las variables del
problema presentan eaos al incrementarse las iteraciones.

En las Figs. S a 12 se grafiean las mismas propiedades pero para c = 10kpa, <p = 2, un punto del
plano cohesion-friccicin clande se verifica la ecuaci6n constitutiva. En este caso el prceso es convergente
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Figure 7: Velocidad en la salida. Velocidad en la iteracion k+l en funcion de la velocidad en la iteracion
k
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Figure 12: Velocinad en la salida en la iteracion k+1 en [uncion de la velocidad en la salida en la iteracion
k
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en presion, pero no en velocidad. La falta de convergencia en velocidades se debe a que la intersecciOn
con el eje x = y se produce para velocidades nulas, 10 que es 10 mismo, cuando la viscosidad tiende a
infinito (Fig. 12).

Modelo newtoniano-viscopmstico
En Ia Fig. 13 se presentan (en el plano cohesion-fricciOn) tres zonas, en la primera no tenemos

convergencia, en la segunda el material se comporta como un fluido newtoniano-viscoplastico y en la
tercera como un fluido newtoniano de viscosidad igual a la maxima.

En este caso la 'ccuacion constitutiva no se verifica en to do el eje de ordenadas.
Dentro de la s"gunda zona hemos estudiado la sensibilidad de la respuesta a la viscosidad inicial

impuesta. EI caso analizado tiene q, = 23, c = O.1kpa.
Se observa que la solucion no es sensible a la viscosidad inicial si esta es mayor 0 igual que la viscosidad

ma.."imaimpuesta (en este caso de 1000kpa.s).

• En este tra bajo no hacemos un estudio comparativo ue los resultados numericos con los obtenidos
por medio de la verificaciOnexperimental. Solo realizamos un analisis interno del comportamiento
de cada modelo.

• En 10 que respecta a convergencia, el comportamiento del modelo viscoplastico es malo.

• La ecuacion constitutiva se verifica solo para valores pequenos del angulo de friccion interno del
material.
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• En el caso dd fluido newtoniano-viscoplastico, se consigui6 convergencia para una gran parte del
plano (c - OJ .

• En 10 que lespecta a la convergencia y verificaciOn de la ecuacion constitutiva, el comportanliento
del modelo newtoniano-viscoplastico ha sido superior al del fluido viscoplastico.
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