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RESUMEN

En este trabajo se estudian las caracteristicas del proceso de convergencia al modelizar el
flujo por accidn de la gravedad de materiales granulares con cohesién y friccion por medio de
un fluido viscopldstico, y por un fluido newtoniano-viscopldstico. Se trata de un problema
altamente no lineal, en el cual la viscosidad equivalente que depende del segundo invariante
del tensor velucidad de deformacidn y de la presidn. Cuando consideramos al material repre-
sentado por un fluido viscopldstico, encontramos que existen problemas de convergenciay en
el cumplimiento de la ecuacién constitutiva. Esos inconvenientes fueron solucionados en una
gran parte al considerar un limite maximo en la viscosidad equivalente (fluido newtoniano-
viscoplastico).

ABSTRACT

Convergence characteristics of a model for gravity flow of granular materials with cohesion and
friction are studied. The model represents a viscoplastic fluid, and a Newtonian-viscoplastic
fluid. This problems is highly non linear, in which the equivalent viscosity is a function of
the second 1variant of the strain rate tensor, and of the pressure. For the viscoplastic fluid
there are convergence problems, and the constitutive equation is not satisfied. Such problems
are partially overcome by the introduction of an upper limit to the equivalent viscosity, thus
leading to a Newtonian-viscoplastic fluid.

INTRODUCCION

Se presentan v analizan las condiciones de convergencia de dos modelos constitutivos para simular
el flujo de materiales granulares con cohesién y friccidn. El primer modelo estd dado por un fluido
viscopldstico, y el segundo por un fluido que bajo ciertas condiciones se comporta como newtonianc y
en otras como viscoplastico. En ambos casos se tiene un problema con una elevada no linealidad. La
viscosidad equivalenre depende de parametros fisicos tales como fluidez, cohesién, friccidn y el exponente
de la funcién de discontinuidad, y de factores dinamicos tales como el segundo invariante del tensor
velocidad de deformucion y la presidn.
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Las ecuaciones yue gobiernan el fenémeno son las de continuidad, cantidad de movimiento y consti-
tutiva del material. Las viscosidades son elevadas tanto para el caso lineal como en el no lineal, por ello
despreciamos los términos convectivos en velocidades. Las paredes que contienen el flujo son rigidas.

Se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones diferencialesa derivadas parciales por medio de elementos
finitos, usando funciones de penalizacidn, en casos planos y con simetria axial. La técnica iterativa
utilizada es la de iteracion directa.

ECUACION CONSTITUTIVA

La primera formulacién general considerando flujo por gravedad de un material granular, en funcién
de su fluidez, cohesidn y friccidn interna, fue presentada por Diez y Godoy como fluido viscopldstico {2],
[3]. En este trabajo proponemos una expresion mas general, y exploramos la validez y limitaciones de
estos modelos mediante experimentacion numérica.

Para un material ri'gido-viscopléstico, la ecuacidn constitutiva general presentada por Perzyna [§],
puede ser exprosada de la siguiente forma:

€ = 7(BF )5;:; = ‘Y(A)(T_)a—.,j 1)

donde
(Ay=4A si A>0 )
(A)=0 si A <0 (3)

siendo F la funcion de discontinuidad pldstica, y @ el potencial pldstico.

Utilizamos la {uncion de discontinuidad de Drucker-Prager, la cual nos permite considerar a la cohesién
y a la friccidn interna como parametros del modelo. Adoptando la forma dada por Zienkiewicz y Taylor
[10], tenemos:

F=@3J)Y—k-ap 4

donde J; es el segundo invariante del tensor desviador de tensiones, p es la presién, k y o' estan dadas
por:

k = 6ccosd/(3 — sin @) (5)
o' = 6sin@/(3 —sin $) (6)

siendo ¢ la cohesidn y ¢ el angulo de friccién interno.
Para la consideracion del potencial plastico, usamos una regla no asociada, en funcidn del criterio de
von Mises:

Q=BJ) -k O]
entonces el potencial plastico resulta

9Q _ (3} Sy @

Bo',,- 2 (Jg)

substituyendo las ccuaciones (4) y (8) en (1) tenemos que:

)§ Sij (9)

&5 = 7{B(V/3J2 ~ (k + op))" g

%)
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La ecuacidn constitutiva de un fluido viscoso e incompresible puede ser expresada por una relacién
entre tensiones y velocidades:
Sij = 2pei; (10)
Donde y > 0, es una viscosidad aparente de un fluido isétropo.
Comparando la ecuacidn (9) con la (10) tenemos:

1 o V3
;=v<ﬂ(\/ﬁ—(/e+avm> )T (1)

Siendo

V7 =V3ux (12)

donde T es el segundo invariante del tensor velocidad de deformacion. Reemplazando en ecuacidn (11)
y trabajando llegamos a la expresién de la viscosidad equivalente

. 1
= (=t p) = 13
B [(ﬁ7) +h+apl (13)
Cuando S =1yn =1
1 k ap
=L * L ap 14
PERTE TR (19

que es la expresion deducida por Diez y Godoy [2].

Resumimos lo que hemos hecho para obtener la ecuacidn constitutiva:

a} Planteamos un modelo rfgido-viscopl;istico. b) Utilizamos la ecuacién constitutiva de un fluido
viscoso newtoniano. c¢) Eliminamos la restriccion de los corchetes de Macauley. d) Trabajamos alge-
braicamente.

En los pasos (b) y (c) perdimos informacién, olvidando la condicidn de rigido. De la ecuacion (11)
observamos que

[B(V3J1 - (kap)™] = 0 (15)
p— o0 (16)

Pararepresentar el comportamiento rigido del material, la viscosidad deberia alcanzar valores sumame
grandes.
En un intento de solucionar este inconveniente, modificamos la ecuacidn constitutiva considerando
una viscosidad Iimite en la forma
SEp > flim — p= fim (17)
De este modo, se transforma el modelo tfgido—viscopla’stico en otro dado por un fluido newtoniano-
viscopldstico.

SOLUCION POR. MEDIO DE ELEMENTOS FINITOS

Utilizamos funciones de penalizacidn con elementos cuadrildteros Lagrangeanos de nueve nodos [2)-
Consideramos integracion reducida selectiva para integrar la componente volumétrica de la matriz de
rigidez. Por este motivo la viscosidad la obtenemos en los puntos de Gauss (2x2). Calculamos una
viscosidad por elemento promediando los cuatro valores

B =l g+ opd + g (18)
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y el pardmetro de penalizacidn es proporcional a la viscosidad del elemento
o = pcte (19)
Otros detalles son iguales a los presentados en la Ref. [3)
PROCESO ITERATIVO

Hemos deducido en las paginas anteriores, un sistema no lineal de ecuaciones. La no linealidad se
manifiesta por medio de la dependencia de la matriz K* con la viscosidad g, y de ésta con las velocidades
nodales por medio del segundo invariante del tensor velocidad de deformacién ‘S, y de la presién ‘p’.

Existe una abundante bibliografia en las cuales se desarrollan las distintas formas iterativas para
tratar problemas no lineales [4]; [7]; (10]. La técnica utilizada en este trabajo ha sido la de iteracién
directa, por ser la mas robusta para este tipo de problemas [1]

Las normas consideradas son las siguientes

fnv = &%ﬁi <® (20)
Snp = Z@p -7 <O (21)

2(})?

siendo © un valor fijo (entre 0.01 y 0.001).
RESULTADOS NUMERICOS

Se ha estudiado el flujo estacionario por accién de la gravedad en una tolva con simetria axial de 5m
de altura y con un angulo de 30 grados (Fig. 1).

Modelo viscopldstico

Hemos analizado la respuesta del modelo para distintos valores de cohesidn y del angulo friccion
interno del material, mientras se mantienen constantes la fluidez en 1E08 (1/kpa.s), el exponente de
discontinuidad en 1 y la viscosidad inicial del proceso iterativo en 500 kpa.s. En la Fig. 2 se indica la
zona del plano cohesidn-friceion en la que se verifica la ecuacidn constitutiva (p > piim)-

Se observa que se cumple la ecuacion constitutiva sélo en una parte del plano, siempre que el 4ngulo de
friccidn interna no supere los 3 grados. Excepto para valores pequefios de cohesién, en donde la situacién
es mas restrictiva. Destacamos, ademds, que solamente se encontré convergencia para

c=00 0<$<b (22)

Por ello, para ningun par (c, ¢) se satisfizo la ecuacion constitutiva y convergenciaen forma simultdnea
(sélo para el origen del plano, que es lineal).

En las Figs. 3 a 7 se estudia el comportamiento del proceso iterativo para ¢ = 0, ¢ = 16, que es un
punto en el que no hay convergencia ni se verifica la ecuacién constitutiva.

En la Fig. 3 se observa que las normas evolucionan en forma caética al incrementarse las iteraciones.
La presién en el nudo 77 muestra saltos en su valor, principalmente luego de la iteracién mimero 20 (Figs.
4y 5). Lo mismo sucede con la velocidad en la salida, en donde es mds notoria la perdida de convergencia
desde la iteracion 20 (Fig. 6 y 7). La falta de convergencia se debe en este caso a que las variables del
problema presentan caos al incrementarse las iteraciones.

En las Figs. 8 a 12 se grafican las mismas propiedades pero para ¢ = 10kpa, ¢ = 2, un punto del
plano cohesidn-friccion donde se verifica la ecuacién constitutiva. En este caso el prceso es convergente
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Figure 1: Malla utilizada para la tolva
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Figure 2: Fluido viscoplastico. Verificacion de la ecuacion constitutiva
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Figure 5: Nudo 77. Presion en la iteracion k+1 en funcion de la presion en la iteracion k
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Figure 6: Velocidad en la salida en funcion del numero de iteracion
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Figure 7: Velocidad en la salida. Velocidad en la iteracion k+1 en funcion de la velocidad en la iteracion
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Figure 9: Nudo 77. Presion en funcion del numero de iteracion
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Figure 10: Nudo 77. Presion en la iteracion k+1 en funcion de la presion en la iteracion k
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Vigure 11: Velocidad en la salida en funcion del numero de iteracion
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Figure 12: Velocidad en la salida en la iteracion k+1 en funcion de Ia velocidad en la salida en la iteracion
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Figure 13: Zonas de convergencia en el modelo newtoniano-viscoplastico
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Figure 14: Presion en funcion de la viscosidad inicial
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en presién, pero no en velocidad. La falta de convergencia en velocidades se debe a que la interseccion
con el eje x = y se produce para velocidades nulas, lo que es lo mismo, cuando la viscosidad tiende a
infinito (Fig. 12).

Modelo newtoniano-viscopldstico

En la Fig. 13 se presentan (en el plano cohesién-friccion) tres zonas, en la primera no tenemos
convergencia, en la segunda el material se comporta como un fluido newtoniano-viscopldstico y en la
tercera como un fluido newtoniano de viscosidad igual a la maxima.

En este caso la ecuacidn constitutiva no se verifica en todo el eje de ordenadas.

Dentro de la scgunda zona hemos estudiado la sensibilidad de la respuesta a la viscosidad inicial
impuesta. El caso analizado tiene ¢ = 23, ¢ = 0.1kpa.

Se observa que la solucién no es sensible a la viscosidad inicial si esta es mayor o igual que la viscosidad
maxima impuesta (en este caso de 1000 kpa.s).

CONCLUSIONES

¢ En este trabajo no hacemos un estudio comparativo de los resultados numeéricos con los obtenidos
por medio de la verificacidn experimental. Sélo realizamos un analisis interno del comportamiento
de cada modelo.

Modelo viscopldstico

¢ En lo que respecta a convergencia, el comportamiento del modelo viscopldstico es malo.

¢ La ecuacidn constitutiva se verifica sdlo para valores pequefios del dngulo de friccién interno del
material. -

¢ Donde cumple la ecuacidn constitutiva no se obtiene convergencia.

viscosidad inicial [kpa.s]

0.00E+00
-2.00E-04
-4.00E-04
-8.00E-04
-8.00E-04

-1.00E-03

velocidad [m/s]

-1.20E-03

-1.40€-03

-1.60E-03

[—#—nudo 2 ~&— nudo 90]

Figure 15: Velocidad en funcion de la viscosidad inicial
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Modelo newtoniano-viscopldstico

* En el caso dvl fluido newtoniano-viscopldstico, se consiguié convergencia para una gran parte del
plano (¢ — o).

e Solamente no verifica la ecuacidn constitutiva cuando ¢ = 0.

* En lo que iespecta a la convergenciay verificacidn de la ecuacidn constitutiva, el comportamiento
del modelo newtoniano-viscopldstico ha sido superior al del fluido viscoplastico.
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