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EI presente trabajo tiene por objetivo establecer, para el caso de un f1ujo laminar en
tuberias rigidas, el tipo de dependencia entre gradientes de presion oscilantes que
guardan semejanza con los observados experimental mente en los denominados
problemas de golpe de ariete, y las resultantes distribuciones radiales de velocidades
axiales, velocidades medias y tensiones de corte sobre las paredes intemas de las
tuberias. Para la resolucion numerica del problema se propone un modelo en
diferencias finitas para la ecuacion de continuidad, las ecuaciones de Navier-Stokes
y la ecuacion de estado que representa los efectos de compresibilidad del f1uido
circulante sometido a intensas f1uctuaciones de la presion. Se desarrolla entonces un
esquema implicito. resultando un sistema de ecuaciones tridiagonal linealizado, el
cual es resuelto para un ejemplo mediante la aplicaciOn del algoritmo de Thomas.

The aim of the present 'Mlrk is to establish. for a laminar flow in rigid pipes, the kind
of dependence betvveen the oscillating pressure gradients that are similar to those
observed in waterhammer problems, and the resultant axial velocity distributions,
mean velocities and shear stresses at the inner wall of the pipes. The proposed
numerical solution is based on a finite difference model for the continuity, Navier-
Stokes and state equations in order to consider the compressibility effects on the fluid
due to the intense pressure fluctuations. An implicit scheme is developed, resulting in
a tridiagonal system of linear equations that is solved for an example applying the
Thomas algorithm.

Tal como es enunciado por Siginer (1), f1ujos dependientes del tiempo debido a gradientes de
presiones oscilantes alrededor de una media no nula son de frecuente aparicion en problemas en
f1uidodinamica. Particularmente, una de dichas aplicaciones se refiere a los denominados problemas
de golpe de ariete en tUberias que conducen Iiquidos, fenomenos donde los efectos de
compresibilidad se ponen de manifiesto por la accion de ondas de presion que se propagan en el
seno del f1uido y donde la friceion y la elasticidad imperfecta del f1uido y la deformacion de las
paredes de la tUberia causan la distorsion de dichas ondas de presion y el amortiguamiento de las
oscilaciones, hasta alcanzar el completo detenimiento del f1ujo [2,3]. Por 10expuesto, las variaciones
de la presion y de las tensiones de corte en el f1uido resultan acopladas, dado que las primeras
afectan la forma de 105perfiles de velocidades, los cuales determinan la distribuci6n de las tensiones
de corte, cuyo efecto es, a su vez, el de amortiguar las variaciones de la presion. Debido alas
complejidades en el tratamiento de problemas que introduce este acoplamiento, es comun la
consideracion de la friceiOn bajo condiciones estacionarias, suponiendose que 105factores de friceion
son los mismos para 105f1ujos a regimen permanente y no permanente (3).



EI presente trabajo tiene par objetivo establecer el tipa de dependencia entre gradientes de presion
f1uctuantes y las resultantes distJibuciones de velocidades y tensiones de corte sobre las paredes de
tuberias para el caso de un f1ujo tubular en regimen laminar de un fluido newtoniano, con el fin de
paner de relieve la impartancia de considerar los efectos no estacionaJios de la fJiccion. Para
alcanzar esta finalidad, se propane y desarrolla un modelo numeJico para determinacion de la
distJibucion axial de velocidades para el f1ujo laminar no estacionaJio de un f1uido newtoniano en
tUberias circulares rigid as de radio constante. Dicha distJibucion de velocidades es generada por la
presencia de presiones oscilantes y expanencialmente decrecientes, representados por trenes de
ondas de amplitudes preestablecidas, las cuales se propagan a 10 largo de una tuberia recta. Estas
parliculares distJibuciones no estacionaJias de presion en el seno del fluido circulante guardan
semejanza con las distJibuciones observadas expeJimentalmente en los problemas de golpe de
aJiete. Una vez conocida la distJibucion no estacionaJia de velocidades sobre la seccion transversal
de la tuberia, se pueden deterrninar las vaJiaciones temporales de la tension cortante sobre la pared
inteJior de la tuberia mediante la aplicacion de la ley de Newton de la viscosidad, asi como la
velocidad media, para una estacion fija a 10 largo de la carieria, estableciendo dichas vaJiaciones
temporales hasta la atenuacion de las ondas de presion y la consecuente recuperacion de la
condicion hidrostatica.

La resolucion de este problema implica la resolucion simultanea de la ecuacion de continuidad, las
ecuaciones de Navier-Stokes para la conservacion de la cantidad de movimiento y la ecuacion de
estado que representa los efectos de compresibilidad del f1uido circulante sometido a intensas
f1uctuaciones de la presion. En la Figura 1 se representa la nomenclatura de los ejes en un sistema
cilindJico de coordenadas, con la coordenada radial r y la axial z. Por simetria, el f1ujo resulta
independiente de la coordenada angular e, resultando par igual razon nula la componente tangencial
de la velocidad del f1uido.

Como en este problema se estima que la tuberia es rigida, las ondas de presion se propagan a una
velocidad solamente proparcional al coeficiente de compresibilidad del f1uido. Dado que en los
problemas de golpe de aJiete las vaJiaciones segun la direcci6n axial de la tUberia son mucho
mayores que las correspondientes en direcciones radiales [4], se considera la igualdad de la presion
sobre cualquier seccion transversal de la misma, despreciandose entonces toda posible vaJiacion de
la presion segun la coordenada radial, as! como la presencia de las companentes radiales del flujo.
Consecuentemente, el campa de velocidades esta definido solamente par la distJibucion de
velocidades axiales, u, como una funcion de la posicion y del tiempo.

donde uz<r) representa la solucion de regimen perrnanente antes de la apaJicion del tren de ondas en
el instante1: y u1(r,z,t) representa la desviacion a partir de dicho estado estacionaJio.
Consecuentemente, se veJifican las siguientes expresiones
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Por su parte, la soluci6n de regimen permanente, conocida como f1ujo de Hagen-Poiseuille [5].
verifica

1 2 2)u2(r)=--17(R -r
4,u

donde '1 representa al gradiente de presiones constante del regimen permanente (t ,;; ,), f! la
viscosidad absoluta del flu/do circulante y R denota al radio interior de la tuberia de secci6n circular.
Dado que el movimiento finaliza deleniendose al recuperarse la condici6n hidroslalica, debe resullar

La ecuaci6n de conlinuidad, expresada en coordenadas cilindricas, para el f1ujo axial y no
eslacionario de un fluido compresible [6], verifica

Ou op op
p-+(-+u-)=Ooz Ot oz

donde p representa la dens/dad del f1uido, la cual puede variar temporalmenle y espacialmenle.
Enlonces, admiliendo una soluc/6n de la forma dada per (1), resulla

-'lfu +u) op op
pV\ ~z 2 +[8t"+(u,+u2) oz]=O

0u2 = 0
oz

Ou op op
p_1 +[-+(u, +u2)-]= 0
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donde K representa coeficiente de compresibilidad del f1uido. Enlonces, inlroduciendo la expresi6n
(10) en la (9), resulla



para el flujo laminar de un f1uido newloniano de viscosidad cinematica v = f.l/p, dentro de una tUberia
horizontal [6). Mediante la introducion en la expresion (14) de la solucion (1) con las condiciones (2),
dicha ecuaci6n resulta expandida a

op
-=T/oz

y la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento axial bajo condiciones estacionarias se
reduce a

Introduciendo en (19) las expresiones de las derivadas parciales (11) y (12), se obtlene la ecuacion
diferencial para la desviacion de velocidad, u1' para cada estacion axial z, como una funcion de la
variable temporal, t, y de la coordenada radial, r, cuando se conocen la expresiones funcionales de
las derivadas temporal y espaciales de la distribuci6n de presiones,

ou, 1 op op Iou, 02U, 1 op
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dado que, por condicion de no deslizamiento del f1uido sobre la pared interna de la tuberia, el f1uido
debe estar detenido sobre dicho contorno. Como

u2(R)=O

u1(R,z,t) = 0

Ademas, dado que hasta t = 't la solucion corresponde a la de regimen permanente unicamente, la
condicion inicial a imponer resulta,

En presencia del tren de ondas de presion, para t > 't, la distribucion de presiones, asumida constante
sobre la seccion, es dada por la expresion (26), la cual representa una onda sinusoidal que se mueve
tanto hacia la izquierda como hacia la derecha, sufriendo una atenuacion de tipo exponencial si el
coeficiente 51 es positivo. Se intenta ajustar dicha expresion alas distribuciones observadas
experimental mente, tales como las presentadas en [7].

27!
p(z, t > ,) = p. + dp sen{T[z± c(t - t. )]}eb-ot

A longitud de onda
c velocidad de propagacion de la onda de presion, c = (Klp)%
t>p amplitud inicial de la onda de presiOn
Po presion para la condicion hidrostatica

Definiendo w = 2tr1A, resultan, a partir de la ecuacion (26), las siguientes expresiones para las
derivadas parciales de la distribuciones de presion, para una onda que se mueve hacia la izquierda,

oph = (dp web-'l)cos{w[z- c(t - t.)]} (27)

opYt = -~p {wccos{w[z - c(t - t.)]} + a.sen{w[z - c(t - t.)]} }eb-" (29)

C 2po zc t = dp {w2csen{w[z- c(t - to)]} - a wcos{w[z- c(t - to)]} }eb-" (30)



La ecuacion diferencial no lineal y de segundo orden (20) es formulada mediante una expresion en
diferencias finitas con el fin de ser evaluada numericamente. En el siguiente amllisis, se consideran
intervalos temporales, t>.t.constantes. al igual que 105 intervalos radiales, M. EI supraindice (t+1)
denota un incremento Ilt al tiempo generico t, mientras que 105 subindices r-1 y r+1 representan las
posiciones radiales anterior y posterior, respectivamente, de dos puntos separados por una distancia
M a cada lado de una posicion radial generica r.

Considerando diferencias finitas centrales para las derivadas espaciales y adelantada para la
derivada temporal, las cuales se indican con 105 correspondientes ordenes de magnitud de 105
errores de truncamiento, resultan las siguientes expresiones para las derivadas de la desviacion de
velocidad,

OUl "'....!.-(U t+I_
U

t)
ot /11 I, I,

C' 1~",--(u t+l -2u t+l +U 1+1)C r' (,1.r)' 1,+1 1, I,-l

donde las velocidades en las expresiones para las derivadas espaciales son evaluadas en (t+1).
Evaluando tambien para el tiempo (t+1) 105 terminos lineales de la desviacion de fa velocidad

y aproximando la expresion cuadratica de u1 como el producto de las desviaciones de velocidad en
105 tiempos t y (1+1)

vII
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donde las derivadas parciales de la presion evaluadas tam bien en el tiempo (t+1), para una
determinada posici6n axial z. EI resultante sistema tridiagonal de ecuaciones lineales (36) se
resuelve mediante la aplicaci6n del algoritmo de Thomas, el cual es descripto en [8].

Calculada la distribuci6n de u1(r,z,t), y consecuentemente, conocida u(r,z,t) para una estaci6n z
generica, fa velocidad media resulta de la siguiente integraci6n, la cual es evaluada numericamente

2 R
U(z,t) = 2'" f u(r,z,t)rdrR 0

La distribuci6n de la tensi6n de corte verifica la ley de Newton de la viscosidad, ya que esta ultima se
ajusta a los resultados experimentales para el caso de fluidos newtonianos. En particular, la tensi6n
cortante sobre fa pared, tw' resulta

OU
'f ••.(z,t) = f.J -(R,z,t)or

o u 1 (u t + u )--(R )"'_( t _ t) = lR-ar 2R-M zor ,z,t .1.r UR_M uR z &

Para el siguiente ejemplo se define una tube ria recta de radio R = 0,02 m, por la cual circula agua a
15 C, siendo la estaci6n de estudio determinada por Z = O. EI estudio se ha realizado para intervalos
constantes segun radio, M = 80 ~m, e intervalos temporales 6.t = 0,005 s, tambien constantes.

La Figura 2 representa la variaci6n temporal de presiones para una coordenada Z fija, considerando
una representaci6n semejante a la presentada en [7] de manera de verificar los valores de maxima
amplitud y decrecimiento logaritmico presentados en [4] para un problema de golpe de ariete en
regimen laminar. Se ha establecido una variaci6n de presiones de periodo T = 4 s, siendo II.p = 80
kPa, Po = 4 kPa y a = 0,075 S·l, para la estaci6n Z = O.

Por otra parte, la Figura 3 representa la variaci6n temporal de las tensiones de corte sobre la pared
interior de la tuberia, tw, adimensionalizada con la correspondiente tensi6n para regimen
permanente, two, dada por

ou u U R~'f ••.o = f.J __ 2 (R) = 2f.J--'L = 4f.J--'L =--
or R R 2

Uo : maxima velocidad para el perfil de velocidades en regimen permanente
Uo: velocidad media correspondiente al regimen permanente
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En las Figuras 4 y 5 se representan, respectivamente, la variacion temporal de velocidades medias y
las distribuciones espacio-temporales de velocidades axiales, para una seccion fija de tuberia. En el
primer caso, las velocidades medias resultan adimensionalizadas con la velocidad media de regimen
permanente, Do, mientras que para las distribuciones de la Figura 5, las mismas resultan
adimensionalizadas con la maxima velocidad de regimen permanente, es decir con la velocidad en el
centro de la tuberia para el flujo de Hagen-Poiseuille, Uo .

De las Figuras 2 a 4 se puede observar que, si bien la presion alcanza su condicion hidrostatica para
t = 100 s, aproximadamente, la condiciOn de reposo del fluido todavia no se ha alcanzado todavia a
los 300 s. Ademas, las tensiones de corte sobre la pared no se encuentran en fase con las presiones.
La sucesi6n de la Figura 5, muestra las distribuciones adimensionales de velocidades en la estaci6n
de estudio, para la primera oscilacion com pieta de la presi6n. Se observa el denominado efecto
Richardson, indicando un desfasaje de las capas de fluido pr6ximas a la pared de la tuberia. Con el
decrecimiento de las amplitudes de las ondas de presi6n, las variaciones de velocidad tambien
decrecen y el efecto Richardson se hace menos perceptible, observandose principal mente la
reducci6n continua de velocidades hasta la condici6n final de reposo.

Debido al acoplamiento entre las distribuciones de presiones y de tensiones de corte, el presente
analisis debe ser lIevado a cabo simultaneamente con la resolucion de las ecuaciones diferenciales
para resolver los problemas de golpe de ariete [3]. ya que estas ultimas consideran solamente las
variaciones de presiones y de velocidades medias del flujo en una tuberia, asumiendo un
determinado comportamiento de las tensiones de corte sobre la pared. Dado que la distribuci6n de
velocidades medias debe verificar la ecuacion de continuidad, el modelo propuesto para la
distribucion de tensiones de corte termina definiendo al comportamiento de las oscilaciones de
presion.

Sin embargo, como las fluctuaciones de las tensiones de corte resultan a su vez influidas por la
configuracion e intensidades de los trenes de ondas de presion, las ecuaciones diferenciales para la
determinacion de los perfiles de velocidades deben resolverse conjuntamente con las
correspondientes al equilibrio de fuerzas (conservacion de cantidad de movimiento axial) para un
diferencial de volumen de fluido integramente contenido dentro de la tuberia, d'v = 7tR"dz, verificando
en cada paso que la presion de "entrada" para el calculo de las tensiones de corte sobre la pared y de
las velocidades medias, sea la misma que pone en equilibrio al elemento de volumen antes
mencionado, cuando en el mismo se incluyen ahora los valores "corregidos' de las tensiones de corte
y de las velocidades medias, obtenidos a partir de la resolucion de la ecuacion diferencial (20).
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