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RESUMEN

Este trabajo presenta los algoritmos mas utilizados en la literatura para integrar ecuaciones constitutivas
elastopldsticos con efectos de grandes deformaciones. En el mismo se presentan los modelos elastoplasticos
basados en dos conceptos diferentes de elasticidad: hiperelasticidad e hipoelasticidad, que en la bibliografia
han dado a lugar, quizd confusamente, a dos grandes grupos de modelos elastopldsticos: los cldsicos, denom-
inados hipoelasticos, y otros mas modernos llamados hiperelasticos. En el trabajo se presentan las bases
tedricas, y se discuten los algoritmos numéricos mas utilizados en la practica computacional.

ABSTRACT

In this work the more widely numerical schemes used in order to integrate the large strain elastoplastic
problemas are presented. In the paper two type of models based are described. These ones are based on two
different ideas of elasticity: hyperclasticity and hypoclasticity, and from these concepts in the literature two
kind of models are usually discussed: The classical ones, named hypoelastic models, and the more recent
ones called hyperelastic. In the paper the theoretical basis as well as the corresponding numerical algorithms
are discussed.

INTRODUCCION

Este trabajo presenta un panorama acerca de los algoritmos utilizados habitualmente en la solucién de los
problemas elastopldsticos con grandes deformaciones.

En la prictica computacional pueden distinguirse dos tipos de modelos elastopldsticos con grandes deforma-
ciones: Los cldsicos que calculan la respuesta eldstica basados en la idea de hipoelasticidad [1], y otros mis
modernos para los cuales las tensiones se obtienen a partir de un potencial hipereldstico [2-4]. En lo que
sigue del resumen se los denomina simplemente modelos hipoeldsticos e hipereldsticos respectivamente,
aunque debe tenerse en cuenta que se esta hablando de ecuaciones constitutivas capaces de tratar problemas
de plasticidad con grandes deformaciones.

Los modelos hipoeldsticos, ampliamente utilizados en la prictica computacional, calculan las tensiones en
la configuracién deformada mediante la integracién de una ecuacién constitutiva que relaciona una derivada
objetiva del tensor de tensiones de Cauchy con el tensor velocidad de deformacién. Como es posible utilizar
distintas derivadas objetivas, en la practica se han propuesto diferentes variantes que a su vez conducen a
equemas numeéricos distintos.

La mayor dificultad asociada a esta clase de algoritmos es la necesidad de integrar la ecnacién constitutiva
en presencia de cambios en la geometria, y por ello se deben satisfacer el Principio de Objetividad asi como

su contraparte numérica denominada Ohjetividad Incremental.

Por sn parte los modelos basados en la idea de hiperelasticidad son muy sencillos en lo que se refiere a
la respuesta eldstica ya que las tensiones totales se calculan a partir de deformaciones totales mediante la
evaluacidn de una expresion analitica. La dificultad en este caso surge de la necesidad de acoplar un modelo
eldstico secante con una ley constitutiva plastica que se basa en tasas o derivadas objetivas de los tensores

de deformacién.
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i’n los dltimos afios se han realizado avances tedricos y numéricos considerables, y hoy puede establecerse un
‘ontexto de trabajo que engloba a los dos tipos de modelos mencionados. Este trabajo resume y compara
os algoritmos mds representativos, y sugiere ventajas de unos y otros con vista a su empleo en codigos
xplicitos e implicitos.

“ede adelantarse que, en general, la respuesta obtenida mediante los dos caminos es paracticamente la
risma, y la discusién se resume a las ventajas computacionales: tiempo de miquina, almacenamiento nece-
irio, etc, asi como a los aspectos tedricos: verificacién de la nocién cldsica, en el sentido de la termodinamica,
-2 la elasticidad, cumplimiento de la objetividad y de la objetividad incremental, etc. ’

MODELOS HIPOELASTICOS

Este tipo de modelo, que a continuacién se denominaran Hipoeldsticos, se basan las siguientes hipétesis:

G=Cd (1)

d=d° + d° (2)
i

" = Az (3)

mde & es una derivada objetiva del tensor de tensiones de Cauchy, d , d° and d” denotan el tensor
locidad de deformacién y sus componentes eldstica y plastica respectivamente. El tensor Constitutivo de
1arto orden C' se adopta, en este contexto, constante e igual al de la elasticidad inifinitesimal:-

Cijer = Moij 8.t + p (i b0 + 84 831 ) (4)

i la configuracion deformada la derivada material del tensor de tensiones de Cauchy &, no se transforma
mo un tensor en presencia de movimientos de sélido rigido. Luego debe utilizarse una derivada objetiva
i tensor de tensiones de Cauchy en la ecuacidn constitutiva. Este tipo de derivadas, conocidos como stress
-tes, se escriben en funcién de un tensor de transformacién genérico % segin:

0=0—%x0+0x (5)

donde el término o tiene en cuenta la derivada material y los términos de transporte o +ox, deben incluirse
on el fin de satisfacer el Principio de Objetividad [3].

1 Principio de Objetividad se satisface clasicamente imponiendo invariancia frente a rotaciones y de este

vho proviene el nombre de derivadas corrotacionales. Luego parece natural emplear el tensor velocidad
rotacion w [5] o el tensor rotacién R para modelar los términos de transporte. El tensor rotacion R se
rula a partir de la descomposicién polar del tensor gradiente de la deformaciéon F = RU = VR [s],
ide U and V indican los tensores de estiramiento derecho e izquierdo respectivamente.

v otra parte, los términos de transporte también pueden escribirse en funcién del tensor gradiente de la
acidad I = Vv, En este caso se satisface Objetividad en un sentido mucho mas fuerte, conocido como
ariancia espacial [6).

derivadas objetivas empleadas con mds frecuencia en Mecdnica Computacional son las derivadas de

A . \ 0 . . PR
mmaun o [7], la derivada de Truesdell ¢ [8], o la derivada de Green-Naghdi & [9], que se definen
wectivamente como:

;:6—wa+a'w (6)
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3’:&—la+al+frla (7
6=6-wo+ow=rurl (8)
dondew = #rTy % = rTégr se conoce como el tensor de tensiones no rotado.

El lector debe observar que si el tensor constitutivo € se mantiene constante en la ec. (1), las derivadas
definidas en las ecuaciones (6-8) caracterizan, en general, materiales diferentes [10]). La respuesta constitutiva
puede ajustarse con el fin de unificar los resultados, y con este propésito el tensor de cuarto orden tiene
que modificarse convenientemente, para lo cual se agregan términos que dependen de las tensiones [10].
Para problemas eldsticos, en los cuales las tensiones no estan acotadas, los términos de correccién resultan
importantes, pero en el caso elastopldstico las diferencias pueden despreciarse porque las tensiones deben
pertenecer al convexo eldstico, que en los casos usuales es de magnitud mucho m4s pequefia que las constantes
del material.

Es interesante destacar que la ley constitutiva definida por las ecuaciones (1-3), parten de una idea teérica
muy sencilla poseen formato muy sencillo. Sin embargo, en la prictica, no existe un tratamjento unificado
del problema debido al gran nimero de derivadas objetivas que pueden utilizarse, como ha sido claramente
senalado por Belytschko [11].

Desde el punto de vista fisico e| inconveniente mas importante de este tipo de modelos es que disipan energia
en regimen eldstico, y una discusién profunda acerca del tema, que excede a este trabajo, puede consuitarse
en Simo and Pister [12].

Implementacién Numerica de los modelos hipoeldsticos

En esta seccién se discuten los esquemas numéricos empleados con el fin de integrar las derivadas objetivas
definidas por las ecuaciones (6-8). La derivada material del tensor de tensiones de Cauchy & se expresa de
en forma discreta mediante la siguiente ecuacién en diferencias:

n+la.__ Ly, 3
At

{9)

que se integra utilizando un esquema de Euler explicito. La derivada material & se expresa en funcién de
una cualquiera de las derivadas objetivas &, y teniendo en cuenta la ecuacién (5) resulta:

g = g 4 At( o~ x0 4 ax) (10)

que se reescribe a partir de la ecuacién constitutiva como:

e =g +Ar(Cd"—1ra—a1r) (13)

Es importante destacar que el tensor d° es desconocido al comienzo de cada intervalo de tiempo, y por ello
e supone: d° = d (predictor eldstico), y si el criterio de fluencia no se satisface las tensiones se corrigen a
ontinuacion en el denominado (corrector plistico), mediante un algoritmo adecuado.

Il punto clave para integrar fa ec. (13) se basa en el esquema numérico utilizado para calcular el predictor
dastico. La derivada objetiva del tensor de tensiones que se utiliza esta relacionada con la cinemdtica
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mediante la ecuacién constitutiva, y lo mismo sucede con el esquema numérico. Posiblemente el punto
mas complejo es el tratamiento numérico de la cinemdtica, y el objetivo de un buen algoritmo es calcular
apropiadamente el tensor velocidad de deformacién d, y el tensor x.

Cualquier esquema numérico puede utilizarse en presencia de pequefias deformaciones, sin embargo en pres-
encia de grandes deformaciones el calculo se complica porque se debe satisfacer el Principio de Objetividad
en un sentido incremental o discreto, Hughes y Winget [13], requisito también conocido como Objetividad
Incremental. Luego el incremento de tensiones At C d, y consecuentemente los tensores d y n deben

calcularse en la configuracién intemedia * ntiQ [14,15].

Por razones de exactitud es deseable que tanto la matriz B asi como las tensiones o se calculen al final del
intervalo t"*1. Sin embargo, por razones de Objetividad, el trabajo numérico se realiza en la configuracién
intermedia "*5Q. En la practica algunos algoritmos transforman las tensiones a la configuracién final "+,
mientras otros omiten este punto con el propédsito de ahorrar operaciones, con lo que se introduce otra fuente
potencial de dificultades.

En resumen, es necesario calcular el incremento de tensiones, los términos de transporte, actualizar las
tensiones, y comprobar si se satisface el criterio de fluencia f, antes de poder calcular las fuerzas internas
p- Mientras estas operaciones resultan comunes a todos los algoritmos, en la prdctica computacional se
implementan de formas muy diferentes. De esta manera, en la literatura pueden reconocerse varios esque-
mas numéricos diferentes que se discuten en los Cuadros 2 to 5. En los mismos se tratan los algoritmos
correspondientes a las derivadas objetivas de Jaummann indicada mediante JI, una versién simplificada de
la misma denotada mendiante JII, la derivada de Green-Naghdi, denominada GN, y la derivada de Truesdell
indicada mediante T.

Derivada de Jaummann

La derivada de Jaumann & definida mediante la ec. (8), esindudablemente la derivada objetiva mas conocida,
y es una de las mds empleadas en el contexto de los hidrocédigos [11,14,16].

La implementacién numérica que se discute a continuacién se debe a Benson [14], y se basa en calcular
los tensores velocidad de deformacién y velocidad de rotacién, asi como el incremento de tensiones en la
configuracién intermedia "*’%Q, El criterio de fluencia también se verifica en dicha configuracién, y el tensor
de tensiones resultante se transforma finalmente a la configuracié deformada, estas operaciones se resumen
en el cuadro 2.

Los términos de transporte, ver ec. (7), se representan mediante el tensor velocidad de deformacién w,
luego el algoritmo es objectivo solo en un sentido infinitesimal. Otro problema, ampliamente tratado en la
literatura (ver Benson [14] y las referencias alli citadas), resulta el hecho que esta derivada cuando existe
endurecimiento cinemdtico muestra un comportamiento oscilatorio en presencia de grandes deformaciones
de corte.

Mds alld de estos incovenientes esta derivada es muy simple para programar, econdmica, y en la practica el
principio de objetividad se satisface porque los incrementos de tiempo son muy pequefios. Por estas razones
es una de las mas utilizadas en los cédigos explicitos.

Los pasos predictor y corrector, en el sentido de los trabajos de Simo y Ortiz [2] y Simo and Hughes [17], en
este caso no se identifican claramente porque los efectos plisticos no se pueden desacoplar de los cambios
geométricos. El criterio de fluencia se verifica en la configuracién intermedia y el tensor de tensiones se
transporta lnego hacia la configuracién deformada ™Q, con lo que no se puede garantizar consistencia al
final del intervalo.

Fsta configuracion no debe confundirse con la nocion de configiracién intermedia ‘29, empleada en los
modelos elastoplisticos con grandes deformaciones basados en la hiperelasticidad
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i - 1 R L }
Para un intervalo de tiempo ", calcular "+3w y realizar las siguientes operaciones:
. . . 1

1 Transformar las tensiones medio paso desde " hasta "+3Q:

1 1
o=t - Alw e+~ Al"ow
2 2
it Calcular el incremento de tensiones Ag:
Ao = AL C: "tid

ill Actualizar las tensiones:
L Lo«
n+ i UTR = Ao + "+20

v Verificar el criterio de fluencia "+3 fTR y corregir las tensione si fuese necesario:

n+§fTR = n+§fTR(n+§UTR’n+§qTR) <0

v Transformar el medio paso restante desde "+3Q hasta "+10):

L

1

g o ntig ——% At wtig + §At "o w

Cuadro 2: Algoritmo JI: Integracion de la derivada de Jaummann en dos pasos [14]

Con el fin de ahorrar operaciones en la préctica se utiliza una versién simplificada de este esquema, llamada

JII. Este algoritmo que calcula las tensiones en la configuracién intermedia y omite la transformacién desde
1

"+2Q hasta "*1Q, se detalla en el Cuadro 3, siguiendo a Belytschko [11].

Para un intervalo de tiempo dado "*+%¢, calcular w en "+iQ y realizar las siguientes operaciones:
. . 1
1 Transformar el tensor de tensonies desde " hasta "+3Q:

"l ="g - Alw'e + At"o w
ii Calcular el incremento de tnsiones Ao y actualizar las tensiones predictoras:
Ao = ALC: "Hid

s L.
"tigTR =gt 4 A

it Verificar el criterio de fluencia "+1 7R y corregir las tensiones si corresponde:

[ n+lfTR _n+1fTR(n+10,TR’n+%qTR) < 0

Cuadro 3: Algoritmo JII: Integracién de la derivada de Jaummann en un paso [11]

Este algoritmo comparte con el JI los inconvenientes antes sefialados, pero es muy econémico, simple y muy
sencillo para programar en la prictica. En este caso pueden reconocerse un predictor elastico (pasos i e ii,
en el Cuadro 3), y un corrector plistico {paso iii).

Derivada de Green-Naghdi

Con el fin de remediar las oscilaciones de las tensiones cuando se emplea la derivada de Jaummann en
presencia de endurecimiento cinemdtico, se suele empelar {recuentemente la derivada de Green-Naghdi. Este
algoritmo ha sido utilizado en cédigos implicitos como NIKE2D (18], en el cédigo explicito PRONTO-2D
(19]. ¥ en el programa DYNA2D) [20] para el caso de endurecimiento cinematico. El algoritmo denominado
GN se resume en el Cluadro 4.
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1 — . T :
Calcula "z,"*1z, and "* 2z, los tensores de rotacién correspondientes "R, "I R, y *+! R,y realiza las
siguientes transformaciones:

i Transporta las tensiones "o a la configuracién no rotada "+#Qv:

n+§2:nRT " "R

. . ., L L .
il Transporta el tensor velocidad de deformacién desde "*t2() hasta "+7Q%, calcula el incremento de
tensiones AX y actualiza el tensor de tensiones:

ntige = ntiRT ntdgntip AR = A1 MY dF
mHIRTR Z g 4 AR
i1l Verifica el criterio de fluencia »+! fTR y i es necesario corrije las tensiones:
n+LFTR _ ntl TR+IRTR ntl TR) <

. . .. L ..
iv Transporta las tensiones "+3 TR desde la configuracién no rotada "*zQ% hasta la configuracién

final*+1Q: .
ntly — 11+1R n+iy n+1RT

Cuadro 4: Algoritmo GN. Integracién de la derivada de Green-Naghdi [18]

(‘omo puede verse el algoritmo GN transforma los diferentes tensores desde una configuracion a otra mediante
ensores ortogonales. De esta manera puede tener en cuenta rotaciones finitas. Esta caracteristica representa
‘na gran ventaja respecto a los algoritmos JI y JII que tienen en cuenta la transformacién geométrica
nediante los términos de transporte.

I inconveniente de este esquema es el costo, ya que deben calcularse tres descomposiciones polares, que si
ien son relativamente sencillas en 2D, resultan muy costosas en problemas 3D [14] y por esta razén se han
sropuesto otras técnicas para calcular tensor R.

“inalmente cabe comentar que pueden distinguirse dos pasos en el algoritmo, y que no es facil desacoplar las
‘ansformaciones geométricas del tratamiento de la plasticidad, con lo que no resulta evidente la distincién
- los problemas predictor y corrector en el sentido discutido en este trabajo.

Derivada de Truesdell

'n esquema numérico basado en la derivada de Truesdell ha sido propuesto por Pinsky et al. [10,21], y
¢ bien lo han denominado como la expresién en tasas del problema hipereldstico, también puede utilzarse
wra definir un material hipoeldstico.

ste esquema se basa un algoritmo del tipo predictor-corrector, y en su deduccién se emplea un tensor
'stitutivo espacial C' constante. Mientras que la evaluacion del predicor implica cambios en la geometria,
roblema corrector tiene lugar al final del intervalo en la configuracién deformada 1.

i squema numérico que surge es implicito, incrementalmente objetivo, y con la condicién que el tensor
wstitutivo € permanezca constante se obtiene una expresién cerrada. Las transformaciones tensoriales
itre las distintas configuraciones se escriben en funcién del tensor gradiente de la deformacién incremental

= ‘:—:,‘fj y resulta necesario calcular dos operaciones push-forward ¢. [6]. Este algoritmo, denotado aqui
wediante T se muestra en el (‘uadro 5.

< importante destacar que si estan presentes los términos correctivos discutidos en la formulacién tedrica
F miadelo, el tensor € ya no es constante, y debe emplearse un esquema iterativo para calcuiar el predictor

wtico [31]

requerimiento de objetividad que este algoritino satisface en un sentido mds exigente que el clisico
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conocido como invariancia espacial [6]. En la prictica, sin embargo esta propiedad simplifica el trabajo
numérico ya que se evita totalmente el cilculo de la descomposicién polar.

> . P 1
Calcular las coordenadas "tz y el tensor gradiente de la deformacién incremental “fy"tIf. Luego
realizar las siguientes operaciones:

i Transportar las tensiones "o a la coufiguracién final "+1():

n+1o,-:nf7'na_nf

. sa . L . .. 1 .
it En la configuracién intermedia "+$Q calcular el tensor velocidad de deformacién "*4d y el incremento

de tensiones Ag:
Ag = At C "4

{ii Transportar el incremento de tensiones A a la configuracién final "+1Q:

Ag” =m+ifT Ag ntiy

v Calcular el predictor del tensor de tensiones "+!gTR.
p

n-Ha_TR — n+la~ + Ac*
v Verificar el criterio de fluencia "+ fTR y proceder con el corrector plastico si corresponde:

n+1fTR - "+1fTR(”+IO'TR,n+quR) <0

Cuadro 5: algeritmo T: Integracién de la derivada de Truesdell [9,21].

Discusién de los esquemas basados en hipoelasticidad

Se han discutido cuatro algoritmos, desde el punto de vista del costo computacional los més econémicos
reultan el JII, el JI, el T y el GN en ese orden.

En el caso de los cédigos explicitos, dejando de lado efectos de contacto, todo el costo del proceso se debe
al cdlculo de las fuerzas internas. Como ademas los incrementos de tiempo son muy pequeiios, los esquemas
basados en la derivada de Jaummann brindan muy buenos resultados, y por esta razén son muy empleados

en la practica, excepto en el caso de endurecimiento cinemdtico para el que se suele emplear el GN, mientras
que el T ha sido experimentado mucho menos.

En el caso de cédigos implicitos se emplean grandes incrementos de carga, y consecuentemente se vuelve
importante satisfacer rigurosamente los requisitos de Objetividad y Objetividad Incremental. El costo
adicional que ello implica se compensa largamente porque el esfuerzo necesario para integrar la ecuacién
constitutiva es en este caso relativamente bajo frente al costo total. Aunque el algoritmo T es mucho mas
econémicos que el GN, en la practica se ha empleado casi exclusivamente el algoritino GN, mienmtras que
el T esta mucho menos difundido en la practica.

Desde el punto de vista de Objetividad los esquemas GN y T son preferibles frente a los basados en la
derivada de Jaummann, con las salvedades expresadas en los parrafos anteriores.

MODELOS HIPERELASTICOS

Los modelos basados en el cilculo de la respuesta eldstica a partir de un potencial hipercldstico se han
estudiado a menndo en la literatura a partir del trabajo de Lee [22] y otros autores. Una resefia completa
acerca del estado del arte puede encontrarse en la Tesis doctoral del autor [23], v en las referencias alli

citadas.

Este tipo de modelos han comenzado a ntilizarse en la practica lnego de los trabajos de Simo [3.1]. En la
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practica estos modelos resultan atractivos cuando se utilizan arquitecturas implicitas, ya que mediante el
célculo del denominado operador tangente algoritmico se obtiene una excelente velocidad de convergencia,
aun en presencia de grandes incrementos de carga.

Este tipo de modelos evita completamente la integracion de ecuaciones constitutivas en tasas. De esta manera
el principio de Objetividad se satisface de manera trivial con lo que se ahoran importantes operaciones a nivel
de punto de Gauss y es esta caracteristica la que los torna atractivos para su empleo en cédigos explicitos.
En este 1iltimo caso en la literatura practicamente no existen referencias, como surge del Trabajo de Benson
[14]. El autor ha experimentado con exito el empleo de esta clase de modelos en cédigos explicitos [24,25],
y recientemente Ortiz y colaboradores han realizado experiencias similares [26].

Un algoritmo de este tipo debido al autor [23] se discute brevemente a continuacién, aunque debe destacarse
que cabe mencionar que a los fines de este trabajo podria utilizarse cualquier otro modelo de este tipo.

Bases Tedricas

Este modelo, escrito en el contexto de las ideas de Simo y Ortiz [2-4], se basa en la bien conocida nocién
de la descomposicion multiplicativa del Tensor gradiente de la deformacién F = F°¢F? [22]. Los efectos
de plasticidad se tienen en cuenta mediante la teoria de variables internas [27], y el modelo es totalmente
consistente con la termodindmica de los sélidos irreversibles. La formulacién detallada de la teoria puede
cousultarse en la Tesis del autor [23]. ’

La formulacién del modelo se lleva a cabo en laconfiguracién intermedia, sin embargo a los fines del presente
trabajo es suficiente partir de las ecuaciones que describen el modelo en la configuracién deformada, las
cuales se listan en el Cuadro 6.

e=e€ +¢ef
a:pawe(ee,be—l)
Jes
520 f<0 4f=0
. dg
PP =o:d?P +p:aa>0

Cuadro 6 Modelo Hiperelastico en la configuracién deformada 'Q

donde e , €° y €” indican al tensor de deformacién de Almansi y sus componentes elastica y plastica respec-
tivamente. El tensor eldstico de Finger se indica mediante b°7!, f representa al criterio de fluencia y v es
el multiplicador plastico. La regla de flujo se define de la misma forma que en los modelos hipoeldsticos
(ver ec. 6). La disipacién pldstica se indica mediante D? y a representa a las variables internas y p son las
fuerzas termodinamicas conjugadas a las variables internas.

Para el caso de metales las deformaciones eldsticas son muy pequeiias, luego el tensor F* tiende a la identidad
vy el tensor and 6~ 1 al tensor métrico espacial g, consecuentemente en el Cuadro 6 no resulta necesario incluir
al tensor b°~'. Por la misma razén es posible escribir la componente elastica de la energia libre como sigue:

P = l .l/\ trie")? + p (e :ef)] (14)
P2

en funcion del tensor eldstico de Alimansi €€ y las constantes del material A y p. Fste modelo ha sido utilizado
previamente por el autor y coautores [23] como una alternativa a los modelos neohookeanos propuestos por
otros antores. [2-1].
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Los efectos de la plasticidad se tienen en cuenta mediante una regla de flujo asociada. La funcién de fluencia
es el bien conocido criterio de Von Mises o J2. En este caso solo se tiene en cuenta endurecimiento isétropo
lineal o no lineal, que se formula en funcién de la deformacién plastica efectiva éP:

Y = §P(eP) (13)

Implementacién Numérica

En esta seccién se resena el algoritmo para integrar el modelo hipereldstico. Las tensiones se integran
utilizando un esquema del tipo predictor-corrector {17].

Estos pasos estan completamente desacoplados ya que primero se tienen en cuenta los cambios geométricos
para calcular las tensiones predictoras, y luego tiene lugar la correccién plastica para la geometria fija.

El punto clave en que se basa este algoritmo es que no necesita integrar ninguna ecuacién en tasas, evitando
de esta manera las dificultades numéricas discutidas previamente para el caso de los modelos hipoeldsticos.
Esta ventaja se basa en el hecho que en esta clase de ecuaciones constitutivas se relacionan tensiones totales

con deformaciones totales.

En este caso el tensor eldstico de Finger juega el papel de una variable interna. Para el problema predictor
el tensor eldstico de Finger resulta [23]:

t+atpe—1(trial) _ £-T  tpe-1 g1 (16)

donde ! es la inversa del tensor del gradiente de la deformacién incremental escrito en funcién de las
coordenadas actuales y de los desplazamientos incrementales como: f~! = I — Vu, con Vu = E,,—f}q.

El problema corrector se calcula utilizando un esquema de Euler hacia atras y la expresién final del tensor
eldstico de Finger resulta [23]:

tHatpe=1 _ thArpe-i{tia) |, 4 tHaty (17)

El término 2y *4in se calcula mediante el algoritmo de retorno radial. El vector n es la normal a la
superficie de fluencia y 4 es el multiplicador plastico. Finalmente las tensiones o se obtienen a partir del
tensor eldstico de Almansi (+8%e® = f(t+atg — t+A8pe-1) due se calcula en funcidn del tensor eldstico de
Finger.

Cabe comentar que los requerimientos de memoria son similares a los de un cédigo hipereldstico, y que no
es necesario calcular explicitamente la descoposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién,
con lo que se ahorran importantes operaciones a nivel de punto de Gauss.

Este tipo de modelo se reformulaban originalmente en funcién de la derivada de objetiva de Jaummann
[22], con lo que se perdian muchas de las ventajas potenciales de esta clase de modelos. Luego de las
contribuciones de Simo y Qrtiz [2-4], se han comenzado a utilizar cada vez mas frecuentemente en 1a practica
computacional algoritmos que calculan la respuesta eldstica en base a leyes secantes, evitando de esta manera
las generalmente costosa integracion de las derivadas objetivas.

Este tipo de esquema, ha sido propuesto para su empleo en codigos implicitos, y en la prdctica brindan
excelentes resultados en conjuncién con los denominados tensores tangentes algoritmicos. Pese a estas ven-
tajas la gran mayoria de los cédigos comerciales que poseen leyes constitutivas capaces de tratar el problema
elastopldstico con grandes delormaciones. continuan utilizando modelos hipoeldsticos, generalmente basados
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2n la derivada de GN. Al respecto es importante destacar que el algoritmo H es mucho més econémico que
e GN.

Como se ha sefialado antes en existe muy poca experiencia en la practica acerca del uso de este tipo de
modelos en cédigos explicitos. El autor y coautores han investigado su empleao en este tipo de programas [23-
25], y han resuelto exitosamente problemas de conformado de metales [28,29]. Ademds pueden mencionarse
la ya citada contribucién de Ortiz et al [26].

Dados los desplazamientos "*'u y las variables internas "b"l, y "a almacenadas en la base de datos del—l
cédigo para un instante ™ ¢:

i Actualizar la geometria y calcular el tensor f:
ii Actualizar el tensor eldstico de Finger:

n+1be—1TR - f_T nge—1 f—l

iii Calcular el tensor eldstico de Almansi y las tensiones de Cauchy:

ntlge—! . on4l_ a'/’("“‘:e)
R T

n+lee - l( n+ly _
2
v Verificar el criterio de fluencia y calcular el corrector plastico si corresponde:
f(n+lﬂ n+lq) <0
v Corregir el tensor eldstico de Finger mediante el empleo del algortimo de retorno radial.

nlge=l _ n+1be—lTR + 2 A"+,

vi Corregir las deformaciones elasticas de Almansi, las tesniones de Cauchy y almacenarlas en la base
de datos.

Cuadro 7: Algoritmo H: esquema numérico del modelo hipereldstico [23].

CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado distintos algoritmos numéricos utilizados en la literatura con el propésito
de integrar la ecuacién constitutiva de problemas elastopldsticos con grandes deformaciones.

I.a discusidén se ha enfocado hacia el cilculo de las fuerzas internas, y por ello se han presentado las derivadas
bjetivas del tensor de tensiones de Cauchy, asi como los algoritmos correspondientes. Estos esquemas se
tan comparado entre si, y también con el resultante del modelo hipereldstico analizado.

esde el punto de vista del esfuerzo computacional los algoritmos J1y JII son los més eficientes, seguidos por
« esquema hiperelastico, el Algoritmo T y el algoritmo GN. Es importante destacar que el algoritmo H es

~As costoso computacionalmente que los JI y JII, pero es mas riguroso tanto dsde el punto de vista teérico
‘mo numérico, debido al hecho conocido que los modelos hipoeldsticos pueden disipar energia en regimen
distico, y ademds porque el algoritmo H satisface exactamente Objetividad, mientras que los esquemas
wsados en la derivada de Jaummann solo lo cumplen en un sentido instantaneo.

n términos generales puede decirse que si el algoritmo se debe emplear en un cédigo implicito, los postulados
* la Mecdnica de medios continuos deben satisfacerse escrupulosamente. Las operaciones adicionales que
in requiere no pesan demasiado en el costo final del proceso dado que el tiempo de proceso esta gobernado
i el costo de resolver el sistema de ecuaciones lincales, v la tendencia actual es resolver la menor cantidad
< intervalos del mayor tamaio posible. Si en cambio el algoritmo se debe implementar en un codigo
plicito, los incrementos de tiempo son muy pequefios por razones de estabilidad, y en la practica no se
tecta la influencia de ciertas simplificaciones usuales.
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Los comentarios anteriores conducen a sugerir que se empleen algoritmos que satisfagan rigurosamente
Objetividad cuando se utilizan cédigos implicitos. En este caso claramente el mds ventajoso es el algoritmo
H. que evita integrara derivadas objetivas, satisface rigurosamente Objetividad y es mas econémico que el
esquema T, y mucho mds sencillo y econémico que el GN, que es el mas empleado en la practica.

En cambio en presencia de cédigos explicitos los esquemas mds econémicos resultan el JIy el JII, y funcionan
bien en la prictica. En este caso la eleccién de este tipo de esquemas frente al algortimo H, resulta un
compromiso entre el costo computacional y la exactitud teérica ¥y numérica.
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