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ALGORITMOS NUMERICOS PARA INTEGRAR EL PROBLEMA
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Centro Fniversitario, Parque Gral. San Martin, 5.500, Mendoza, Argentina

Este trabajo presenta Ios algoritmos mas utilizados en la literatura para integrar ecuaciones constitutivas
elastoplasticos con efectos de grandes deformaciones. En el mismo se presentan los modelos elastoplasticos
basados en dos conceptos diferentes de elasticidad: hiperelasticidad e hipoelasticidad, que en la bibliografia
han dado a lugar, quiza confusamente, ados grandes grupos de modelos elastoplasticos: los clasicos, den om-
inados hipoelasticos, y otros mas modernos lIamados hiperelasticos. En el trabajo se present an Ias bases
teoricas, y se discuten los aJgoritmos numericos mas utilizados en la practica computacional.

In this work the more widely numerical schemes uspd in order to integrate the large strain elastoplastic
problemas are presented. In the paper two type of models based are described. These ones are ba~ed on two
different ideas of elasticity: hyperclasticity and hypoclasticity, and from thesp concepts in the literaturp two
kind of models are usually discussed: Thp classical ones, named hypoplastic models, and the morp recpnt
onps called hyperelastic. In the paper the theoretical basis as well as the corrpsponding numerical algorithms
arp discussed.

Este trabajo presenta un panorama acerca de los algoritmos utilizados habitualmente en la solucion de los
problemas elastoplasticos con gran des deformariones.

En la practica computacional puedpn distinguirse dos tipos de modelos elastoplast.icos con grandes deforma-
ciones: Los clasicos que cakulan la respuesta elastica basados pn la idea de hipoelasticidad [1], y ot.ros mas
modprnos para los cualps las tensiones se obtienen a partir de un potencial hiperelastico [2-4]. En 10 que
sigue del resumen se los denomina simplemente modelos hipoelasticos e hiperetasticos respectivampnte,
aunque debe tenerse pn cuenta que SP psta hablando dp ecuaciones constitutivas capacps dp tratar problemas
de plasticidad con grandes deformacionps.

Los modplos hipoplasticos, ampliamente utilizados en la pra.rtica computacional, cakulan las tensiones en
la configuracion deformada mediante la integracion de una ecuacion constitutiva que relaciona una dprivada
objetiva del tensor de tensiones de Cauchy con el tensor velocidad de deformarion. Como eS posible utilizar
distintas derivadas objetivas, en Ia practica se han propuesto diferentes variantes que a su vez conducen a
equemas numericos distintos.

La mayor dificultad asociada a esta clase de algoritmos es la necpsidad de integrar la ecuacion constitlltivil
en presencia de cambios pn la geonwtria, y par plio 51' deben satisfacer el Principia de Objptividad asi COl'10

su rontrapart{' num6rica d{'nominada Ohjdividad Incremental.

Por 51l parte los mod"los basados en Ia idpil de hiperelasticidad son muy spncillos en 10 qUl' Sf' refierp a
Ia respllPsta elastica ya que la' tem;ioltes totale, se calcnlan a partir de deformaciones totales mediante la
pvaillacion dp una pxprpsion analftica. La dificult.ad Pit este caso surge de la npcpsidad de acoplar un IlIod,'lo
elastico Sl'cantl' con una Ipy constitutiva plastica qnp se basa en tasas 0 derivadas objetivas tip los tensores
de (krormaci6n.



;:n los ultimos an as se han realizado avances teoricos y num";ricos considerables, y hay puede establecerse un
'ontexto de trabajo que engloba a los dos tipos de modelos mencionados. Este trabajo resnme y compara
us algoritmos mas representativos, y sugiere ventajas de tlllOS y otros con vista a su empleo en codigos
'xplicitos 0' implicitos.

'uede adelantarse que, en general, la respuesta obtenida mediante los dos caminos es paracticamente la
"oma, y la discusion se resume alas ventajas computacionales: tiempo de maquina, almacenamiento nece-
',rio, etc, asf como a los aspectos teoricos: verificacion de la no cion clasica, en 1'1 senti do de la termodinamica,

, e la elasticidad, cumplimiento de la objetividad y de la objetividad incremental, etc.

>Ilde if es una derivada objetiva del tensor de tensiones de Cauchy, d , de and tIP denotan 1'1 tensor
·locidad de deformacion y sus componentes elastica y plastica respectivamente. EI tensor Constitutivo de
larto orden C se adopt a, en este contexto, constante I' igual al de la elasticidad inifinitesimal:

; la configuracion deformada la derivada material del tensor de tensiones de Cauchy if, no se transforma
cuo un tensor en presencia de movimientos de solido rigido. Luego debe utilizarse una derivada objetiva
I tensor de tensiones de Cauchy en la ecuacion constitutiva. Este tipo de derivadas, conocidos como _.tress
tes, se escriben en funcion de un tensor de transformacion gen";rico lr segun:

donde 0'1 termino iT tiene en cuenta la derivada material y los terminos de transporte lrO'+O'lr, deben induirse
.,,, 1'1fin de satisfacer 1'1Principio de Objetividad [.'i].

Principio de Objetividad se satisface dasicamente imponiendo invariancia frente a rotaciones y de este
"'ho proviene el nombre de derivadas corrotacionaleB. Luego parece natural em pleaI' 1'1tensor velocidad

rotacion w [.5J0 1'1tensor rotacion R para modelar los terminos de transporte. EI tensor rotacion R So'

'uta a partir de la descomposicion polar del tensor gradiente de la deforrnacion F = RU = V R [5],
,de U and V indican los tensores de estiramiento derecho I' izquierdo respectivament.e .

.)t.ra part.e, los t.erminos de transporte tambien pueden escribirse en funeion del tensor gradiente de la
lCidad I = V'x'" En este caso se satisfaee Objetividad en un sentido mucho mas fuerte, conorido como
'lI'iane!a fsparial [6].

df'rivadas ohjet.ivaB empll'adas ran mas fr<'ruenria pn :vt<'canira Cornputacional son laB dprivadas de
mlllallil ~ [I], la dprivada de Truesdell ~ [.~], [) la d"rivada de GrN'll-l'iaghdi iT [a], que Be d"finell
If\ct.ivarnpnte como:



El lector debe observar que si el tensor constitutivo C 51' mantiene constante en la ec. (1), las derivadas
definidas en las ecuaciones (6-8) caracterizan, en general, materiales diferentes [IOJ. La respuesta constitutiva
puede ajustarse con 1'1fin de unificar 105 resultados, y con este proposito el tensor de cuarto orden tiene
que modificarse convenientemente, para 10 cual se agregan terminos que dependen de las tensiones [10].
Para problemas elasticos, en 105 cuales las tensiones no estan acotadas, 105 terminos de correccion resultan
importantes, pero en 1'1caso elastopl;istiro las diferencias pueden despreciarse porque las tensiones deben
pertenecer al convexo elastico, que en 105casos usuales es de magnitud mucho mas pequeiia que las constantes
del material.

Es interesante destacar que la ley constitutiva definida par las ecuaciones (1-3), parten de una idea teorica
muy sencilla poseen formato muy sencillo. Sin embargo, en la practica, no existe un tratamiento unilicado
del problema debido al gran Illimero de derivadas objetivas que pueden utilizarse, como ha sido c1aramente
seiialado por Belytschko [11].

Desde 1'1punto de vista ffsico 1'1inconveniente ma.s importante de este tipo de modelos es qu" disipan energfa
en regimen elastico, y una discusion profunda ace rea dd tema, qne "Xcede a este trabajo, puede consultarse
en Simo and Pister [12J.

En esta seccion se discuten 105esquemas numericos empleados con el fin de integrar las derivadas objetivas
definidas por las ecuaciones (6-8). La derivada material del tensor de tensiones de Cauchy iT 51'expresa de
en forma discreta mediante la siguiente ecuacion en diferencias:

n+lq._ nO'
u= -----t:>.t

que 51' integra utilizando un esquema de Euler explfcito. La derivada material iT se expresa en funcion de
una cualquiera de las derivadas objetivas iT, y teniendo en cuenta la ecuacion (.5) resulta:

Es importante destacar qlle el tensor de es desconocido al comienzo de cada intervalo de tipmpo, y por ello
'e supon,,: J: = d (prulietor eilL,tico),'y si pi critprio de flllencia no se satisface Ias tensiones se corrigen a
'olltinllaci,'lIl ell Pi denollliliado (corrfctor phis/ico), mediante un algoritmo adecuado.

~l pllnto clave para intpgrar la ec. (1.3) se basa en el esqllPllla nUlllerico utilizado para calcular el predictor
'Iastico. La derivada objPtiva del tpusor de telisioflPS qlle se utiliza esta relaciona.da con la ciuematica



mediante la ecuaClOn constitutiva, y 10 mismo sucede con 1'1 esquema numenco. Posiblemente d punto
mas complejo es 1'1 tratamiento numerico de la cinematica, y 1'1 objetivo de un buen algoritmo es calcular
apropiadamente 1'1 tensor velocidad de deformaci6n d, y 1'1 tensor .•..

Cualquier esquema numerico puede utilizarse en presencia de pequeiias deformaciones, sin embargo en pres-
encia de grandI'S deformaciones 1'1 cilculo se complica porque se debe satisfacer 1'1 Principio de Objetividad
en un sentido incremental 0 discreto, Hughes y Winget [13J, requisito tambien conocido como Objetividad
Incremental. Luego 1'1 incremento de tensiones tlt C d, y consecuentemente los tensores d y lI" deben
calcularse en Ia configuraci6n intemedia * n+!n (14,15].

Por razones de exaetitud es deseable que tanto la matriz B as! como las tensiones (T se caiculen al final del
intervalo tn+!. Sin embargo, por razones de Objetividad, 1'1 trabajo numerico se realiza en Ia configuraci6n
intermedia n+!n. En la pnictica algunos algoritmos transforman las tensiones ala configuraci6n final n+ln,
mientras otros omiten este punto con 1'1 prop6sito de ahorrar operaciones, con 10 que se introduce otra fuente
potencial de dificultades.

En resumen, es necesario calcular 1'1 incremento de tensiones, los terminos de transporte, actualizar las
tensiones, y comprobar si se satisface 1'1 criterio de fluencia j, antes de poder calcular las fuerzas internas
p. Mientras estas operaciones resultan comunes a todos los algoritmos, en la practica computacional se
implementan de form as muy diferentes. De esta manera, en la literatura pueden reconocerse varios esque-
mas numericos diferentes que se discuten en los Cuadros 2 to 5. En los mismos se tratan los algoritmos
correspondientes a las derivadas objetivas de Jaummann indicada mediante Jr, una versi6n simplificada de
la misma denotada mendiante JII, la derivada de Green-Naghdi, denominada GN, y la derivada de Truesdell
indicada mediante T.

La derivada de Jaumann;; definida mediante la ec. (8), es indudablemente la derivada objetiva mas conocida,
yes una de las mas empleadas en 1'1 contexto de los hidroc6digos [11,14,16J.

La implementaci6n numerica que se discute a continuaci6n se debe a Benson [14], y se basa en calcular
Ios tensores velocidad de deformaci6n y velocidad de rotaci6n, as! como 1'1 incremento de tensiones en la
configuraci6n intermedia n+tn, EI criterio de fluencia tambien se verifica en dicha configuraci6n, y 1'1tensor
de tensiones resultante se transforma finalmente a la configuraci6 deform ada, estas operaeiones se resumen
en 1'1cuadro 2.

Los terminos de transporte, ver ec. (7), se representan mediante 1'1 tensor velocidad de deformaci6n w,
luego 1'1 algoritmo es objectivo solo en un sentido infinitesimal. Otro problema, ampliamente tratado en la
literatura (ver Benson [14J y las referencias alii citadas), resulta 1'1 hecho que est a derivada cuando existe
endurecimiento cinematico muestra un comportamiento oscilatorio en presencia de grandI'S deformaciones
de corte.

Mas alia de estos incovenientes esta derivada es muy simple para programar, econ6mica, y en la practica 1'1
principio de objetividad se satisface porque los incrementos de tiempo son muy pequenos. Por estas razones
es una de las mils utilizadas en los c6digos explicitos.

Los pasos predictor y corrector, en 1'1 sentido de los trabajos ell' Simo y Ortiz [2J y Simo and lIughes [17J, en
este caso no se identifican clarampnte porque Ios efectos pi<isticos no se pueden desacoplar dp los cambios
geornetricos. EI crit.f'rio de fluencia SP veri fica en la configuracion interrnedia y 1'1 tensor ell' tpnsiones se
transporta Illego hacia la configuracion eleforrnada nn, con 10 que no se pueele garantizar consistencia al
final elel intervalo.

Esta configuraci(ln no deoe ronfundirse con la nOCion de configmacion interrnedia '~Y, emplpada pn los
lIIodelos plastopl;ist.iros con grandes deformariones basados en la hiperelasticidad



Para un int.ervalo de tiempo nt, calcular n+~w y realizar Jas siguient.es operaciones:
i Transformar las tensiolles medio paso desde no hast a n+!n:

n+1-".* = n". _ ~ AnI A n2 ut w ". + 2" ut ". w

Con 1'1 fin de ahorrar oppracionps en la practica se lltiliza una version simplificada de este psqupma, Hamada
JII. Este algoritmo qllP calcula las tensionps en la configuracion intermedia y omitI' 1'1 transformacion desde
n+tn hasta n+ln, se detalla en 1'1 Cuadra 3, siguiendo a Belytschko [11].

Para un intervalo de tiempo dado n+tt, calcular wen n+!o y realizar las siguientes operaciones:
i Transformar el tensor de tensonies desde nn hasta n+!o:

Este algoritmo com parte con 1'1 JI los inconvenientes antes seiialados, pera es muy economico, simple y muy
sencillo para programar en 1'1 practica. En este caso plledf'n reconocerse un predictor elastico (pasos i I' ii,
en 1'1 Cuadra 3), .y un corrector pl<istico (paso Iii).

Con 1'1 fin de remediar las oscilaciones de las tpnsiones cuando sp emplea la derivada de .J aummann en
presencia de eudllrecirniento cillematico, se suele empelar frecuentemente la derivada de Green-Naghdi. Est!'
algoritmo ha sido IItilizado en codigos implicitos como NIKE2D [18], en el codigo explfcito PRO:"TO-2D
[19], y en el pro/varna DY:"A2D [20J para el casu de endurecimiento cinernatico. El algoritmo denorninado
G~ Sf' resurne en 1'1 Cuadra .1.



Calcula "%,"+1%, and n+tx, los tensores de rotaci6n correspondientes oR, n+tR, y n+1R, y realiza las
siguientes transformaclones:
i Transporta las tensiones n(T ala configuraci6n no rotada n+~nu:

ii Transporta d t.ensor velocidad de defornlaci6n desde n+tn hasta n+tOti, calcula el incremento de
tensiones DoE y actualiza el tensor de tensiones:

iv Transporta las tensiones n+!ETR desde la configuraci6n no rotada n+tnu hasta la configuraci6n
finaln+1Q:

t:omo puede verse el algoritmo GN transforma los diferentes tensores desde una configuracion a ot.ra mediante
"nsores ortogonales. De esta manera puede tener en cuenta rotaciones finitas. Esta caracterfstica representa
na gran ventaja respecto a Ios algoritmos JI y JII que tienen en cuenta la transformacion geometrica

'lediante los t.erminos de transporte,

";1 inconveniente de este esquema es el costo, ya que deben calcularse tres descomposiciones polares, que si
,ien son relat.ivamente sencillas en 2D, resultan muy costosas en problemas 3D [14] y por esta razon se han
Jropuesto otras tecnicas para calcular tensor R.

Cinalmente cabe comentar que pueden distinguirse dos pasos en el algoritmo, y que no es facil desacoplar las
'lnsformaciones geometricas del tratamiento de la plasticidad, con 10 que no resulta evidente la distincion
" los problemas predictor y corrector en el sentido disc uti do en este trabajo.

('n esquema numenco basado en la derivada de Truesdell ha sido propuesto por Pinsky et a!' [10,21], y
bien 10 han denominado como la expresion en tasas del problema hiperel<ist.ico, tambien puede utilzarse

era definir un material hipoel<istico .

.ste esquema se basa un algoritmo del tipo predictor-corrector, y en su deduccion se emplea un tensor
stit.utivo espacial C constante. Mientras que la evaluacion del predicor implica cambios en la geornetrfa,
roblerna corrector t.iene Iugar al final del intervalo en la configuracion deformada n+ll1.

'quellla numerico que surge es implfcito, incrementalmente objetivo, y con la condicicSn que el tensor
>tl,;t.itutivo C permanezca constant.e se obtiene una expresion cerrada. Las transformaciones tensoriales
'II' las distinta5 configuraciones se escriben en funcion del t.ensor gradiente de la deformacion incremental
= ,,'~:f:l" y resulta necesario calcular dos operaciones plIsh.!orwal'd (I~' [6]. Este algoritmo, denotado aqui

,,,diante T 5e muestra E'n 1'1 ('uadro S.

, importante <kotacar qUE'si est.an presentes los terminos rorrertivos discutidos f'n la forTllu!ari,)n teorica
.! ])",delo. 1'1 tensor C ya no es constante, y debe emplearse un esquema iterativo para calcular el predictor
,st:(1) [:!J].



conorido como invariancia c8pacial [6J. En la practica, sin embargo esta propiedad simplifica el trabajo
numerico ya que se evita totalment(' el calculo de la df'scomposici6n polar.

Calcular las coordenadas n+lz y el tensor gradiente de la deformaci6n increnlC'ntalllf y n+!/. LI1l~go

realizar las siguientes operaciones:
i Transportar las tensioues nu a la configuracion final n+ln:

ii En la C'onfiguraci6n interlnedia n+~ n calcular el tensor velocidad de defonnacil1n n+t d y el inCrell1ento
de tensianes au:

Se han discutido cuatro algoritmas, desde el punta de vista del costo computacional los mas economicos
reultan el JII, el JI, el T y el GN en ese orden.

En el casa de los codigos explicitos, dejando de lado efectos de contacto, todo el costa del procf'SO se debe
al calculo de las fuerzas intern as. Como ademas los incrementos de tiempo son muy pequenos, los esquemas
basados en la derivada de Jaummann brindan muy buenos resultados, y pOl' esta raz6n son muy empleados
en la praetica, excepto en eI caso de endurecimiento cinematico para el que se sude em pleaI' el GN, mientras
que el T ha sido experiment ado mucho menos.

En el casa de c6digos implicitos s(' emplean grandE's inccE'mentos de carga, y consecuentemente se vuelve
import ante satisfacer rigurosamente los requisitos de Objetividad y Objetividad Incremental. EI costo
adicional que ello implica se compensa largam('nte porque el esfuE'rzo necesario para integral' la ecuaci6n
constitutiva es en E'ste caso relativamente bajo frE'nte al costo total. Aunquf' E'I algoritmo T es mucho mas
econ6micos que E'l GN, en la pra.ctica se ha emplE'ado casi exclusivamente el algoritmo GN, mienmtras que
el Testa mucho menos difundido en la practica.

DesdE' el punto de vista dE' Objetividad los esqu('mas G:'\ y T son preferibles frentE' a los basados en la
derivada de Jaummann, con las salvedades expresadas en los parrafos anteriores.

Los l1lodelos basados en el c;ilrulo dE' la r(,spuE'sta E'lastica a partir de un potf'ncial hipf'fpl;lstiro sp han
esludiado a mE'nudo ('n la litNatura a partir del trabajo cll' LI'E'[22J .y otros ilntorE'S. {"na r('Sf'lla completa
ace rea del <'stado cld arte pUf'de encontrarsE' <'n Ia Tesis doctoral del autor [2:3], .y ('n las rpfN(,!Icias alii
citadas.



pr;ietica estos modelos resultan atractivos cuando se utilizan arquitecturas implicitas, ya que mediante el
calculo del denominado operador tangente algoritmico se obtiene una excelente velocidad de convergencia,
aun en presencia de grandes incrementos de carga.

Este tipo de modelos evita completamente la integracion de ecuaciones constitutivas en tasas. De esta manera
el principio de Objetividad se satisface de manera trivial con 10 que se ahoran importantes operaciones a nivel
de punta de Gauss y es esta caracteristica la que los tom a atractivos para su empleo en codigos explicitos.
En este liltimo caso en la literatura practicamente no existen referencias, como surge del Trabajo de Benson
(I .•J. EI autor ha experimentado con exito eI empleo de esta dase de modelos en codigos explicitos [24,2.5],
y recientemente Ortiz y colaboradores han realizado experiencias similares [26J.

l'n algoritmo de este tipo debido al autor [23J se discute brevemente a continuacion, aunque debe destacarse
que cabe mencionar que a los fines de este trabajo podria utilizarse cualquier otro modelo de este tipo.

Este modelo, escrito en 10'1 contexto de las ideas de Simo y Ortiz [2-4], se basa en la bien conocida nocion
de la descomposicion multiplicativa del Tensor gradiente de la deformacion F = Fe FP [22J. Los efectos
de plasticidad se tienen en cuenta mediante la teoria de variables intern as [27], y 10'1 modelo es totalmente
consistente con la termodinamica de los solidos irreversibles. La formulacion detallada de la teoria puede
consultarse en la Tesis del autor [23J.

La formulacion delmodelo se lleva a cabo en laconfiguracion intermedia, sin embargo a los fines del presente
trabajo es suficiente partir de las ecuaciones que describen 10'1 modelo en la configuracion deformada, las
cuales se listan en 10'1 Cuadro 6.

e = e' + eP

fJ,ff(e' ,b'-I)
u=p oe'
72:0 J~O i"J=0
rJP = 7 ogoU
1JP = u: rJP + p: Cr 2: 0

donde e , e' yeP indican al tensor de deformacion de Almansi y sus componentes elastica y plastica respec-
tivamente. EI tensor elastico de Finger se indica mediante b'-I, J representa al criterio de fluencia y I es
el multiplicador plastico. La regIa de flujo se define de la misma forma que en los modelos hipoelasticos
(vel' ec. 6). La disipacion plastica se indica mediante 1JP y a representa a las variables internas y p son las
fUNzas termodinamicas conjugadas a las variables internas.

Para el casu de metales las deformaciones elasticas son muy pequenas, luego el tensor F' tiende ala identidad
.v .,1 tensor and b'-1 al tensor met rico espacial g, consecuentemente en el Cuadro 6 no resulta necesario induir
al tensor b,-I. Poria misma razon es posible escribir la componente elastica de la energia libre COlllOsigue:

,pc = ~ [~,\ tr(eF)2 + J1 (ee : eel]
p 2

('n funci"n lIpl tensor pJastil'o dp Almansi e' .y las constantes del material A y It. Este modelo ha sido utilizado
prpvialllpnte por "I alll"r .y coant"rp, [2:3J com" una alternativa a los lllodPlos neohook"anos propllestos por
of ros antoff'S. [2-<1].



Los efectos de la plasticidad se tienen en cuenta mediante una regia de f1ujo asociada. La funcion de f1uencia
es el bien conocido criterio de Von Mises 0 J2. En este caso solo se tiene en cuenta endurecimiento isotropo
lineal 0 no lineal, que se formula en funcion de la deformacion plastica efectiva eP:

En esta seccion se reseiia el algoritmo para integrar el modelo hiperelastico. Las tensiones se integran
utilizando un esquema del tipo predictor-corrector [17J.

Estos pasos estan completamente desacoplados ya que primero se tienen en cuenta los cambios geometricos
para calcular las tensiones predictoras, y luego tiene lugar la correccion phistica para la geometrfa fija.

El punto clave en que se basa este algoritmo es que no necesita integrar ninguna ecuacion en tasas, evitando
de esta manera las dificultades numericas discutidas previamente para el caso de los modelos hipoelasticos.
Esta ventaja se basa en el hecho que en esta clase de ecuaciones constitutivas se relacionan tensiones tot ales
con deformaciones totales.

En este caso el tensor "Iastico de Fing<'f juega el papel de una variable interna. Para el problema predictor
el tensor ehistico d" Fing"r r"sulta [23]:

donde r-1 es la inversa del tensor d,,1 gradiente de la deformacion incremental escrito en funcion de las
coordenadas actuales y de los desplazamientos incrementales como: r-1 = 1- V'u, con V'u = a'~~'x.

El problema corrector se calcula utilizando un esquema de Euler hacia atnis y la expresion final del tensor
ehistico de Finger resulta [23J:

El termino 2, HLl.tn se calcula mediante el algoritmo de retorno radial. El vector n es la normal a la
superficie de f1uencia y , es el multiplicador phistico. Finalmente las tensiones (f se obtienen a partir del
tensor ehistico de Almansi t+Ll.tee = ~(t+Ll.tg - t+Ll.tbe-1), que se calcula en funcion del tensor ehistico de
Finger.

Cabe comentar que los requerimientos de memoria son similares a los de un c6digo hiperelastico, y que no
es necesario calcular explicftamente la descoposicion multiplicativa del tensor gradiente de la deformacion,
con 10 que se ahorran importantes operaciones a nivel de punto de Gauss.

Este tipo de mod<,!o se reformulaban originalmente en funcion de la derivada de objetiva de Jaummann
[22], con 10 que se perdfan muchas de las v('ntajas potenciales d" esta clase de modelos. Luego de las
contribuciones de Sima y Ortiz [2-4], se han comenzauo a utilizar cada vez mas frecuentemente en \<1 practica
computacional algoritmos que calculanla respuesta "lastica "n bas" a I"yes secant"s, evitando d" "sta man"ra
las g"n"ralment" costosa int('gracion d" las d"rivadas obj"tivas.

Este ti po de esquema, ha sido propuesto para su ('mpleo en codigos implicitos, y en la practica brindan
excelent('s resultados en ronjunrion con los denominados t('nsores tangentes algoritmiros. Pese a estas ven-
tajas la gran rnayorfa (jp los c6digos comerriales que poseen leyes constitutivas capaces de tratar el problema
elastoplastiro con grand,'s d,'[onnacion('s. rontinuan utilizando modelos hipoelastiros, gf'nf'ralnwnt(' ba.sados
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·'n la derivada de GN. Al respeeto es importante destaear que el algoritmo H es mueho mas economieo que
d GN.

Como se ha senalado antes en existe muy poca experieneia en la practica acerea del uso de este tipo de
modelos en eodigos explicitos. EI autor y eoautores han investigado su empleao en este tipo de programas [2:1.
2.5], y han resuelto exitosamente problemas de conformado de metales [28,29J. Adem;\., pueden meneionarse
Ia ya eitada eontribucion de Ortiz et al [26].

Dadas las desplazamientas n+ 1U Ylas variables internas n 6' -1, Yn a almaceuadas en la base de datos del
codiga para un instante n t;

i Actualizar la geametria y calcular el tensor I:
ii Actualizar el tensor el".stica de Finger:

vi Carregir las defarmacianes elasticas de Almansi, las tesnianes de Cauchy y almacenarlas en la base
de datos.

En este trabajo se han presentado distintos algoritmos numerieos utilizados en Ia literatura con el proposito
<Ie integrar Ia eeuacion eonstitutiva de problemas elastoplasticos con gran des deformaeiones.

I. a discusion se ha enfocado hacia el ealculo de las fuerzas internas, y por ello se han presentado las derivadas
,. hjetivas del tensor de tensiones de Cauchy, as! como los algoritmos correspondientes. Estos esquemas se
L.an camparado entre si, y tambien con el resultante del modelo hiperel;istico analizado.

"'esde el punto de vista del esfuerzo computacionailos algoritmos JI y JII son los mas efieientes, seguidos por
esquema hiperelastico, el Algoritmo T y el algoritmo GN. Es importante destacar que el algoritmo H es
;is castoso computaeionalmente que los Jl y JII, pero es mas riguroso tanto dsde el punto de vista teorico
'mo numerico, debido al hecho eonocido que los modelos hipoelastieos pueden disipar energ!a en regimen
.istieo, y ademas porque el algoritmo H satisfaee exactamente Objetividad, mientras que los esquemas
,sados en la derivada de Jaummann solo 10 cumplen en un sentido instantaneo.

il trrminos generales pnrtle tlecirse que si e\ a\goritmo se debe emplear en un c6digo implkito, los postulado,
, la Meeanica de medios continuos dellPn satisfacerse eserupulosamente. Las operaciones adieionales que
:0 r"quiere no pesan demasiado en el costo final del proeeso dado que el tiempo dp prorpso esta gobprnado
'I' "I costo de resolv"r pi sist(,llla de ecuaciones lineales, y ]a tendencia artnal pS r('solver la menor cantidad

int!'rvalos del mayor tamallO posi!>le. Si en cambio el algoritmo se dplw implementar en un eodigo
plfcito, 105 incrempntos de tiempo son mu,V peqnellos por raZOllps de pstabilidad, y pn la practira no se
l!'ft.;) la infiuPllcia. dp eiertas silllplificariones lIsllales.



Los romentarios anteriores ronduren a sugerir que se empleen algoritmos que satisfagan rigurosamente
Objetividad cuando se utilizan codigos implicitos. En este raso claramente el mas ventajoso es 1'1 algoritmo
H, que evita integrara derivadas objetivas, satisface rigurosamente Objetiyidad yes mas economico que 1'1
esqupma T, y mucho mas senrillo y economico que 1'1 GN, que es 1'1 mas empleado en la pr;ictira.

En rambio en presencia de rodigos explicitos los esquemas mas ecollomicos resultan 1'1 JI y el JII, y funcionan
bien en la practica. En este caso la eleccion dp este tipo de psquemas frpnte al algortimo If, resulta un
compromiso entre 1'1 costo computacional y la exartitud teorica y lllimerica.

EI autor agradece al Instituto de Ciencias Basicas de la Universidad Nacional de Cuyo la ayuda recibida
para la presentacion de este trabajo.
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