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Resumen

En este trabajo presentamos algunas aplicaciones de un método
numérico de solucién de la ecuacién de Laplace en determinadas situa-
ciones con alguna simetria y condiciones de frontera dadas. En particu-
lar tratamos problemas estacionarios de difusién de calor. El método
ha sido aplicado a problemas de contorno mixtos en electrostatica [1]
y a algunos problemas con interés en biologia. A pesar de lo sim-
ple del método se logran resultados razonables con muy poco esfuerzo
computacional.

Abstract

In this work we present some applications of a numerical method
for solving the Laplace equation with adequated boundary conditions
in problems with certain symmetries. In particular we apply it to some
stationary problems of heat diffussion. The method has been applied
to mixed boundary problems in electrostatics {1] and some problems
with interest in biology. Although the simplicity of the method it
allows us to get reasonable results with very low computational effort.

INTRODUCCION

Es comin que en los cursos de electromagnetismo, de teoria de fluidos,
de transferencia de calor y materia, etc., se ponga especial énfasis en encon-
trar expresiones exactas para las soluciones de las ecuaciones diferenciales




ENIEF 9° Congreso Sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

involucradas. Desafortunadamente, existen muchos problemas importantes
con interés cientifico o tecnolégico, en los cuales esos métodos o no se aplican
o son muy complicados de usar. Se hace por ello indispensable disponer de
métodos numéricos de solucién de los problemas matematicos asociados con
el drea en estudio. Esto se ha visto potenciado en los dltimos afios debido
al acceso casi generalizado de las facilidades de cilculo de las computadoras
digitales.

En este trabajo describimos y aplicamos un método numérico de muy
simple implementacion y que ha mostrado proveer de soluciones razonables a
ciertos problemas que involucran la ecuacién de Laplace con distintas condi-
ciones de contorno. En particular hemos estudiado su utilizacién en pro-
blemas con interés en electrostitica [1] y ahora lo hacemos en problemas
estacionarios de difusién de calor. En ambos casos se obtienen resultados
altamente aceptables y con muy poco esfuerzo computacional.

EL METODO

La funcion temperatura (o potencial electrostatico) pueden, en general,
ser expresados como una combinacidn lineal de un cierto conjunto completo
de funciones. La eleccién del conjunto completo (funciones base) depende de
la simetria del problema a tratar. Los coeficientes de esta combinacién lineal
estan determinados por las condiciones de frontera; en muchas situaciones
estas fronteras son las superficies de los cuerpos sobre los cuales la tempe-
ratura o flujo de calor (el potencial electrostatico o densidad de carga) son
especificados.

El método que proponemos consiste en aproximar la serie o integral que
representa a la temperatura por una suma finita de N términos dejando de
este modo N coeficientes a ser determinados:

00 N
T(x) =Y _ cnn(z) ~ YBC"%(I) (1)
n=0 n==

La determinacién de esos N coeficientes puede realizarse por una dis-
cretizacidn de la frontera en donde las condiciones para la temperatura y/o
flujo de calor son impuestas. Esta discretizacién debe tomarse de forma tal
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que, al imponer las condiciones de frontera sobre esos N puntos, se obtenga
un sistema de N ecuaciones con N incégnitas. Una vez determinados los co-
eficientes, podemos reemplazarlos en el desarrollo 1y de esta manera obtener
una expresion aproximada para la temperatura en cualquier punto de interés
del recinto.

La eleccion de la particién mas adecuada de la frontera requeriré de un
analisis del problema bajo consideracién. No daremos aqui una estimacion
de la precisién con la cual los coeficientes de la suma que representa a la tem-
peratura son calculados dentro de este esquema. Sin embargo, de acuerdo a
nuestros experimentos numéricos, podemos concluir que wna mejor aproxi-
macion se obtiene al incrementar el nimero N.

Un aspecto importante del método propuesto, es que éste requiere un
esfuerzo computacional mucho menor que el de diferencias finitas para prob-
lemas similares.

Una generalizacién del método a problemas no estacionarios esta siendo
desarrollada.

A continuacién presentamos los resultados obtenidos con la aplicacicn del
método a algunos problemas de frontera simples.

ALGUNOS EJEMPLOS

En nuestro primer ejemplo se pone a prueba el método propuesto com-
parando la solucién obtenida por la aplicacién del mismo, con la solucién
exacta. El ejemplo considerado es el de un cilindro circular de longitud in-
finita con temperatura especificada sobre la superficie. Una de las mitades
esta a temperatura © y la otra a —©. La solucién interior para este problema
se puede escribir en la forma:

T(r,8) = £ 30y cos((25 + 1)o) @

con a; = £ 541 - La figura 1 muestra la grifica de la temperatura como
funcién del angulo ¢ para un valor del médulo del vector posicién ligeramente
menor al radio del cilindro. La curva indicada con a) surge de la evaluacién de
cien términos de la serie 2, mientras que la curva b) corresponde a la solucién
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obtenidn con nuestro matodo para nna particién niforme de la frontern con
Va's . 20, Se observa una coincidencia sumamente razonable ent

ambna
1.0 — - g = - —
- 08 -
5
E ~ () h)
= 3.6 -
[ =
=3
]
0o
>
0.0 S e— — -1 - s e .
[&INS] .5 1.0 2 1. .. 2.0 .
Fig 1 Comparacion entre la solucion oxAactii Cer)

vy la solu

on obtenida con el metodo propuesto (b)

Otro ejemplo de facil

tratamiento con nuestro maetodo es
minio eliptico

1y frontera ticue una de las

1 de v do

mitades A unn tempeoerntura
fiyn. 7. v sobre ln otra mitad se ha especificado un fhiyo de calor (entrante
o saliente) determinado ', Kn est
eliticas (. 9)[3].

s caso, e conveniente usar coordenndas

o = Geosn(nsen(d)
v = %sivlh_(p.)cos(()) )

TI2) interds on catudiar este problema v el siguiente esté relacionndo con el andlisis de
nlgunas propicdades de las desigualdades isoperimétrienas; ver por ejemplo referencia (2|
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Fn estas coordenadas la solucién interna con las simetria adecuada se

escribe:

T(p.0) = Z A, cosh(nucos(nd) + Z B, senh(nu)cos(nd) (4)

n par n impar

de la funcién temperatura para
= 0.5 corresponde a la superficie
ticion con N = 20.

En la figura 2 se muestran las graficas
tres valores distintos de la coordenada p; (¢
de la elipse). En este caso se tomé una par
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Fig. 2: Solucion del <egundo e;emp\o La curva (@)
~orresponde a u=0; la (b) a p=04yla (cy a =05

El ltimo ejemplo que analizamos con el método propuesto es el de un
dominio eliptico cuya frontera ha sido dividida en cuatro sectores. sobre los
cuales se ha especificado. alternadamente. los valores del flujo de calor ¥
de la temperatura. A partir de la solucién general en coordenadas eliticas.
se puede demostrar que 1a solucién interna que satisface las condiciones de

contorno impuestas, se escribe:
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T(u,0) = Z Ancosh{ny)cos(nf) (5)

n par

En la figura 3 se presentan las grificas de la temperatura, para distintos
valores de jt. en {uncién de 0.

Temperatura
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Fig. 3: Graficas correspondientes af tercer problema

a) corresponde a u=0.5, b) u=0.4y c) u=0

Para finalizar deseamos hacer nn comentario sobre la implementacion
pimérica del método. Desde este punto de vista, el método propuesto solo
requiere la inversion de una matriz. En general, la matriz involucrada no
presenta dificultades para su inversién. En algunos ejemplos estudiados ob-
servamos que puede resultar conveniente trabajar con antofunciones no nor-
malizadas. Esto evita la aparicién de elementos de matriz de gran valor
absoluto o de valor muy pequeno.
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