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En este trabajo se propone un modelo para la simulacion numerica del comportamiento de
materiales compuestos. EI modelo esti basado en la teona de mezclas y tiene en cuenta la
interdependencia entre las diferentes componentes. Cada componente puede ser isotropa 0

anisotropa, presentar deformaciones permanentes y daiio. De esta manera se puede simular
una gran cantidad de comportamientos. Seguidarnente se presenta el algoritmo numerico
para la inclusion del modelo en un programa de elementos finitos 2D para amilisis de
solidos con no Iinealidad fisica. EI trabajo se completa con una serie de ejemplos de
aplicacion.

A damage constitutive model for the simulation of anisotropic composite bulk materials is
presented. The model is based on the theory of interacting component substances and takes
into account the interdependence between different components. Each component can be
isotropic or anisotropic, damaged or not, such that if the model is applied to a point of a
solid it can simulate a wide range of coupled behaviours. The paper is completed with an
algorithm for the numerical implementation of the model proposed in a non linear finite
element program. Some application examples are also presented.

EI proceso de evolucion del daiio en compuestos larninados es generaIrnentemuy complejo debido a la
multiplicidad de modos de falla que ocurren en los mismos como fisuracion transversal, despegue de
fibras, rotura de fibras y delaminacion [1]. Para describir el mismo se utilizan basicamente dos tipos de
enfoques: modelos macromeciuticos y modelos micromecimicos [2] [3]. En eI primer caso, se trata al
compuesto como un medio transversalmente isotropo con la direccion de la fibra coincidente con la
direccion de anisotropia. GeneraIrnente se utilizan teorias de continuo [4] aI [9] [I] 0 de mecimica de
fraetura [10]. Este tipo de enfoque no puede tener en cuenta efectos locales porque no distingue el
comportamiento de cada uno de los componentes.

En el segundo enfoque, cada uno de los componentes se modela por separado en un anaIisis local y
luego todas las respuestas son unidas para obtener el comportamiento global del compuesto. Existen
diferentes modelos micromecimicos que emplean metodos diferentes metodos para obtener las
ecuaciones locales del compuesto. Hill [11] [12] emplea promedios volumetricos de incrementos de
tension y defonnacion en cada uno de los componentes e introduce ciertos factores de concentracion
para relacionar estos promedios volumetricos del campo local con los incrementos globales. Dvorak et
aI [13] [14] utiliza la tecnica de Hill para analizar el comportamiento elastoplastico de compuestos
reforzados con fibras. Recientemente Dvorak [15] introduce un metodo para la resolucion incremental
de problemas de cargas temlomecanicas y problemas de defonnaciones propias y 10 .utiliza
conjuntamente con un modelo micromeciutico para la simulacion de materiales compuestos. Propone



ademas una modificacionaI modelo de Hill. Voyiadjis et aI [16] [2] [3] presenta un modelo de daiio y
plasticidad para eI analisis de compuestos reforzados con fibras. Las relaciones constitutivas de la
rnatriz y de las fibras se.tratan separadamente y luego son unidas para obtener la respuesta global de
compuesto.

Recientemente, Hansen et al [17] presentan una formulacion de elementos finitos basada en una teoria
de mezcla de fracciones volumetricas. Se supone que cada nodo de la malla tiene el doble de numero de
grados de libertad que en el caso de un continuo simple. Los grados de libertad representan los
desplazamientos individuales de los maleriales componentes. EI comportamiento del conjunlo se
determina a lraves de las reglas que gobieman la surna de las variables componentes.

En este trabajo se presenta un modelo constitutivo para materiales compuestos anisotropos. EI modelo
esta basado en la teoria de mezclas y tiene en cuenta la interdependencia entre las diferentes
componentes. Cada componente puede ser simulada como un material anisotropo daiiado e incluso se
puede tener en cuenta eI acoplamiento entre el daiio y las deformaciones permanentes. La comparacion
con resultados experimentales muestra que eI modelo reproduce adecuadamente eI comportamiento de
compuestos reforzados con fibras, teniendo en cuenta los procesos plastico y de daiio.

Para simular el comportamiento de cada uno de los componentes se utiliza un modelo de dafio para
materiales anisotropos. Este modele proviene de una generalizacion de la teoria de daiio [18] (19) [20].
Un procedimiento mas general que aquellos utilizados en las referencias [21] [22] [23] [24] [25] [26]
se formula para tratar la anisotropia inicial del solido [27].
La ley de daiio para un material anisotropo supone fa existencia de tres espacios: a) un espacio real
anisotropo dafiado; b) un espacio isotropo ficticio daiiado y c) un espacio isotropo ficticio no daiiado,
ver Fig. I. EI problema se resuelve en el espacio ficticio is6tropo daiiado (b). Esto permite emplear
modelos de daiio desarrollados para rnateriales inicialmenteanisotropos.

Los tensores de tension en los espacios (a) y (b) est:in relacionados mediante la siguiente transformacion
lineal de cuarto orden:

donde O"ij Y Tij son los tensores de tension en los espacios (a) y (b) respectivamente y Aijkl es un tensor
material de cuarto orden que depende de.105 tensores de limite de resistencia correspondientes a ambos
espacios:

;;: y It son los tensores de resistencia al dafio correspondientes a los espacios (a) y (b)
respectivamente y pueden obtenerse rotunda los tensores de resistencia locales aI sistema de referencia
global.

Debe notarse que el solido isotropo ficticio definido de esta forma, es isotropo en 10 que hace a su
resistencia pero no necesariamente en 10 que hace a sus propiedades elasticas. EI tensor constitutivo
elastico Ct[",n en el espacio (b) puede oblenerse a partir de la ecuacion (I) suponiendo que las
deformaciones elasticas en ambos espacios son identicas



donde Cifkl es el tensor de rigidez elastica secante correspondiente al espacio (a) likel es el tensor de

deformaciones elasticas.

a) Espacio real anis6tropo daiiado
0" , lie. C'

0"= A-J : (i-d) ,0

C' =A-J: (i-d)Cro

c) Espacio isotropo
ficticio no danado

TO, 8e, em
, =(i-d) ,0
cn = (i-d) Cro

b) Espacio ficticio is tropo daiiado

Fig.1 Relaciones entre 105espacios anis6tropo daftado, ficticio is6tropo daiiado
y ficticio is6tropo no daiiado

EI modelo de daiio propuesto para un material isotropo es termodimimicamente consistente y em
basado en la hip6tesis de elasticidad desacoplada [28]. De acuerdo a esta hipOtesis la energia libre tp
puede suponerse formada por dos partes independientes: una parte ':P' y una parte plastica tpP,
correspondientes a la parte elastica y a la parte plastica respectivamente. Para pequeiias deformaciones
y problemas termicamente estables, puede escribirse como una funcion cuadnitica como sigue:

La condici6n de disipaci6n positiva de Clasius Duhem se cumple Sl se establece la siguiente ley
constitutiva hiperelastica:
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donde Tij es el tensor de tensiones en el espacio (c) 0 la tension efectiva actuante en el material no

daiiado [19]. La ecuacion (7) puede interpretarse como una transformaci6n entre los espacios (b) y (c),
ver Fig. I.

A-I 0 'P
e

A-I cst e A-I (1 d)Cor e
(j if = ijk/mO --e- = iJkl klmno mn = ijk/ - uvmn 6 mn

O&kI

EI limite entre el comportamiento ellistico y el comportamiento daiiado se describe a traves de una
funcion de daiio similar a la funcion de fluencia en plasticidad:

.D

G = 'i(Tij)-le5.0

donde r(Tij) es una funcion escalar de argumento tensorial denominada tension equivalente y Ie es el

umbral de daiio equivalente.

La funcion de daiio en el solido real GD (espacio (a», se puede obtener si la ecuacion (I) se reemplaza
en la expresion (9):

"D I'\T

GD(O'ij'f3"pq) = G (Tij'Ppq)

En Fig. 2 se han representado las funciones de daiio correspondientes aI espacio (a) para el caso en que
se usa el criterio de Yon Mises en el espacio (b) y para distintas relaciones entre los umbrales de daiio
en las direcciones 1 y 3. Puede verse que se conserva la convexidad de las superficies.

La ecuaciones de evolucion de las variables internas pueden ser consultadas en referencias[29][30]. Las
condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Khun-Tucker y resultan anaJogas a las
correspondientes aI proceso plastico.

b) G 5. 0
.D

c) pG = 0

La evolucion del daiio se obticne de la soluci6n de la siguiente ecuaci6n denominada condicion de
consistencia de dano del problema:



Este modelo de daiio puede ser extendido para tener en cuenta las deformaciones plasticas. En dicho
caso es necesario resolver simultimeamente las condiciones de consistencia pl:istica y de daiio [29] [30]:

Fig.2 Cambio de Forma de funci6n de daiio para materiales ortOtropos

(r= r~ I (j~ , r~ I (j~ =1.0)

TEORIA DE MEZCLA DE MODELOS CONSTITUTIVOS
PARA MATERIALES COMPUESTOS

Para simular el comportamiento del material compuesto se utiliza Ia teorta de mezc[as, introducida por
primera vez por Truesdell y Toupin [31] y utilizada, afios mas tarde, por otros autores [32],[23],[24].
Carla una de las sustancias componentes puede tener el modelo constitutivo descripto.

La teoria de mezdas se basa en las siguientes hip6tesis:
a) Carla volumen infinitesimal de mezcla esti compuesto por un niunero finito de materiales

componentes.
b) Carla material componente est!. presente en carla punto del compuesto en la misma proporci6n del

volumen total.
c) En ausencia de difusion at6mica, se satisface la compatibilidad de deformaci6n entre las

componentes: (&lj)) = .. = (&ljl = .. = (&lj). = &lj (14)

d) EI volumen ocupado por carla uno de los materiales componentes es menor que el volumen total del
compuesto.

La segunda hip6tesis implica una distribucion homogenea de todas las sustancias en una cierta region
del compuesto y es estrictamente vlilida en compuestos volumetricos.



Como resultado de la interacci6n entre las distintas sustancias constituyentes se obtiene un
comportamiento global que depende del volumen ocupado por cada una de las componentes y su
distribuci6n en el compuesto.

n

mo'P(sij'p)= ~>c moc 'PJsij'Pc)
c=J

donde 'PJ sij'Pc) es la energia Iibre por unidad de masa correspondientea cada una de las n sustancias
dV

componentes, kc = __ c la fracci6n de volumen y Pc un conjunto de variables internas
dV

correspondiente a dicha componente.

AI igual que en el caso de materiales simples, la ecuaci6n constitutiva secante del compuesto puede
obtenerse como sigue:

donde las tensiones en cada una de las componentes (0' ijl se obtienen de las ecuaciones constitutivas

correspondientes (Ecuaci6n (8».

ALGORITMO PARA LA IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO
CONSTITUTIVO MULTIFASE

La integraci6n del modelo constitutivo propuesto para materiales compuestos es muy simple. Las
ecuaciones constitutivas de cada una de las componentes se integran en el espacio ficticio is6tropo. Para
obtener el comportamiento global del conjunto, s610son necesarias una descomposici6n previa yuna
recomposici6n posterior adicionaIes del tensor de tensiones, Respecto del caso de un material simple. Se
necesitan ademas a1gunas transforrnaciones adicionales para tener en cuenta la anisotropia inicial del
material. EI procedimiento se describe esquerruiticamenteen la Fig.3. Los subindices m -1 y m
corresponden ados incrementos consecutivos de Ia carga y n-1 y n ados iteraciones consecutivas dentro
del incremento m.



Evaluacion del incremento de deformacion: (.a&)m,n = V' (.aU )m,n
Actualizacion de la dejOrmacion total: (&)m,n = (&)m-I + (.a&)m,n
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En este ejemplo se resuelve el problema de una pieza de material compuesto formada por dos 1<iminas
adheridas entre sl. Cada una de las l:iminas estil compuesta por una matriz con fibras unidireccionales.
Las liuninas se disponen de manera que las fibras forman un angulo de 90° entre sl, ver Fig.4. Interesa
conocer el estado tensional de cada una de las l:iminascuando se somete el compuesto a una tension en
la direccion de las fibras I. Se supone que 108materiales trabajan en regimen elastico y que sus
propiedades ehisticas guardan entre silas relaciones indicadas en la Fig.4a. En la fig.4b se ha
representado el estado tensional obtenido para las laminas que coincide exactamente con el obtenido
anaIlticamente por Hull [33 1con hip6tesis similares a las de la teoria de mezclas.

Este ejemplo consiste en el analisis de un compuesto formado por liuninas de matriz ceramica reforzada
con fibras [34]. Se estudia el comportamiento bajo traccion de compuestOsformados por liuninas con
fibras unidireccionales y de compuestos formados por laminas con Jagdirecciones de las fibras rotadas
90° entre sl.
En el caso de las l:iminas unidireccionales, las probetas de traccion son de 80x20 mm y 0.I8mm de
espesor. La fraccion de volumen correspondiente a las fibras es de 34%. En el caso de las liuninas
cruzadas, (0/90) y (02,90.), las probetas son de 100xl5mm y 0.18 mm de espesor y el porcentaje de
volumen correspondiente a las fibras es de 35%.
La malla de elementos finitos utilizada se ha esquematizado en la Fig.5. Los propiedades de los
materiales utilizados se resumen en las Tablas I y II. La matriz se modela como un material ortotropo
elasto-plastico-daiiado y las fibras como materiales ortotropos elastico-dafiados. La anisotropla de la
matriz se introduce para tener en cuenta algunos aspectos locales del comportamiento de compuestos
reforzados con fibras.

Tabla I. Propiedades de la Matriz

E, =Et =Ez =90000MPa , v=0.36,
'oc = 720MPa, 'pico = 900 MPa, -!!£. = 10

'ot
K~ICO =0.15, Cj =0.004MN/m, Cf =0.3MN/m
Criterio de Fluencia: Mohr Coulomb Modificado tp = 150

Flujo Asociado 'If = 150

K'f-t =0.25, C1 =0.0007 MN/m, C: =0.0584MN/m
Criterio de Dano: Mohr Coulomb Modificado tp = 150

'oL!aol =1 ; 'ot/aot =5; 'uz/auz =5 ; "olt/aolt =2 Fig.5 Ensayo de Traccion. Malia
de Elementos Finitos

Tabla II. Propiedades de las Fibras

E1 190000MPa , Et = 75000MPa, v = 0
'oc = 'ot = 530MPa , 'piCO= 1300MPa
K~;co =0.2, C1 =C: =0.15 MN/m

Criterio de Dano de VonMises
'oL!aol =1; ,O//aot =20; 'oz/auz =20 .. 'olr/aolt =4.5

En las figuras 6 y 7 se representan las curvas tension deformacion obtenidas para el caso de liuninas
unidireccionales y himinas cruzadas. Se logra un buen ajuste entre resultados nurnericos y
experimentales. En el caso de las laminas cruzadas (02,90.) el ajuste no es tan buen 10 cual puede
atribuirse a la presencia de algunos efectos locales del tipo delaminacion que se incrementan con el
numero de laminas. Este tipo de fenomenono puede ser tenido en cuenta por el modelo presentado.
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Fig.6 Curvas Tension-Deformacion para
Laminas Unidireccionales

Fig.7 Curvas Tension-Deformacion
para Uuninas Cruzadas

La formulacion presentada, basada en la teoria de mezclas, provee una potente herrarnienta para el
modelado del comportarniento no lineal de rnateriales compuestos anisotropos. Cada uno de los
rnateriales componentes puede tener una amplia variedad de comportarnientos, elastico, plastico 0

daiiado 0 todos ellos simultineamente. Combinando estos tipos de comportarniento se pueden tener en
cuenta muchos de 10sefectos locales que caracterizan el comportarnientode los compuestos y laminados
reforzados con fibras. Aunque el modele propuesto supone una distribucion uniforme de todas las
componentes, los ejemplos de aplicacion desarrollados muestran que puede reproducir el
comportarniento promedio de compuestos laminados reforzados con fibras.

La implementaciOnnumerica de la formulacion propuesta en un programa de elementos finitos no lineal
es directa. Se requieren solo unos ,pocoscilculos adicionales.
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