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La resolucion de un sistema de ecuaciones no lineales constituye una de las dificultades impor-
tantes que se presentan en problemas de Ill. Ingenieria y de las Ciencias Aplicadas. En este
trabajo se realiza un estudio de los algoritmos numericos desarrollados pOl' Abaffy [1], Bittner
[2] y Zirilli (3) aplicados a sistemas de ecuaciones algebraicas que interviencn en Ill.modelacion
matematica de Ill.combustion del propano y de Ill.transferencia radill.tiva. En este estudio se han
considerado el tiempo de calculo CPU, el nlimero de iteraciones requeridas como Ill.magnitud
del error de Ill.solucion aproximada obtenida.

The numerical solution of nonlinear equations in, several variables is frecuently the last step for
solving problems arriving in the Engineering and Applied Sciences. In this paper we compare the
numerical methods developped by Abaffy [1), Bittner (2) and Zirilli [3] solving nonlinear systems
of equations related to the combustion of propane, the radiative transfer and systems which
contains trigonometric functions. We have taken into account the time CPU of the computer,
number of iterations and the error of the approximate solution.

Los sistemas de ecuaciones algebraicos no lineales intervienen en diversos problemas de aplicacioll
como pOl' ejemplo: en Ill. discretizacion de ecuaciones diferenciales ordinarias y a derivadas
parciales pol' medio de las diferencias finitas, en Ill. discretizacion de problemas variacionales
pol' el metodo de los elementos finitos, en Ill.minimizacion de Ill.energia potencial de sistemas
mecanicos, en Ill.resolucion de ecuaciones integrales no lineales, etc.

Para resolver sistemas no lineales se han desarrollado una gran cantidad de software sin con-
sidernt- frecuentemente una aplicacion especifica, 10 que ha sido conveniente en muchos casos.
Sin embargo, dada Ill.necesidad de tener que resolver problemas que requieren de una compleja
optimizacion y que d_eben ser resueltos pol' medio de computadores de alta eficiencia, se hace
necesario desarrollar algoritmos que permitan resolver problemas que tienen su origen en las
aplicaciones.



En base a esta reflexion se han analizado en este trabajo algunos algoritmos para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales que tienen su origen en ia modelacion matenul.tica de la
combustion del propano, en el estudio de la transferencia radiativa y sistemas con fUIlciones
trigonometricas.

se pueden utilizar diversos algoritmos numericos, siendo los mas conocidos aquellos que se basan
en el metodo de Newton y de sus modificaciones.

Tambien se han desarrollado otros algoritmos que no estan basados en el algoritmo de Newton
como pOl' ejemplo los de hornotopia, de continuacion, los metodos simpliciales, y aquellos que
se basan en la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En este trabajo se han resuelto los problemas pol' el metodo de tipo local ABS, que es una
modificacion del algoritmo de Newton y que ha sido desarrollado pOl'los autores Abaffy, Galantai
y Spedicato [1], pOl'el algoritmo de Bittner [2]que pertenece al grupo de los metodos simpliciales
y pOl'el algoritmo que se basa enla resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
expuesto en la publicacion de los autores Incerti, Parisi y Zirilli [31.

- Sistemas de ecuaciones H que se presentan en el estudio de la transferencia radiativa y que
conduce a tener que resolver sistemas de ecuaciones no lineales de gran tamano [4].

- Sistemas de ecuaciones que provienen de la formulacion matematica de la combustion del
propano, y las que han sido sugeridos pOl'More [5].

- Sistemas de ecuaciones con funciones trigonometricas.

Al respecto debe destacarse que el algoritmo de Newton no es aplicable si se pretende resolver
105 problemas mencionados.

En cuanto a la ejecucion de 10s calculos, estos se realizaron en un computador HP-Apollo,
modelo 720, con doble precision, utilizando ellenguaje de programacion Fortran. Los procesos
iterativos se detuvieron utilizando como criterio de detencion 11/11< 10-5, en que la norma es
la euclidiana.

A continuacion se describiran brevemente, los fundamentos teoricos de los algoritmos menciona-
dos.

Este algoritmo [I] es una extension del algoritmo propuesto pOl' Abaffy, Galantai y Spedicato
para resolver sistemas de ecuaciones lineales. El algoritmo es de convergencia local con una
l'apidez de convergencia !luper-lineal por Coda iteraci6n mayor,



Sea a resolver un sistema de ecuaciones no lineales dado par (1), cuyas comjlonentes son de In
forma

y sea lex) = f'ex) la matriz Jacobiana asociada que supondremos invertible en una vecindad
de la solucion aislada x· E IR" del sistema. Denotaremos pOl'aT(:r) , i = 1, ..., n a los rengloncs
de la matriz jacobina.

Si Xo E R" es un vector suficientemente cerca de x·, 10s metodos no-lineales A.BS correspon-
dientc al paso de orden Tn, (m ~ 1) se definen del modo siguiente:

Scan Yo = X",-l, Ho = I.
Sc clige un vector panunetro Zk tal que,

Pk = Hf-l Zk con pk ak(Yk-l) # 0, para k = 1, ... , n

POI' otra parte se obtiencn los valores Yk pOl'

si hacemos x'" = Y", se obtienen las soluciones. del sistema de ecuaciones no lineales. Debe
observarse que el algoritmo descrito resuelve un sistema de ecuaciones lineales.

EI algoritmo de Bittner [2J se clasificl\ entre 105metodos simpliciales y consiste en una genera-
lizacion del metodo de la secante modificada.
Sea

una transforrnacion continua y D un conjunto convexo. Sean Xo, Xl, ..• , X" vectores de D tal que
105valores correspondientes fo = f(xo) , fr = f(xd,oo·,f" = f(x,,) constituyan los vertices de
un n-simplex cerrado y tal que contcnga al origen.



n

LAd(x~) = 0
i=O

..
X

k = LAi X~

i=O

n

La;/(x~) = f(xk)

;=0

Acr • {Ail }- =mtn - ai > 0
aD' ai

EI algoritmo estudiado por Zirilli [3) y otros autores pertenece al grupo que se basa en 105

metodos llamados de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segWldo orden 105 que consisten
en resolver un sistema algebraico no lineal por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
el que a su vez se resuelve por un metodo numerico.

n

F(x) = IIf(x)W = Lf1<x) (13)
;=1

Con la fWlci6n F as! definida se construre el siguiente sistema de ecuacionea diferenciwell ordi-
narias de segundo orden:



J.l(t)d~;t) + get) [aCt)! + (1- a(t))JT(x(t))J(x(t))] d~~t) = -'VF(x(t»

I es la lllatriz unidad de orden n, J(x) es la lllatriz Jacobiana y JT(x) es la transpuesta de la
Jacobiana.

La ecuacion (14) represent a a la segunda ley de Newton de la Mecanica Clasica (F = ma)
referida a una particula de lllasa J.l(t) la que se desplaza poria accion de la fuerza -'VF(x)
correspondiente a un potencial F( x) y sometida a una fuerza de tipo disipativa,

g(t)[a(t)! + (1- a(t»JT(x(t))J(x(t))Jd~~t)

Si designarnos por x(t) ala solucion del problema inicial de Cauchy dado pOl' (14), porx· a
In solucion del sistema de ecuaciones algebraicas (1) y si se satisfacen ciertas condiciones de
hip6tesis seiialadas en el trabajo de Salvadori [6], entonces se tiene que:

EI sistema de ecuaciones diferenciales (14) se resuelve pOl' un metodo de diferencias finitas que
satisfagan la propiedad de la A-estabilidad definida pOl'Dahlquist [7].

Los problemas que se indican n continuacion han sido resueltos pol' medio de los metodos
descritos anteriormente, en que los calculos se ejecutaron en un computador HP-Apollo, modelo
720, operando con doble precision. Como criterio de detencion de los procesos iterativos se
utilizo IIIII < 10-5 en que la norma es la euclidiana.

Este sistema de ecuaciones no lineales proviene de la discretizacion de las ecuaciones integrales
que intervienen en el estudio de la transferencia radiativa [4] y euya estructura es la siguiente:

1 [ n •• ]xi + - Wo +LWj_._z_._",:" = 1
4 j=l (z+J)Xj

Este problema ha sido resuelto para sistemas de ecuaciones para valores de n = 10, 100,500 y 700
ecuacionell. Como vector inicial se eligi6 a $0 = [-0.01, ... \ -O.Ol]T en correspondencia del cual
el metodo de Newton diverge.



Metodo N° Iter Tiempo CPU Error*lO 6

ABS dv dv dv
Bittner 284 7:20:36.7 5.0601
Zirilli 26 20:17:36.9 4.6598

EI tiempo CPU esta expresado en hrs: min: seg.
EI valor exacto de la componente X700 del sistema es 0,799142702 j el error que se indica en ]a
tabla COlTcspondea la expresion Ilfil * 10-6•

EI problema de la combustion del propano en presencia del aire con-esponde a una situacion de
equilibrio quimico. Cada incognita represent a alnumero de moles de un producto gcnerado pOl'
la combustion de cada mol de propano.
EI modelo matematico que corresponde a la combustion del propano en el que se consideran
diez productos esta. dado, de acuerdo a Meintjes y Morgan (8] Y pOl' Mordechai Shacham [9],
pOl' Ius ecuaciones siguientes:

/lex) = a'i + X4 - 3 = 0
hex) = 2xI + X2 + X4 + X7 + Xs + Xg + 2XlO - R = 0
hex) = 2X2 + 2xs + X6 + X, - 8 = 0
hex) = 2;1'3 + Xg - 4R = 0
hex) = /(SJ'2X4 - XIXS = 0
r ) _ -, 1/2 1/2 ,1/2 (p )1/2 - 0

J6(X - A6.r2 X4 - XI X6 - -
X.

• 1/2 1/2 1/2 (p )1/2h(x)=I~'Xl x2 -x4 X7 - =0x •
fs(a,) = /(SXl - X4XS( J!..) = 0

J~••

jg(x) = /(9XIX~/2 - X4X9( J!.. )1/2 = 0
x •

() ·2 2 (p)flo X = Aloxi - X4XlO - = 0
X.

con x. = E~'~IXi , en que el parametro R expresa la cantidad relativa entre el aire y eI com-
bustible; las constantes /(5 '/(6, ... , /(10 , corresponden a Ius constantes de equiliblio a 22000/([8]

Dado que Ius variables Xi representan cantidades de productos quimicos, estas deberan ser solu-
ciones no-negativus, exigencius que tambien se requiere para evitar que la fun cion raiz cuadrada
tenga argumentos negativos.
Resolver un sistema de esta naturaleza ofrece grandes dificultades, pOl' 10 que se ha optado cn
este trabajo considerar la formulacion reducida del modelo de la combustion del propano como
se indica en la publicacion preliminar de Averick, Carter y More [5]. EI sistema tiene la forma
siguielltC:



fl(x) = XIX2 + XI - 3xs = 0

h(x) = 2XIX2 + XI + 2RlOx~ + X2,r~ + R,X2X3 + R9X2·r4 + RSX2 - Rxs = 0

h(x) = 2X2X~ + R7X2X3 + 2Rsx~ + ROX3 - 8xs = 0

!4(x) = R9X2X4 + 2x~ - 4Rxs = 0

J.5(X) = XIX2 + XI + RlOx~ + X2X~ + R,X2X3 + R9X2X4 + RSX2 + Rsx~ + ROX3 + x~ - 1 = 0
(19)

De este modo el sistema (18) se ha reducido a uno de cinco ecuaciones con cinco incognitas.
Esta reduccion es posible tomundo en consideraeion las caracteristicas de las ecuacioncs que
rigen el equilibrio quimico.

Rs = 1.930.10-1
R7 = 3.448.10-3 . p-I/2
Rg = 2.155. 1O-4p-I/2

R6 = 2.597.10-3 . p-I/2
Rs = 1.799. 1O-'s .p-I
RIO = 3.846· 1O-s . p-I

EI problema de la combustion del propuno ha sido resuelto pOl' los metodos ABS, de Bittner y
de Zirilli con los resultados que se indican en la Tabla II.

Metodo NU Iter Tiempo CPU Enor*10 6

ABS 1800 4.9 29.7191
Bittner 45 0.0 0.0313562
Zirilli 2832 - 9.969

EI sistema hn sido resuelto con diferentes veetores iniciales cuyn eleccioll depende delalgoritmo
utilizado.
EI algoritmo de Zirilli solo ha sido aplicable si la componente X2 del vector inicial es un valor
cercano a 34. Los pani-metros lItilizados han sido los siguientes: J.l = 0.8 ,g = 1.4 ,a = 0.25 ,
habiendose considerado para el paso de integracion h, el valor h = 0.01.

En In publicacion de Meintjes y Morgan [8]se encuentra la solucion obtenida pOl'otros algoritmos
y cuyos fundamentos matematicos son discutibles.

Ademas de los problemas anteriores se realizo un estudio de un sistema de ecuaciones con
fllnciones trigonometricas dado pOl':



n

senxj - LCOSXi = 1- n , i = 1,2, ...,n
j=l
jJl.i

Este sistema solo ha sido posible ser resuelto para un ntunero de ecuaciones n = 23, pOl' el
metodo ADS, para n = 10 pOl' el metodo de Bittner y n = 50 pOl' el metodo de Zirilli.

Metodo NU Iter Tiempo CPU Er1'Or*1O.~
ABS 14 0.1 5.1357
Bittner 9 0.0 9.3835
Zirilli 2083 1:13:22.9 0.0000

La solucion exaeta del sistema trigonometrico es: x' = [0.0, ... , O.O]T
En el caso del metodo de Zirilli los pan\ll1etros utilizados han sido los siguientes: JJ = 2.0 ,
9 = 9.2 ,(L = 1.0 , habiendose considerado para el paso de integracion e1valor 11 = 0.01.

- EI metodo simplicial publicado pOl'Bittner conduce a resultados satisfactOl'ios, sin embargo
present a el inconveniente de la determinacion de n-simplex. En general se concluye que este
algoritmo solo es aplicable para resolver sistemas de ecuaciones no lineales pequeiios.

- EI algoritmo ABS ha dado resultados satisfaetorios para resolver e1 sistema de ecuaciones
de 1a combustion del propano. No present a mayores ventajas para resolver 10s otros dos
problemas. Debe tenerse presente que es un algoritmo de tipo local.

- E1 algoritmo de los autores Incerti - Parisi - Zirilli sigue siendo un algoritmo de tipo global
conveniente, a pesar de las dificultades en la determinacion de 10sparametros JJ, g, a y de su
convergencia 1ellta. En ciertos casos solo es utilizable como un metodo de tipo local como
sucede en 1a resolucion del Problema 2.

Para el desarrollo de este trabajo, se han cconsiderado las sugerencias dadas pOl' los profesores
.Jorge MORE del Laboratorio Nacional Argonne de la Universidad de Chicago y Josef STOER
de la Universidad de Wiirzburg de Alemallia, pOl' 10que se les agradece muy sillceramente.
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