
Mecanica Computacional Vol. 14, paginas 190-199
compilado por Sergio IdeIsohn y Victorio Sonzogni
Editado por AMCA, Santa Fe, 1994

REPRESENTACAo DO COMPORTAMENTO DO CONCRETO
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o presente trabalho apresenta urn modele de dano continuo 0 comportamento instantaneo e dependente do
tempo do concreto. 0 modele tern carater anis6tropo e esta baseado em deforma~oes. Alem da
apresenta~ao do modelo, comenta-se sua implementa~iio em urn programa de elementos finitos.
Resultados obtidos sao comparados a resultados experimentais encontrados na bibliografia.

This paper presents a continuum damage model for the representation of the instantaneous and time
dependent behavior of concrete. The model is anisotropic and strain-based. Besides the model
presentation, its implementation on a finite elements program is commented. The results obtained with the
model are compared with the experimental results, found in the literature.

INTRODUCAo
o conceito de Mecamca do Dano Continuo foi formulado originalmente por Kachanov, em 1958
[conforme referencia 1]. Sua primeira aplica~iio foi para simular a fluencia terceana em metais.

A partir decada de 70, este conceito foi retomado por varios pesquisadores, gerando inumeras aplica~oes,
como por exemplo: modelos para analise de fadiga, modelos para fluencia nao-linear e modelos para
simula~ao do comportamento do concreto. Estas aplica~oes davam-se pela aS50cia~iio de modelos
elasticos, plasticos e, mais raramente, viscoelasticos ou viscoplasticos com modelos de dano continuo.

A Mecinica do Dano Continuo tern urn enfoque fenomenol6gico, ou seja, preocupa-se em simular os
efeitos causados pela forma~iio de microdefeitos sobre 0 comportamento global do corpo, niio
considerando a microestrutura do material. Isto traz como vantagem te6rica 0 fato de permanecerem
validas as hip6teses do continuo. AIem disto, para fins de aplica~ao computacional, 0 esfor~o exigido e
bastante menor.

A Mecamca do Dano Continuo baseia-se no conceito de variavel de dano. Para expo-lo, veja-se a Fig. 1.
Ai encontra-se urn elemento retirado do interior de urn corpo submetido a uma certa solicita~iio extema. A
superficie total e dada por S e os microdefeitos tern, cada urn, urna area Si.

Define-se a variilvel de dano como sendo a area dos microdefeitos sobre a area total.

d= :ESi
S

Deste modo, a variavel de dano podera llssumir valores entre 0 (material livre de defeitos) e 1 (a area dos
microdefeitos atingem toda superficie). Em geral, a ruptura ocorre para valores inferiores a I, sendo este
valor denominado dano critico.



Confonne este conceitos, a a·aa que efetivamente suporta as solicitayoes sent (I-d). A variavel de dano
podera ter carater isotropo, quando os microdefeitos nao tern direyao preferencial. Isto acontece em metais
duteis. Quando os microdefeitos encontram-se orientados, a variavel de dano tera carater anisotropo. Este
caso e caracteristl"o de materiais frageis, como concreto.

Relacionando-se os conceitos acima com urn material elastico com dano, pode-se escrever, para 0 caso
isotropo:

Para 0 caso geral de dano anisotropo a variavel de dano influenciara cada tenno do tensor elastico de
fonna distinta, passando (2) a ser escrita como:

Segundo 0 que foi anterionnente exposto, a Mecamca do Dano Continuo pressupoe que a existencia de
microdefeitos diminui a supemcie resistente efetiva. Deste modo, pode-se introduzir 0 conceito de tensao
efetiva. Para 0 caso isotropo a tensao efetiva sera dada por:

ef Cfij
Cfij = (I-d)

ef M-1
Cfij = ijld aid

Posterionnente, Lernaitre [1] introduziu a hip6tese da defonna~lio efetiva: "a defonna~o associada a urn
estado danificado sujeito a uma tenslio aplicada e equivalente aquela associada a urn estado nao-danificado
sujeito a tensao efetiva correspondente". Na Fig. 2 ve-se a representayao esquematica deste conceito.
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MODELO DE DANOCONTINUO SEGUNDO MA,zARS [2]
o modelo apresentado teve como embasamento inicial 0 modelo de Mazars. Alem disto, este modelo sera
necessario para apresentayao de alguns exemplos.

o modelo de Mazars e isotropo e baseado em deformayoes, considerando 0 material ehistico com dano
continuo. Deste modo, a forma da lei constitutiva e dada pela equayao (2). 0 criterio de danificayao e
expresso por:

onde f:eq e uma deformayao equivalente e r 0 limite de danificayao, sendo suas expressoes apresentadas
nas expressoes (8) e (9), respectivamente:

onde f:j saD as deformayoes principais e fO 0 limite inicail de danificayao. Este limite e tornado como
sendo a deformayao correspondente a milxima tensao no ensaio de trayao uniaxial.

A variavel de dano, com carater escalar, comeya por ser definida para os casos de compressao e trayao
uniaxial:



onde a.c e a.t sao fatores de ponderavao entre 0 dano causado por tensaoes de travao e tensoes de
compressao, dados por:

Estes fatores de ponderayao sac definidos apenas na etapa inicial e devem-se manter constantes ao longo
do processo. Deste modo, 0 modele fica restrito a processos de carregamentos onde a relavao entre a5
tensoes nao se alterem (carregamento radial).

Este modele constitui-se em contribuivao original dos autores. Inicia-se pela definivao das relavoes tensiio-
deformavao:

E = Eo(l- d)
Vov·· =---- i= 1,2

1) (1- aijd)

( 17)

(18)



sendo duma variavel representando 0 dano, com carater escalar, e aij uma variavel de dano ligada ao
coeficiente de Poisson.

Atraves da inversiio das rela/yoes (15) e obtido 0 tensor elastico:

r 1- V~3 v12 + vl3v23 vl3 + v12 v23 0 0 0

v12 + v13v23 1- VI3 v23 + v12vl3 0 0 0

C=p vl3 + V12V23 v23 + v12\'23 1- VI2 0 0 0
0 0 0 G12/13 0 0
0 0 0 0 G12/13 0
0 0 0 0 0 G12/P

A lei de danificayiio mantem as defini/Yoesde Mazars, apresentadas nas expressoes (7), (8) e (9). A variavel
de dano d permanece com sua defini~o para 0 caso geral dada em (12), junto com (13) e (14). A
modificayiio fica por conta das deformayoes principais evoluirem diferentemente, tendo em vista nlio ser 0
modelo. isotropo. Modifica-se, tambem a expressiio para 0 dano no caso uniaxial:

d -1- 1+Ac(Eeq -ro)Co

c - 1+Ac(Eeq -ro)CO + Bc(Eeq -roi

1-(ljexp(-100Ej)~0 SeEj <EjSO
ajj= (ljexp(-lOOEj)Sl se£j <0 eEj~O

nos outros casos

Note-se que a variavel aij dispensa a detennina~ de parametros.

o \~n:iOr~IUlico ilqui d~finido encontril-SCrererido ilOSeixos de tensoes principais. Para sua ilplica~.
deve ser rotado para 0 sistema de eixos g1obais.



Ao analisarmos 0 modelo anterior, verifica-se que 0 coeliciente de Poisson assume valores superiores a
0,5, 0 que significa modulo de compressibilidade negativo, trazendo, como conseqiiencia, a possibilidade
de aparecerem matrizes singulares. Fisicamente, como e demonstrado experimental mente [3], durante a
compresslio aparece uma inverslio na deforma~lio volumetrica. Entretanto, 0 modulo de compressibilidade
do concreto torna-se negativo apenas aparentemente, pois parte da deforma~lio medida nlio e efetivamente
uma deforma~lio do material, mas sim fissuras abertas.

Por outro lado. experimentos mostram que no processo de descarga aparecem defornla~oes residuais [4].
fato este que tambem nlio fica definido no modelo anterior.

Para contornar estes dois pont os propoe-se a introdw;:lio de deforma~oes anellisticas irreversiveis no
modelo. ticando 0 tensor de deforma~oes dado pela soma:

Tendo em vista que os resultados para carga monotonicamente crescente foram bons com 0 modelo
anterior, deseja-se que nesta situa~iio os resultados sejam reproduzidos. Deste modo, igualando-se a
expressiio (25) Ii expressiio (3), tem-se que:

onde 0 tensor C foi definido no item anterior. Para estabelecer C· mantem-se todas as defini~oes antenores
relativas ao tensor C, modificando-se apenas a vari/lYel de dano d, que sera substituida por uma variavel
d·:

Como uma primeira aproxirna~o, toma-se a fun~iio h(eeq) como constante. Segundo ensaios de
Ramtani [4], observa-se que este valor pode-se situar entre 0,5 e 0,6.

Na Tabela 1 compara-se os valores do coeficiente de Poisson para 0 ensaio de compressao uniaxial
considerando-se e 010 considerando-se as defo~Oes residuais.

d •v12 Vn

0 0,200 0,200
0,4 0,333 0,238
0,6 0,500 0,263
0,8 1,00 0,385
0,9 2,00 0,435
0,95 4,00 0,465



EXTENSAo PARA CARGAS DE LONGA DURACAo
Para considera-se 0 efeito de cargas de longa duralYiio considera-se 0 concreto como urn material
viscoelastico com dano e inclui-se defomlalYOeSpor retralYiio.

MODELO VISCOELASTICO COM DANO

Parte-se da relalYiiointegral:

sendo C 0 tensor elastico com dano definido nos itens anteriores e f obtido a partir do tensor funlYiiode
t1uencia:

onde Ee + Ea e reprcsentado pela primcira parcel a do termo Ii direita, podendo ser unificada apenas em Ee

para modelos que niio considerem deformalYoesanelasticas, e Ev, pela segunda parcela.

Considera-se que a fluencia do concreto tern carater isotropo. Deste modo, passa-se a representar 0 tensor
fcomo:

f . ) eCt;r)CCo )-1
ijkl(t;r = --0- ijk!

E

Pela expressiio acima fica estabelecido que a funlYiiode fluencia fica independente do dano. Deste modo,
apenas a deformalYiio elastica e a deformalYiioanelasticas siio funlYiiodo dano. 0 fenomeno viscoelastico
depende apenas da historia de tensoes e caracteristicas iniciais do material. Note-se que ao longo do tempo
as deformalYoes elasticas e anelasticas tambem aumentam, tendo em vista a evo!ulYiiodo dano.

As definilYoesdo criterio de danificulYiioe da funlYiiode dano seguem inalteradas em relalYiioao modele
para cargas instantaneas, podendo-se empregar qualquer modele desejado, inclusive os apresentados neste
trabalho. A progressiio do dano com 0 tempo existe em funlYiiodo aumento das deformalYoes totais.

CONSIDERAC;:AO DA RETRAC;:AODO CONCRETO

A retralYiio sera tratada como uma deformalYiio imposta hidrostatica, cuja formula adotada para sua
avalialYiioe dada por:



IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
OS modelos foram implementados sobre urn programa de elementos finitos para estado plano. Para 0
modelo instantineo a analise foi feita utilizando-se 0 Metodo do Incremento de Deslocamentos, adotado
ap6s comparalj:ao cern 0 Metodo do Controle de Trabalho, tendo 0 primeiro apresentado maior eficiencia.

o modelo dependente do tempo foi implementado utilizando 0 Metodo das Variaveis de Estado [5,6], que
permite a realizalj:ao da analise levando em conta a hist6ria de tensoes, porem com reduzida demanda de
mem6ria. Este metodo transforma a funlj:ao de fluencia numa serie de Dirichlet-Prony, identificada com 0

modelo reol6gico Kelvin generalizado. Para analise dependente do tempo 0 Metodo do Incremento de
Deslocamentos ja nao e valido, sendo substituido pelo Metodo da Rigidez Secante.

COMPORTAMENTO INSTANTANEO SOB COMPRESSAO UNIAXIAL

A seguir mostra-se 0 ajuste de uma curva em compressao simples de uma ensaio feito por Kupfer [3].
Utiliza-se como dados iniciais: Eo = 32000 MPa, Vo = O.175, TO = 10-4.

Com estes dados, ajusta-se os parametros da equalj:ao (21), atraves de urn programa de regressao nao-
linear: Ac = 9,43.107, Bc = 2,7556.1010, Cc = 1,1936.

A Fig. 3(a) mostra a comparalj:ao dos resultados.

Utiliza-se os dados anteriores para ajuste de dc' Como 0 experimento nao traz dados sobre 0 ramo
descendente em tralj:ao, estima-se: At = 0,9, Bc = 20000.

Analisam-se diversas combinalj:oes biaxiais, tomando-se as tensoes milximas para cada caso. Com estes
dados tralj:a-se ul'na curva envolt6ria de ruptura, apresentada na Fig. 3(b), comparando-se com os dados
experimantais.
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Fig. 3 - COmparalj:aOde resultados do modelo com dados experiementais [3].

(a) Curva de compressao uniaxial (b)Envolt6ria de ruptura biaxial.



COMPORTAMENTO NO TEMPO SOB COMPRESSAO UNIAXIAL

o modelo para cargas de longa dura~ao sera comparados com resultados experimentais de Smadi et al.
[7]. Como neste trabalho nao existem dados suficientes para ajuste do modelo anisOtropo, sera utilizado 0
modelo isOtropo de Mazars para represent~ao do dano.

Os dados iniciais sao: Eo = 22000MPa, V = 0,2, fO = 0,0001.
Os coelicientes para a fun~ao de dano obtidos foram: Ae = 0,936, Be = 1507.

Para a fluencia tomou-se uma cadeia Kelvin com 3 elementos, tendo side necessano ajustar-se 6
coclicicntes (tees constantes de mola e tres tempos de retard~ao). 0 ajuste tambem foi feito por regressao
nao-linear, resuItando os valores da Tabela 2.

o ajustc dos parametros de retra~ao resultou: As = 78911,0, Bs = 7,40440.10-5.

i Ej 9j

1 697,43 1273,04

2 1703,87 1790,89

3 26190,10 0,78
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Fig. 4 - Comportamento no tempo em compressao uniaxial. Comparacio dos resultados
de modelo viscoelastico linear e viscoelastico com dano com dados experimentais [7].

(a) 0' 1 = 0,4f~ (b) 0' 1 = 0,6( (e) 0' 1 = 0,7S(



Com estes dados foram geradas curvas para tres nlveis de tensOes: 0,4; 0,6 e 0.75 de f;. Para cada nivel
foi gerada uma curva considerando 0 modele viscoelastico linear e viscoelastico com dano. Os resultados,
comparados com 0 experimento. encontram-se nas Fig. 4(a}, (b) e (c). Pode-se. entio, contatar que a 0.4
f; os resultados para 0 modelo linear e com dano sio muito proximos. Entretanto, a medida que a tensio
cresce. este resultados afastam-se gradativamente.

o modelo anisOtropo para analise instantinea mostra razoavel aproximayio do comportamento do
concreto sob carregementos uniaxial e biaxial. Apesar de ser urn modelo anis6tropo, necessita que se
estabel* parimetros apenas para uma variavel de dano escaJar, ficando a anisotropia por conta de sua
diferente apli~ em cada termo do tensor elastico. Este fato faz com que os ensaios necessarios para
calibragem do modele sejam relativamente simples .

A extensio de modelos de dano continuos para a anaJise dependente do tempo de concreto mostrou ter,
tambCm, urn comportamento razoavel. Tendo-se a fun~ de dano de ensaios instantaneos e as fun~oes de
tluencia linear e retra~. sua apli~ e imediata, nio necessitando de parimetros extras.
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