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En este trabajo se analiza un modelo fluvial cinematico general
dado en forma de ley no lineal de conservaci6n, y se observan sus
caracteristicas segun diversas geometrias de la secci6n
transversal del cauce.

In this paper a general fluvial
of a nonlinear conservation
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sectional geometries.
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El flujo unidimensional gradualmente variado del agua en un canal
abierto 0 cauce fluvial sobre un lecho fijo se representa mediante
las ecuaciones de Saint-Venant de la hidrodinamica

as +
aQ

= 0 (1 )at ax ,
a Q ! ~(~)2 az + ~ 0 (2)at (s) + + 9 ax 9 2 = ,2 ax S D

donde x es la variable espacial. t el tiempo. Q=Q(x.t) el caudal.
S=S(Z(x.t).x) el area transversal mojada. Z=Z(x.t) la cota desde
un plano fijo de referencia. 9 la aceleraci6n de la gravedad, y
D=D(Z(x.t),x) el coeficiente de conducci6n. convenientemente
relacionado con la resistencia por fricci6n al flujo (ver figuras
1 y 2).

Las ecuaciones (1) y (2) corresponden a la conservaci6n de la masa
y de la cantidad de movimiento. respectivamente. Cuando se dan
condiciones iniciales y de contorno apropiadas forman un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperb6lico
casilineal. que debe ser resuelto numericamente. La deducci6n de
las ecuaciones (1) y (2) puede verse en [1]; en [2], por ejemplo.
se introducen y explican varios metodos numericos.

Desde el punto de vista practico el principal problema que se
preenta cuando se modeliza un tramo de rio es el ajuste de los
coeficientes de conducci6n D(Z(x.t),x). que usualmente, a
diferencia de las areas de las secciones transversales moiadas, no
pueden ser medidos. Para rios con secciones transversales muy



irregulares es dificil representar IDS coeficientes de conducci6n
mediante funciones simples; por consiguiente, eo. general es
necesaria usar tablas e interpalarlas. El resultado concreto es
que es necesario ajustar un gran numero de parametros~ una tarea
compleja y lenta en la cual interviene la experiencia e intuici6n
del modelista, ya que plantear el ajuste como la soluci6n de un
problema inversa y aplicar la teoria correspondiente suele ser
absolutamente impracticable can tal cantidad de parametros. Par
otra parte, se necesita previamente recolectar una cantidad
significativa de datos de campo, que pueden no estar disponibles.
Par tales motivos, a veces se modelizan con .xito rios mediante la
introducci6n de la hip6tesis simplificatoria de que en cada punto
del eauce existe una ley univoca cota/caudal. Con esta hip6tesis,
y dado que S es una funei6n univaca de Z, se tiene
O(x,t)=QIS(x,t),x), y la ecuaei6n (1) se transforma en

aO(S(x,t),x)) = 0
ax

Desde el punto de vista te6rico, esta ecuaci6n fue estudiada hace
mas de cuarenta anos por Lighthill y Whitham (ver [3]). Es una
eeuacion diferencial hiperb61iea no lineal (salvo en el
-improbable- caso en que dQldS es constante), que tiene muchas
ventajas respecto del sistema completo (1), (2) si se pretende un
modelo fluvial no demasiado detallado; es muy facil preparar un
modele eomputacional usando (3), y el numero de parametros a
ajustar es relativamente pequeno.

Por supuesto, IDS resultados obtenidos tienen nucho menos
precisi6n que los obtenidos con el sistema completo (1), (2), pero
de todos modos muchas veces uno no tiene los datos de campo para
alimentar el modelo completo, can 10 cual el modelo (3), can
condici6n inicial

S(..·,t ) = S (x)
. 0 0

y condiei6n de contorno en el extrema aguas arriba del
de caleulo x ~ x ~ x

o 1

es suficiente para muchos prop6sitos. (3), (4), (5) es un problema
diferencial mixto can condici6n inicial y de contorno.

Obs.rvese que can este modelo, llamado cinematico, se pueden
modelizar no solamente tramos de rios a canales sino tambi.n
cuencas fluviales can estructura arborescente (ver figura 3). Es
necesario solamente resolver num.ricamente cada rama afluente por
su cuenta y, en los puntos de confluencia. usar conservaci6n de
masa:

Qi + Qj = Qk'

los valores calculados de caudal aguas abajodonde Q. Y Q. son
, J

los tramos i y j Y Qk es el valor del caudal aguas arriba del
tramo k, que funciona como condici6n de contorno para esa rama, Se
necesitan condiciones de contorno externas en cada extremo abierto
aguas arriba de la cuenca flUVial. Para tratar el caso
arborescente con el sistema completo (1), (2) es necesario un
procedimiento mas complejo, como puede verse en C4J.



Si suponemos ahora que la funci6n cota/caudal es
todos los puntos del tramo fluvial modelizado,
0=0($) (este serla el caso de un canal
prismatico), y esta funci6n es continuamente
podemos escribir (1) como

la misma para
es decir, que
aproximadamente
diferenciable,

donde ahora tenemos una ley de conservaci6n escalar en el sentido
dado, por ejemplo, por Lax [5] con una funci6n de flujo
(posiblemente no lineal) Q; podemos enconces analizar bajo que
condiciones se pueden aplicar los resultados te6ricos que nos
ofrece la teorla y que conclusiones podemos inferir de ellos.

Este modelo de onda cinematica 0, usando terminologla de
ingenierla, hidro16gico, se usa en modelizaci6n fluvial desde hace
muchos a~os. Lo habitual es ajustar c=dQldS 0 algun parametro
equivalente para cada intervalo espacial de discretizaci6n y
resolver numericamente la ecuaci6n

Mas aun, el conocido metodo numerico de Muskingum, por ejemplo,
(ver [6]) es aplicado desde 1934, mucho antes de que se estudiaran
las caracterlsticas te6ricas de la ecuaci6n.

En este trabajo supondremos que la funci6n de flujo a(S) se puede
caracterizar te6ricamente siguiendo el enfoque de Lighthill y
Whitham. Con esas condiciones, mostraremos que, de acuerdo a la
geometrla de las secciones transversales del ria a canal, Q es una
funci6n convexa genuinamente no lineal 0 su derivada se anula en
un numero finito de puntas y cambia de signa en esos puntas. La
funci6n de flujo Q puede incluso aproximarse a una funci6n no
diferenciable en un numero finito de puntos, en el sentido de que
es continuamente diferenciable excepto en esos puntas, en los que
dQldS tiene limites (distintos) a derecha e izquierda. Esto ocurre
cuando las secciones transversales aproximan una poligonal.

Llamaremos canal prismatico a un canal con secci6n transversal
constante. Si suponemos que el material del lecho es el mismo para
todos los niveles de agua y todos 105 puntos espaciales x, podemos
calcular una funci6n univoca Q(S) usando la hip6tesis de Chezy,
que dice que la resistencia par fricci6n T es proporcional al
cuadrado de la velocidad media V=Q/S:

donde f es un coeficiente de fricci6n, p la densidad del agua, y P
el peri metro mojado.

Siguiendo a Lighthill y Whitham igualamos la resistencia T
componente Fx de la gravedad segun el eje x, la cual,
pend~entes peque~as' i, puede ser escrito como

a la
para



(iglr)1/2 , de modo que
Q = VS = I1S3/2 I p1/2 •

Observese que en este modelo tenemos solamente un parametro para
ajustar, a saber r 0, 10 Que es 10 mismo, H. La ecuaci6n (7) nos
muestra Que si P es una funci6n dos veces diferenciable' de S, G
tambien 10 es.

Analicemos ahora la expresi6n para c = dGldS y para d2GldS2

Tenemos
dQ

11 (
3

(
S )1/2 - 1 S )3/2 dP

(8)dS = 2 P 2 P dS

De (9) obtenemos inmediatamente el

Teorema ~: Para G dada por (7), si d2PldS2 < 0, entonces G es una
funci6n de S convexa, estrictamente no lineal, y dos veces
diferenciable.
Demostraci6n: 11, S y P son positivas, de modo Que si d2PldS2 es
negativa, (9) es estrictamente positiva.

Estamos entonces en condiciones de aplicar el teorema de
existencia y unicidad de leyes de conservaci6n escalares
genuinamente no lineales (ver por ejemplo [7), y obtener as! el

Teorema £: Para G dada por (7),
conservaci6n (7), can condici6n
medible acotada G (x) tiene unao
condici6n de entrop£a: para todo a>O, t>O, y x
constante E > 0, independiente de a, x y t, tal

si d2PldS2 < 0 , la ley escalar de
inicial (4) dada por una funci6n
unica soluci6n debil Que cumple la

real,
Que

S(x + a, t) - sex, t) < ~
a t

Analizaremos ahara la geometr!a de las secciones transversales
para ver cuando podemos aplicar el Teorema 1.

Veremos ahora Que para secciones transversales "normales" vale que
dp21dS2 < 0 , y,'por consiguiente, G(S) es una funci6n convexa. En
efecto, supongamos una secci6n transversal simetrica respecto de
un eje vertical, y representemos el contorno derecho de la secci6n
transversal en el plano (b,h), donde b es la coordenada
transversal can origen en el eje de simetrla de la secci6n y
h=h(b) es la altura desde el fonda, tal como se puede ver en la
figura 4, de modo Que 2~ es el ancho de la superficie libre de la
secciOn transversal para la altura h;h(~). Para secciones
transversales "normales" h deberla ser convexa; en efecto



Teorema ~: 5i h(b) es una funci6n C2 convexa, tambien 10 es Q(S).
Demostraci6n: 5610 necesitamos probar que d2P/dS2 < 0. Tenemos que
d2h/db2 > 0, y por consiguiente d2b/dh2 < 0, pues h(b) es
creciente. Entonces, suponiendo que b(O) 0 sin perdida de
genera1idad

dP/dh
dS/dh

d dP
dS dS

d «db/dh)2 + 1)1/2
dS b

db/dh d2b/dh2[--------
2b2 «db/dh)2 + 1)1/2

Observese que (10) cubre los casos simples en los que b(h) = khr
,

no solamente para los casos c6ncavos en que r51 (para los cuales
se aplica el teorema 3), sino tambien para todos los r positivos,
que incluyen una abundante familia de funciones no c6ncavas.

En particular, veamos que sucede para secciones transversales
trapezoidales, como se muestra en la figura 5. 5i a es el Angulo
entre la pared lateral de la secci6n transversal y el eje
transversal horizontal, con 0 < a 5 n/2 , una simple cuenta trigo-
nometrica nos muestra que, si 80 es el ancho de fonda del canal

S(h) (B + h-cot(a»h (11)
0

P(h) B + 2hcsc(a) (12)
0

De (11) y (12) deducimos

dP(h) 2 csc(a)
dS B + 2h cot(a)

0

4

(Bo
de modo que si la secci6n transversal es un trapezoide y el ancho
de la superficie libre es funci6n creciente de la altura, Q = G(S)
dada por (7) es una funci6n convexa dos veces diferenciable. En
particular, si Q=n/2, tenemos en esencia un rio enca~onado.

csc(O()cot(a)
+ 2h cot(Q»9

~Que pasa cuando el ancho es una funci6n decreciente de la altura,
como en la figura 6, es decir, cuando las paredes laterales de l~
secci6n transversal estan "inclinadas hacia adentro", 0 sea
0( > ~/2? En este caso, si ~ = n - 0(, h 5 Bo tan(~)/2 y .
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Slh) = lBo - h cotl~» h ,

dP1h)
ciS

2 cscl~)
Bo - 2 h cotl~) ,

4 cscl~) cotl~)
lB - 2h cotl~»3o

de modo que ya no podemos asegurar mas que GIS)
convexa. En realidad, tenemos que analizar la
cuidadosamente.

sea una funci6n
ecuaci6n (9) mas

Podemos observar que si h tiende acero, S(h) tiende acero, P(h)

tiende a Bo ' dPldS(h) tiende a 2 csc(~)IBo ' y d2PldS2(h) tiende
a 4 csc(~) cotl~)IB9 • de modo que si S tiende acero, dG/dSo .
tiende a cero y d2GldS2 tiende a infinito.

Por otra parte,
B2tanl~)/4, Plh)

o
mismo signa que

si h tiende a B tanl~)/2, Slh) tiende aq
d2GldS2tiende a B + B tan(~) cscl~) y tiene el

0 0

1 2 S dP S\dP)2 2S2 d2p- +
P dS p2 dS 3P d~2,:.

4 CSC(~)2

lBo+2h cscl~)IBo - 2h cotl~)2)
8 cscl~) cot(~)
3(B -2h cot(~»9o

Hemos mostrado que d2GldS2 se anula en un numero finito de puntos
(al menos uno) y cambia de signa en esos puntos. Como puede verse
en [8], podemos asegurar entonces la existencia de una unica
soluci6n debil de (6) con soluci6n inicial G medible acotada sio

Condici6n EO: Sea x(t) una curva de discontinuidad de
debil S(x,t), y sea v un numero entre S(x(t)-O,t) y
Entonces, exce~o posiblemente en un numero finito de
o[v,S-] ~ o[v,S+], donde S- y S+ son S(x(t)-O,t) y
respectivamente, y o[w,z] = (Q(w)-Q(z»/(w-z) , con
Cabe mencionar que, en general, podemos cambiar la
con condici6n inicial (4) por la ecuaci6n

la soluci6n
S(x(t)+O,t).
t, vale que
S(x(t)+O,t),

w pi. z .
ecuaci6n (6)

dS(h)
dt

+ dQ(S(h» = 0
d)c'



con condici6n inicial h(x,O) = ho(x) y trabajar directamente con
la altura h, aplicanda nuevamente el teorema de existencia y
unicidad dado en [8J.

Analicemos ahara una secci6n transversal trapezoidal a
como se muestra en la figura 7. 8i h, es la altura a la

tr-ozos,
cual la

i ~ 1 (h
o

es la altura del lecho), y

correspondientes angulos, anchos
superficiales, areas de secciones
peri metros mojados, respectivamente,

transversales mojadas
con P =8 • h =S =0. O<a.~no O' 0 o· \.

En h =h. S· = S. p. P. pero dP.ldS· ~ dP.ldS- Por
\. i \.. 1. I,. l \.

consiguiente, no podemas aplicar el teorema de conservaci6n
directamente, porque en esos puntos dQ(S)/dS es discontinua; sin
embargo, calculemos ambos 11mites laterales dQ./dS- y dQ/dS·, de, ,

dP. ,
dS

2 csc(ot. )
,- 1

B. + 2(h -h ) cot(ot
\'-1 i-I \-1

de modo que
dP~/dS < dP~/dS si y s610 si, L

es decir, si y s610 si ot. > otL-l L

De este analisis deducimos que si aproximamos b(h) cerca de los
puntos h, (sobre un intervalo, digamos, (\-c, \+c), mediante una
funci6n dos veces diferenciable, de modo de suavizar los angulos,
si ot'_l< ot,podemos usar una funci6n c6ncava; por el contrario,



asegurar 10 siguiente: GIS) es una funci6n convex a excepto cerca
de las alturas criticas h donde la pendiente vertical cambia

L

con un gradiente muy grande y el angulo de la pared lateral de la
secci6n transversal decrece abruptamente. Alii dZG/dSz se anula
dos veces, y sus valores cambian de positivos a negativos y de
nuevo a positivos. Podemos aplicar de nuevo la teoria de leyes de
conservaci6n con condiciones no convexas.

Con el modelo cinematico desarrollado en las secciones anteriores
se puede en principio analizar secciones transversales de
cualquier tipo, aproximandolas mediante perfiles transversales
trapezoidales a trozos. La 'existencia y unicidad de soluciones
debiles esta garantizada en los casos mas interesantes; sin
embargo, debemos controlar en cada situaci6n si las suposiciones
fisicas del modelo se pueden realmente aplicar. El caso de paredes
laterales inclinandose hacia adentro es interesante no s610 por
sus propiedades te6ricas (de acuerdo a la inclinaci6n la
funci6n de flujo puede pasar de convexa .a c6ncava) sino porque
esto se traduce en propiedades que se pueden extender a canales
cerrados, y eventualmente a presi6n.

Ahora bien, en muchos rios, y en particular en rios caudalosos de
llanura, es usual observar secciones transversales con un lecho
menor, por el que el agua fluye la mayor parte del tiempo, y una
amplia planicie de inundaci6n, cubierta por el agua solamente en
casos de crecidas excepcionales. Las secciones transversales de
este tipo tienen la forma indicada en la figura 8. Existe una
altura critica h. ' por debajo de la cual el agua s610 fluye por
el lecho menor, y por encima de la cual la planicie de inundaci6n,
o lecho mayor, se comienza a cubrir. Examinemos ahora la
transici6n entre las dos situaciones segan el modelo cinematico
expuesto en las secciones anteriores. 5upongamos que el lecho
mayor tiene pendiente despreciable en sentido transversal. 5i
usaramosel modelo de Chezy, obtendr1amos que la funci6n de flujo
GIS) es discontinua para S. S(h.) Esto se observa
directamente: cuando la altura h cruza el valor critico h. el
area S cambia continuamente, pero el peri metro mojado P salta del
valor b.+2h., donde b. es el ancho del lecho menor, a bz+2h.

donde bz es el ancho del lecho mayor. Como resultado el caudal
decrece bruscamente. El mismo resultado se obtiene como caso
limite de la secci6n transversal trapezoidal, si permitimos que el
lecho mayor tenga una pequeNa pendiente transversal, y hacemos
tender esa pendiente a cera.

Claramente, esta discontinuidad de G(S) no es realista.
par otra parte, tenido muy en cuenta en modelizaciones
concretas can las ecuaciones de 5aint- Venant completas
ejemplo, [2]), en las que se aplican diversas tecnicas
para analizar rios con lecho mayor). Evidentemente,
ante5 eXpue5ta fall& debido no s610 a QU@ @l cambia de
lateral es muy abrupto, sino, sobre todo, a que la

Este es,
fluviales

(ver, por
especiales
la teor1a

p@ndi@nte
parte de



pe~imet~o t~ansve~sal co~~espondiente al lecho mayo~ es
significativamente mayo~ que la que co~responde al lecho meno~, 10
cual cor~esponde a un cambia muy p~onunciado de la f~icci6n con
~especto a la altu~a. Po~ consiguiente, efectos cualitativos
simila~es pueden espe~a~se cuando los cambios bruscos ocu~ren no
en la geomet~ia de la secci6n transve~sal sino en la ~ugosidad del
material del lecho. Una rugosidad c~eciente tend~ia un efecto
similar al de una pendiente t~ansversal dec~eciente,dado que ambos
efectos cont~ibuyen a una fricci6n late~al mayor.

Dada que en este analisis interviene fuertemente la teoria de
leyes escala~es de conse~vaci6n de ecuaciones hiperb61icas
casilineales, y par consiguiente el analisis de ondas de choque,
estamos en la actual fase de nuestra investigaci6n analizando el
p~oblema de Riemann pa~a funciones de flujo no convexas 0 no
suficientemente suaves y aplicando metodos numericos de tipo
Godunov de orden superior, segun las tecnicas usadas en [9].
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