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Estc trabajo prescnla una tecnica para introducir propiedades interfaciales variables y el
balance de masa de soluto en la interfase, en los c6digos numericos empleados comunmente
en el analisis de los flujos viscosos con supeJficies libres. Tambien describe cualitativamente
10s efectos viscosos y elasticos debidos a la distribuci6n de surfactante y su relaci6n con el
comporlamiento dimimico de la superficie libre.

This work presents a technique for introducing variable interfacial properties and the mass
balance of solute at the interface into the numerical codes commonly employed in the analysis
of \'iscous flows with free surfaces. Also, it qualilati\'ely describes viscous and elastic effects
produced by the surfactant distribution and its relation with the dynamic behavior of the free
surface.

Los procesos de recubrimiento son uno de los numerosos ejemplos en los cuales la dimimica interfacial
juega un papcl preponderante en el comportamiento del sistema. Cuando la interfase conliene
surfaClantes, su descripci6n es compleja ya que la cantidad total de soluto adsorbido y su distribuci6n
interfacial modifican el eslado de tensiones de la supeJficie libre.

EI liquido que se separa del equipo de recubrimiento es acelerado basta que alcanza la velocidad del
sustrato, esto origina la elongaci6n de la interfase y, como consecuencia, la disminuci6n de la
concentraci6n local de surfactante. Esto pondni en marcha los mecanismos que tienden a reestablecer el
equilibrio por medio de la transferencia de soluto desde la fase. Un an.Uisis riguroso de este problema
requiere resolver las ecuaciones que describen la transferencia de masa de soluto en la fase y el problema
fluidodimimico acoplado en un dominio desconocido a priori cuyos Ifmites dependen de la forma y
localizaci6n de la supeJficie Iibre.

Si bien el problema es muy complejo, en determinadas circunstancias es posible proponer soluciones
aproximadas. Cuando el flujo es intenso, el transporte convectivo en el seno dellfquido predomina sobre
la difusi6n y la concentraci6n de soluto en la fase sera relativamente uniforme, existiendo un saIto de
concentraci6n en la interfase.

En este trabajo analizamos el flujo que tiene lugar en la parte posterior del recubridor de rendija para
determinar los cambios en el meftisco y en sus alrededores debidos a la presencia de agentes
tensioactivos. Nos Iimitamos a estudiar el casu en que la interfase esta fija a la pared del aplicador y el
lingulo de contaeto dimimico con que ellfquido intersecta al sustrato en movimiento es de ISO·. Se trata
de un flujo 2-D y estacionario. La tecnica numerica empleada en la resoluci6n 4e las ecuaciones con sus
condiciones de contomo se basa en el metoda de elementos finitos combinado con una adecuada
parametrizaci6n de la superficie Iibre [1). Debido a la existencia de oscilaciones en la concentraci6n
interfacial del surfactante que disminuyen peru no desaparecen cuando se refina la malla, se emplea una
forma Integral de esta ecuaci6n.



Recicntemente Wassmuth y col. [2] publicaron un trabajo en el cual analizan la evoluci6n de la interfase
gas-Ifquido cuando una burbuja se mueve lentamente entre dos placas planas \' hav surfactantes
presente5. Estos autores suponen lambicn que la concentraci6n de 50luto en la (ase es conslante v
uniforme, pero s610 incluyen los efectos ehisticos ignorando la viscosidad interfacial. La tecnica
numcrica empleada lambicn es diferente, ya que sc utilizan diferencias finitas, dos sistemas coordenados
(uno cartesiano, fijo y otro ortogonal que se muevc con la burbuja y que tiene coordenadas en la
dirccci6n normal y tangencial a la interfase) y una tecnica iterativa en la cual la superficie librc v la
concentraci6n interfacial de surfactante se actualizan explfcitamente. •

Se trata del flujo estacionario e isotermico de un fluido Newtoniano e incompresible en el dominio
ilustrado en la Figura 1. Como ya mencionamos, la concentraci6n de surfactante en la masa Hquida es
homogcnea pero existe una discontinuidad de la concentraci6n muy cerca de la interfase en la zona donde
ocurre el proceso de adsorci6n.
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Figura 1: Representaci6n esquematica del slot y sistema coordenado adoptado.

Las ecuaciones adimensionales que gobieman el proceso son:

V'v=O (1)

Re v'Vv- V·T - 0, T- -pI +[vv+(Vvn (2)

La fuerza gravilatoria no se incluye en la ecuaci6n de Navier-Stokes ya que la misma resulta despreciable
frente a las fuerzas de inercia y viscosa debido al pequeno valor de la longitud caracterfstica (d) que es la
distancia entre el sustrato y la pared del aplicador. La velocidad caracterfstica es la velocidad del sustrato
(U). Las presiones y las tensiones se miden en unidades de (~tUld). Re -pUd/~ es el nl1mero de
Reynolds, p y ~ son la densidad y la viscosidad delifquido, respectivamente.

Condiciones de contorno

Para completar la descri pci6n matematica del problema se necesi tan condiciones de contomo adecuadas.

En las paredes s6lidas el fluido sc adhiere; en consecuencia, en In pared del aplicador:



II - -1. I' - 0, y - 0, 0 s x S xD (4)

Lcjos de la interfuse, elllujo es I-D. EI perfil de vclocidades cs parabolico satisfacc Ius conciciones (3) \"
(4) y, ademas, el caudal neto es cero; es dccir. •

En la interfase aplicamos condiciones de contorno dondc la 5uperficie Iibre intersecta Ius superficies
s6lidus. SUI~,)nemosque la interfuse esta fija en el extremo del aplicador (x,,!) y, adernas, el angulo de
conlacto dimimico, eD' se toma igual a 180· de modo que la velocidad de la superficie libre es continua
en la Ifnea de contacto dinamica y alcanza de mancra continua la velocidad del sustrato.

Si bien el surfactante puede adsorberse en la interfuse, esta es estacionaria; en consecuencia, a 10largo de
ella dcbe satisfacerse la condici6n cinematica:

En la expresi6n anterior, n es el \'ersor nonnal ala superficie libre.

Las restantes condiciones que deben verificarse en la interfase se rcfieren al balance de masa del
surfactante y a la condici6n de contorno dimimica que relaciona las propiedades interfaciales (tensi6n y
viscosidad interfaciales) con la tracci6n.

Suponemos:

* La difusi6n interfacial es despreciable frente aI transporte convectil·o.

* No hay reacci6n qufmica interfacial.

* La concentraci6n de surfactante pennanece constante en la fase, aun cerca de la interfase. POl' 10
tanto el proceso de adsorci6n/desorci6n puede escribirse

donde p.l,) Y p~) son la concentraci6n del surfactante en la interfase )' la fase, rcspecth·amente. D cs el
coeficiente de difusi6n del soluto en la fase y p:l') es la concentraci6n interfacial de equilibrio del soluto
[2]).

En consecuencia, partiendo de la ccuaci6n (5-4) de Slattery [3] se obtiene, para este casu particular, la
siguiente expresi6n adimensional:



donde W es la velocidad superficial, pC.) es la concenlracion de surfaclanle adimensionalizada con p:(,) ,
k d

K - ~ es una relaci6n entre la adsorci6n y la conrecci6n interfaciales y s es la longilud de arco
adimensional.

Para detenninar la expresi6n correspondiente al balance de tensiones en la interfase, se tienen en cuenta
las siguiente hip6tesis:

*La densidad de la interfase es 10 suficientemente pequeiia como para que 105 terminos conrectivos
puedan despreciarse.

*Sobre la interfa~e no actuan fuerzas de volumen superficiales.

*La relocidad de la fase en la interfase es 10 suficientemente pequeiia como para que los tenninos
convectivos puedan despreciarse.

*Sobre la interfase no actuan fuerzas de \'olumen superficiales.

*La \'elocidad de la fase en la interfase y la velocidad de la interfase son iguales aun cuando existe
transferencia de materia.

*La interfase es Ne\\'toniana EI tensor de tensiones de la interfase como mezcla (con surfactante)
es equivalente al tensor de tensiones de la interfase pura, la unica diferencia reside en los
coeficientes (tensi6n y viscosidad superficial) que son funci6n de la concentraci6n local de
surf actante.

*Teniendo en cuenta los resultados experimentaJes [41[5], la \"iscosidad superficial de corte es
despreciable (rente a la viscosidad dilatacional.

*La tensi6n interfacial y la viscosidad elongacional de la interfase varIan lineal mente con la
eoncentraci6n de surfactante:

En In: ecuaci6n (9), OM Y 0. son los valores de la tensi6n interfacial cuando no hay surfactantes 0 cuando
la concentraci6n de los mismos es muima, respectivamente; le. es el valor de la viscosidad elongacional
cuando la concentraci6n de surfactante adsorbida es muima

En estas condiciones y para el caso particular que estamos considerando, el balance de tensiones en su
fonna adimensional resulta [31[6]):

d r f(I-Bpl.)) (.)dwll
T'n=-~tl +6p -J~ds l Ca ds J

En la ecuaci6n (1O) el numero capilar (Ca) esta definido para el valor maximo de tensi6n interfacial; as(
cuando la concentraci6n de surfactante en la interfase es eero, la ecuaci6n (10) recupera la fonna
frecuente'rente empleada (tensiOn superficial constante y viscosidad superficial despreciable). Resulta
facH comprobar que B - (a /of - a.) I aM Y 6 - K/pd es la viscosidad superficial adimensional.



EI sistema de ecuaciones se discretiz6 usando el mctodo de elementos finitos. Las caracteristica~
fundamentales del mismo cuando la concentmci6n de surfactante es uniforme se han explicado en un
tmbajo previo [7] de manem que aquf nos concentraremos en el amilisis de la ecuaci6n (8), es decir, en
el balance de masa del surfactante en la interfase.

Si csta ecuaci6n se pcsa con las funciones base <l>t(l;,TJ) empleadas pam construir los residuos de la
condici6n cinematica, y la expresi6n resultante se integm entre la ((nea de contacto dinamica, S - 0, y una
p'osici6n S cualquiera en la superficie Iibre , se obtiene despues de manipulaciones algebraicas muy
simples:

Ademas, teniendo en cuenta que pC') tiene un valor finito en la Unea de contacto estatica (no puede ser
mayor que I), es facil ver que la concentmci6n de surfactante en la Hnea de contacto dirnimica debe estar
dada por

(p('to - K j(l- p('I)<I>tds (12)
,-0

La concentraci6n interfacial de sufactante se expande, en cada elemento. con las funciones <l>t(; - 0. TJ)
empleada'l en la ecuaci6n (II):

EI conjunto de ecuaciones y condiciones de contomo que gobieman el sistema se resolvi6
simultlineamente mediante el metodo de Newton. EI criterio de convergencia adoptado fue que la norma
de la diferencia entre dos vectores soluci6n consecutivos sea igual 0 menor a 10-6. La discretizaci6n
empleada tiene 116 elementos cuadrilateros, 503 nodos de velocidad, 136 nodos de presi6n y 17 nodos
que determinan la localizaci6n de Ia superficie Iibre y la concentraei6n interfacial de surfactante.

Los valores de concentraci6n de soluto obtenidos una vez que el conjunto de ecuaciones ha convergido,
presenta oscilaciones a 10 largo de la superficie Iibre. Estas oscilaciones permanecen con una malla mas
refinada y por esta raz6n decidimos estudiar esta ecuaci6n separada del resto.

1.0 primero que verificamos es que las oscilaciones estlin presentes aun cuando se duplique el numero de
elementos. Un resultado desalentador si se tiene en cuenta que duplicar el numero de elementos de la
superficie Iibre aumenta considerablemente el tamano de la matriz de coeficientes, cuando se trabaja con
el sistema completo de ecuaciones, con 10 cual el costa computacional se incrementa muchfsimo.

Estos resultados, junto con la experiencia previa relacionada con el tratamiento numerico de ecuaciones
convectivas, [8], nos indujo a trabajar con la forma integral de la ecuaci6n (8); es decir,

(p('IW),+ (p('to - K)\I-P(,l}ds (14)
,.0



Si bien el tratamiento computacional de la ecuaci6n (15) es mas complicado que el de la versi6n
diferencial (ecuaci6n (II». los resultados obtenidos justifican el mayor trabajo de programaci6n
requerido. En la Figura 2 se compamn las soluciones de las dos formas del balance de masa.

Teniendo en cuenta estos rcsultados, la ecuaci6n (15) es la que se emplea en el simulador.
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La soluci6n de las ecullciones diferenciales con sus condiciones de contorno mediante la tecnica num~rica
descripta en el punto anterior, permite obtener informaci6n detallada tanto en la fase como en la interfase.
Como nosotros estamos interesados en el comportamiento dimunico de esta ultima en relaci6n con la
presencia de surfactantes, concentraremos nuestra atenci6n en el amilisis de las variables supeficiales.

La concentraci6n local de surfactante depende. de acuerdo con la ecuaci6n (11) 6 (15), de dos
mecanismos: a) la convecci6n interfacial y b) el prQCeso de adsorci6n/desorci6n. La convecci6n
interfacial es importante en las zonas donde los gradientes de concentraci6n 0 de velocidad interfacial son
importantes.

EI proceso de adsorci6n/desorci6n se controla a trav~s de la constante cinetica,(k_, ).y es precisamente a
tran~s de este mecanismo que se suavizan los gradientes de concentraci6n en la interfase.

La ecuaci6n de balance integral de masa del surfactante esta acoplada con el balance de cantidad de
mO\"imiento de la fase a traves del balance de tensiones normales y tangenciales (ecuaci6n (10»; es decir,

iJv, __ !!- dp(') + b dW dp(') + bp(') d%W
an Co ds tis tis ds2

2 iJv. H(I- Bp(') h)•.dW\-p+ ~- ---+p v-I
an \ Ca ds)

donde ~ es la derivada de la componente normal de la velocidad dellfquido con respecto a la direcci6nan
normal a la superficie Iibre y av, es la derivada de la componente tangencial con rcspecto a la misma

iJn

direcci6n. Si consideramos que ~ •• 0 y que los efeC10s\'iscosos interfaciales son despreciables.an
entonces la ecuaci6n (16) controla cl acoplc entre la conccntraci6n de soluto y la vclocidad interfacial. y



la ecua~i6n (17) control a el acople entre la pres!6n del trquido pr6ximo a la interfase y la concentraci6n
Interfacial de surfactante. Cuan~o lo~ efecto~ nscosos no son. despreciables el aOlilisis es mas complejo
ya que .Ias den vadas de la \'elocldad mterfaclal aparecen muluphcadas por la concentraci6n del soluto 0
sus den vadas.

Primero analizaremos la inlluencia de la tensi6n interfacial (efectos viscosos nulos) y luego la influencia
de la I'iscosidad interfacial (efectos ehisticos nulos).

EI aumento de B produce una disminuci6n de la concentraci6n de surfactante y el gradiente dc
concentraci6n interfacial, como puede verse en la Figura 3. Cuando B - 0.01, la interfase es

. dp(S)
practicamente identica a la "libre" de soluto; Sl 8 aumenta, el producto de B~ aumenta, esto origina

d dW .
un aumento e"d; (ecuacl6n (16» y esto se traduce en mayores \'elocidades superficiales como se

muestra en la Figura 4. El incremento de W se traduce en mayor convecci6n interfacial y,
d (s)

consecuentemente, en una reducci6n del valor de -p-.
ds

Figura 3: Concentraci6n interfacial de surfactante
para distintos valores de B Ca=0.16, Re=40,

K=O.l

Figura 4: Inlluencia de 8 sobre la velocidad
interfacial. Ca=O.16, Re=40, K=O.l

Cuando la tensi6n interfacial disminuye, la interfase se desplaza hacia el exterior del slot y la cun'atura
local cerca de la [(nea de contacto dinamica disminuye (Figs. 5 y 6). Estos cambios son cualitativamentc
similares a los que ocurren en un sistema con concentraci6n uniforme de tensioacti\'os cuando el numero
capilar aumenta. EI cambio mlis importante relacionado con el acoplamiento del balance de masa
(ecuaci6n (8» y el balance de tensiones interfaciales (ecuaci6n (10» es el aumento de la \'elocidad
superficial que no ocurre cuando la concentraci6n de soluto es uniforme; en efecto, los resultados
numericos indican que no hay pnicticame!1te cambios en W cuando el Ca vana de 0.16 a 0.25.

La caCda de presi6n en el slot (p.) se reduce cuando tensi6n superfical disminuye. esto ocurre
independientemente de que la concentraci6n de soluto sea variable 0 uniforme. Esta caCda de presi6n
puede expresarse como la suma de la carda de presi6n que existe en la zona donde el fiujo es I-D.
proporcional ala extensi6n de la misma, y de la presi6n capilar [9]. Si la superficie Iibre se desplaza
hacia el exterior del slot. la zona de Ilujo 1-0 no deberCadisminuir de tamailo y. por 10 tanto, el cambio de
P. se debe al cambio de presi6n capilar que. de acuerdo a la ecuaci6n (17), disminuyc al disminuir la
tensi6n interfacial.
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Figura 5: Curvalura local de la inlerfase cerea de
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Figura 6: Influencia de B sobre la posici6n de la
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Si la viscosidad interfacial aumenta pero la concentraci6n de surfactante es uniforme, la velocidad
superficial se incrementa notablemente (Fig. 1), la superficie libre se desplaza hacia el interior del slot
(Fig. 8) Y la curvatura local cerea de la Hnea de eontacto dimimica disminuye (Fig. 9). EI amUisis del
eomportamiento de la interfase en este caso asr como una descripci6n de los posibles mecanismos
involucrados fueron realizados en un trdbajo anterior [7], aqur mostraremos las diferencias originadas por
la distribuci6n de soluto en la interfase.

Figura 7: Influencia de la viscosidad interfacial sobre la velocidad interfacial
cuando la concentraci6n de surfactante es variable y cuando es homog~nea.

Cuando la eoncentraci6n de surfactante yarra localmente. 105 efectos observados sobre la velocidad
superficial, la posici6n de la Hnea de contacto dimimica y la carda de presi6n en el slot son
cualitativamente similares al caso de concentraci6n uniforme pero, como es 16gico, notablemente
menores. La Figura IO muestra que el aumento de la viscosidad interfacial tiene un efecto semejante al
aumento de B sobre la concentraei6n local de soluto; en efecto, p(I) disminuye con 6 y, en
consecuencia, la viscosidad local tambi~n disminuye respecto del valor ma.ximo que corresponde a
pll) _ p~'). produciendo menores diferencias con respecto a un sistema sin surfactantes 6 - O.
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Figura 8: Efecto de la viscosidad interfacial sobre la cafda de presi6n y la posici6n
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Figura 9: Efecto de la viscosidad interfacial sobre la
curvatura de la superficie Iibre cerca de la lfnea de

contaeto dinmnica.



EI analisis de las variables interfaciales. tales como la velocidad superficial y la posici6n de la lfnea de
contacto dimimica. permite relacionar la dinamica de la interfasc con los distintos mecanismos
involucrados: convecci6n y adsorci6n/desorci6n de surfactante. La tecnica numcrica empleada en este
trabajo permite un tratamiento muy sencillo de las ecuaciones y variables interfaciales; la misma es mas
simple que la empleada en [2] en un problema similar pero donde los efcctos viscosos son despreciables.
basada en un metodo de diferencias finitas.
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