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RESUMEN

Se estudia el problema de la distribucidn estacionaria de temperatura de un cuerpo o un fluido, el cual es sometido
a la accién de una energia interna g.

Se supone que el cuerpo es un dominio poligonal Q C R™, con frontera suﬁcientemen't_e‘ regular I'=T'; U T, U I',
siendo Iy y T, porciones disjuntas de 9Q de medida (n—1)-dimensional positiva. Su‘pf)‘niendo una temperatura de
cambio de fase de 0°C para el material que ocupa , se mantiene un flujo q sobre T’ 2> un flujo nulo sobre Iy y se
aplica sobre I'y una temperatura §=b > 0. Para ese caso, Garguichevich y Tarzia probaron que se produce un
cambio de fase en € si la energia interna g en Q2 y el flujo saliente q a través de I', son suficientemente pequefia y
grande respectivamente.

En el presente trabajo se siguen las ideas desarrolladas en D.A.Tarzia, "Numerical Analysis for the Heat Flux in a
Mixed Elliptic Problem to obtain a Discrete Steady — State Two — Phase Stefan Problem”, Rapport de Recherche
INRIA N°1593, Rocquencourt (1992), para el caso g = 0 en Q. Se considera una triangulacién regular del dominio
§2 con tridngulos de Lagrange de tipo 1 y se estudian condiciones suficientes (y/o necesarias) para los datos a fin
de obtener un cambio de fase en el correspondiente dominio discretizado, es decir una temperatura discreta de

signo no constante en ) .

ABSTRACT

We study the problem of the steady temperature distribution of a body or a container with a fluid, which is
submited to an internal energy g.

We assume the body to be a bounded polygonal domain £ C R, with a sufficiently regular boundary
=T UT,UT; I; and T, being disjoint portions of #Q of positive (n—1) — dimensional measure. Assuming a
phase-change temperature of 0°C for the material occupying  we maintain a heat flux q on Ty, a null heat flux
on I'; and keep T, at the temperature #=b > 0. In that case Garguichevich and Tarzia proved that a phase change
takes place in Q if the internal energy g in © and the outflow of heat q through T, are small and large enough
respectively.

In the present work we follow the ideas developed in D.A.Tarzia, "Numerical Analysis for the Heat Flux in a
Mixed Elliptic Problem to obtain a Discrete Steady — State Two - Phase Stefan Problem”, Rapport de Recherche
INRIA N°1593, Rocquencourt (1992) for the case g = 0 in . We consider a regular triangulation of the domain ©
with Lagrange triangles of type 1 and we study sufficient (and/or necessary) conditions for the data to obtain a

change of phase into the corresponding discretized domain, that is a discrete temperature of non-constant sig‘n.
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1.- INTRODUCCION

Sea un material QC R" el que ocupa un dominio convexo poligonal acotado, con frontera regular
q 4

=Ty UT,UTg; Ty I, son porciones disjuntas de 9Q de medida |I';] > 0y {T,| > 0 . Se somete el material a
una energia interna g. Suponiendo una temperatura de cambio de fase de 0°C para el material que ocupa Q, se
mantiene un flujo q sobre I', un flujo nulo sobre I'; y se aplica sobre I'; una temperatura §=b > 0. Se considera
un problema estacionario de conduccién del calor en . Siguiendo [4,5,6], se estudia la distribucion de temperatura

6 = 6(x) para x € Q. La misma puede ser representada como

8,(x) < 0, x € Q (fase sdlida) ,
6(x)= 0, x € L (frontera libre) , 1)
8(x) > 0, x € Q, (fase liquida) ,
donde Q= Q, U Q, U L, y satisface las condiciones siguientes
—kAd,=gen @ (i=12), 2)
a6 o0
01.-02_0,k1—(9i‘=k2‘5n—2 sobre L , 3)
.00 -
on l ]‘3 =0, (4)
—kz%%=q si §>0sobrel, , (5)
——kl%=q si §<0sobrel, , (6)
4, r,= b>0 (7)

donde k; > 0 es la conductividad térmica de la fase i (i=1 sélida, i=2 liquida).
Si se define la nueva funcién incégnita u come sigue [2,4]
usk, 6F—k 07 en @, (0= fut— Lo~ 8
2 1 =g g 8

donde 61 y 4~ representan la parte positiva y negativa de la funcién 6 respectivamente, entonces se obtiene el

problema
~Au=g en , (9
~%ir,=q, (10)
Sip,=0, )
ulp,=B (12)

con B=k;b > 0 .
La notacion utilizada es la siguiente: se indica con n la normal exterior a I, (o T3); con |Q] la medida

n — dimensional de Lebesgue de 2 ; con |I'| la medida (n—1) — dimensional de Lebesgue de T

Se recuerda la formulacion variacional de (9)—(12). Sean :

a(u,v):JVqudx, L(v):Igvdx—qfvdy(:ng(v))
Q Q T,




416 M. C. Sanziel

vV =H(Q). V°={v€V:v|rl=0},
K={v c \":v|P1=B}(=KB).

entonces la Gnica solucidén u=ug., de (9)—(12) se caracteriza por {3,4] :

afuv)=L(v) . Yv € Vo, u € Kg , (13)
y también por el problema de minimo
Ju) < J(v) . ¥v € Kg,u € K , (14)

donde J(v) = %a(v,v) - L(¥).
Ademas, dada la linealidad del problema, la dnica solucién UBgg de (13) puede expresarse como
Upgg = B-qu +ug inQ, (15)

donde u; ¥ ug estan definidas respectivamente por [6):

uy € Vg, afu,v)= J vdy , VW €V, , (16)
Ly
ug € Vo , a(ug,v) = I gvdx , Vv € Vg . Qan
Q
Obeervacion 1.1 En el caso en que g sea constante en £, resulta
qung—qu1 +gu, en 1, (18)
donde
u € Vg o a(upv) = J' vdx, We Vg . (19)
Q

En [6], para el problema continuo (13) se obtuvieron condiciones suficientes a fin de temer un problema
estacionario de Stefan a dos fases (es decir que la solucién u sea de signo no constante en ):

Teorema 1.2 i) u Baqg de signo no constante en  (existen dos fases) para todo q tal que q > Qq(B), donde

<
Qu(B) =% + ap(B) (20)
cg=alaguy) = [gu dx = [ugdy | 1)
0 T,
¢ =a(uyuy) = J.ul dy >0, (22)
r2
BT
9(B) =—'¢1’—' >0, (23)

{ uy ¥ ug definidas por (16) y (17) respectivamente).
it) UBgg de signo no constante en Q para toda g tal que g < Gy(B), donde

Go(B) = q 22 - go(B) |, (24)

ci, = afup,uy) = '[“1 dx = Juz dy , (25)
Q T,
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Cy = a(u21u2) = Juz dx > 0, (26)
Q
BiQ
goB) =2 5 0. (21)

u; ¥ u, definidas por (16) y (19) respectivamente).
1Y Uy

Obeervacion 1.3 En el caso en que g sea constante en §2, resulta ¢g =ECyy donde ¢, es la constante definida en
(23).

El propésito del presente trabajo es realizar el analisis numérico del problema estudiado en [6]. generalizando de

este modo el trabajo {7] en el cual la energia interna g es nula en el dominio Q.

2.- EL PROBLEMA DISCRETO. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE DOS FASES.
Se considera ahora una triangulacién regular 7}, del dominio poligonal © con tridngulos de Lagrange de tipo 1,
constituida por elementos finitos afin equivalentes de clase C?, siendo h > 0 un parametro destinado a tender a
cero (puede ser, por ejemplo, la medida del mayor lado de los triangulos T € Ty) ¥ se aproxima el espacio V por
1] :
Vi={v, € C°@) / vylp € PYT), VT € 7, "h|r1=°}- (28)

donde P, es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que 1.
Sea ™ el correspondiente operador lineal de interpolacién. Se sabe que existe una constante C, > 0 (independiente
del parametro h) tal que

1V = m¥|v £ Coh™ivi, g, Vve HY(Q), 1<r< 2. (29)

El siguiente problema variacional aproximado corresponde al problema continuo (13):
alup, vip) =L(vp), Yvy € Vy ,u, € Kp=B+V, (30)
y se obtienen los siguientes resultados:

Lemma 2.1  Se tiene
lim w —-u =0, ’ 31
pim o =y

siendo u la uinica solucién de la igualdad variacional (13).
Demostracién: Dado que |T'y| > 0, la forma bilineal a resulta coercitiva en Vo » €s decir que 3] :
Ja >0 V) = 3 > 2 .Wwev,, 2
a> 0/ =lvif 2 aliviy W eV, (32)

¥ en consecuencia || . “Vo ¥ il . lly son dos normas equivalentes en V. Se sigue un método similar al desarrollado
en [1]0

Corolario 2.2 Sea H = L2(Q2). Se definen
p=duF-du- ev, s=Lyt-Lly—cv 33
_ h=i;% =k Uh LY TR 33
Y se tiene que
h 0, — =
hin0+ o, -oilg=0, ‘ (34)
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Demostracién: La prueba es similar a la dada en [7].

A continuacion se enuncia una propiedad de monotonia de la solucién del problema (30) en funcion de los datos B
©b),ayg 67
Lema 2.3 Si U= Uppgg S la tinica solucién del problema (30) para datos B (=k;b ). q y g entonces se tiene :
i)Si By<B, (6b;<b,) sobrel'} ,q; < q;sobreT,y g < g, en Q , entonces

Uhi = UhBiqye, < “hByays, = Uh2 ¢ ¢

ii) Se obtiene una desigualdad estricta para uy; si alguna de las desigualdades para B, q; 08 es estricta.

Para B > 0 fijo, sea uy la iinica solucién de (30). Es facil probar que
g up dx + a(uy up’) = qju; dy
I,
y este resultado lleva inmediatamente a [6,7):
Lema 2.4 La inica solucién up de (30) para B y q fijos y positivos y g € L2(2), g > 0 en Q, verifica:
up # 0 enQ & uy # 0 sobrel,. (35)

Obeervacion 2.5 En otras palabras, si g > 0 en Q, se producird un cambio de fase en 2 si y solo si up, asume

valores negativos sobre I'y.

Debido a la linealidad del problema, la tinica solucién U} Bag de (30) puede expresarse como

Uy Beg = B —qu, + Upg inQ , (36)
donde Up, ¥ Upg estan definidas por

up, € Vi, aluy,v) = J vdy , W eV, (37)
r2

Upg € Vy ,a(uhg,v) = J gvdx , Vv €V, . (38)
Q

Obeervacién 2.6 En el caso en que g sea constante en Q , resulta

UBqg = B-quy +guy, inQ. (39)
donde
U, € Voo aluy,v) = I vdx , Vv €V . (40)
Q

Se definen ahora las funciones reales Fth :R—-Ry Fth :R — R tales que

— _1
Fig(® = (unBog) =42 hBag » "hBag) [ & UhBag 4% + @ Uppeg 47 » (41)
Q T,
para B> 0 fijoy g € LX), y
- 1
FyBo(®) =10y 30g)= 3k - "hag)~ & ] UsBag 4% + ) Unmagd )
Q f,
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para B y q positivos, fijos. Se obtienen entonces las siguientes propiedades [6]:

Teorema 2.7 Las funciones Fth y Fth verifican ;

i) Fypg € ¢(R) con
Fipg@ = J UhBqg 47 (43)
I,
una funcidn estrictamente decreciente.

if) Fypq € CY(R) con

FiBq® =~ J; UhBqg 94X (44)

una funcidn estrictamente decreciente.

Corolarip 2.8 i) Si gy € R es tal que Ff‘BogO(qo) <0 paraBy>0fijoy gy € L¥Q) no negativa, entonces Y}Bag
es de signo no constante en {2 (hay dos fases presentes) para todo B que verifique 0 < B < By;g € LQ(Q) , tal
qued < g < gyq2 q
ii) Si g; € R es tal que FixB,ql(gl) >0 para B‘l ¥ q, fijos y positivos , entonces uthg es de signo no constante
en {2 para todo B talque 0 < B< B,; q > 4 Y g€ L%(Q) que verifique sup Qg(x) <g -

X €

Demostracion: Los resultados siguen a partir del teorema anterior y los lemas 2.4 ¥ 2.5 (el ditimo sélo en el caso
o

Como en [6] se define una funcién flujo critico discreta

ape : RYxLXQ) —R ,  (B,g) — q;,(B.g) (45)
tal que
*paracadaB>0yq < a,.(B.g) , UpBag > 0 en Q (no hay cambio de fase),
«*paracada B>0y q> 9 (B.g) , UpBgg © Una funcién de signo no constante en Q (se presentan
dos fases ).

Teorema 2.9 Q. €8 una funcion no decreciente, es decir para toda 0 < B;< By yparatoda g, g, € L’(Q) ,
8, < 8 resulta qp (B).g)) < g (B,g,)
Demostracion: A pattir del Lema (2.3), 0 < “hquc(Blv&)S] < uthqc(Blvgl)gz en (I y en consecuencia se

tiene la tesis0

Teorema 2.10 Sea Fth definida en (41), entonces se tiene
i) Fipg(@) <0 ¢ q > QB
donde

[«
QelB) = apg(B) + 2%, 45)
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ey = a(uy ) = J u,dy >0,

Chg=a(uhg'“hl) = J gup, dx = I Upg dvy ,
Q T,
BT, |
ao(® =22l 50,

(up, vy g han sido definidas en (37) y (38) respectivamente) .

i) Siq > Qho(B) entonces U4Bqg ¢ de signo no constante en 0, Vg € L} (Q), g > 0,B € Rt.
Demostracion: i) Usando (36)—(38) en (41) se obtiene

2
Fth(q) =- % a(uhs,uhg) +q a(uhg,uhl) - QT a(upup )+ Blg| Py | - I g dx]
Q

Por lo tanto
FLBs(q) = a(uhg'uhl)+B |Tol —q a(uyup) = chg+ Bl ~-q %
y en consecuencia

BIL,| hS
FLBg(Q) <0 & q> —-C'}—"———+rh— qho(B) + =

ii) Es consecuencia de i) y el Lema (2.4)0

Obeervacion 2.11 En el caso en que g sea constante, se tiene hg™ & Ch1z OB

1z = &(Upypy) = J“hl dx =J“h2 dy >0,
a I,
(“hz definida en (40)) y
apo(B) + %ﬂ g > ap(Bg) , Vg 2 0.

(47)

(48)

(49)

(50)

Obeervacion 2.12 Para el caso g = 0 estudiado en [7] se obtiene que si q > qy4(B) entonces uyes de signo no

constante en €.

De manera similar, se considera ahora, para B y q fijas, el caso g constante en . Resulta :

2
Finq(®) = = & aluyy ) +a8 [ a(uu, 4B 1911+ Bal Ty | ~ o [ uy, ¢
PZ

Flpq(®8) = — a(up,uy ) 8 + ga{up,my, ) - B2,
Bq h2

donde uy, y wp, han sido definidas por (37) y (40) respectivamente. Se obtienen los siguientes resultados:

Teorema 2,13 Sea Fth definida por (42), entonces :
i) Fth(g) >0 & g < Gy (B)
donde
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Gpo(B) =q 22— g, (B 1
hO( )=4q [y Sho( ) (51)
Cho =a(uh2,uh2) = J uodx >0, (52)
Q
B|Q
8o = 2L > 0 (59)

ii)Sig < Gho(B) entonces UyBgg ¢S de signo no constante en Q .

Obeecrvacién 2.14 En el teorema anterior no se requiere que q ni g sean positivas o no negativas, como ocurria en

los teoremas previos.

3.- RELACION ENTRE LOS PROBLEMAS CONTINUO Y DISCRETO
En esta seccion se utilizan las ideas desarrolladas en (7] para el caso g = 0, generalizandolas para g#0.

Teorema 3.1 Las funciones u,, uy, uy, y uy, definidas por (16), (19), (37) y (40) respectivamente, verifican:
172 Th1 ¥ Tha

i) a(ui—uih, vh) =0 Vv v, €V i=12

" 1 . .

ii) o~ "V <& v]:nef Vh"ui_vh "V i=1, 2
ki) .~ <l pug bt i=1,2
H ™ nk, < & Coi %l =12

donde las constantes C,; son las que surgen del resultado de interpolacion (29).
Demostracién; i) Se deduce a partir de las definiciones de las funciones LRANY
ii) Es consecuencia de la coercitividad de la forma bilineal a y de i).

iif) Es consecuencia de ii) y (29)0

De manera similar a lo realizado en [7] se deducen:

Teorema 3.2 Las constantes c,, c,, €12, Chyr Cho ¥ Cpyp definidas respectivamente por (22), (26), (25), (47), (52) y
(50) verifican

i) a(u;—uy,, ul—um)zcl—ch1 >0.

i) a(uy—uy,, U=y ) =cp—cp, 2 0.

iii) a(“l"“},{’ uy—up,)=cpp— Chiz

iv) ao(B) > aolB)

v) 840(B) > Bo(B).

Demostracién: es consecuencia directa de las definiciones de las constantes 0
Teorema 3.3 a) Las constantes €15 €21 €12, Ch11 Sho ¥ Sy verifican

. Cay Jun ) 2
i) 0< g, < ERCD donde E, = -tLtli0 (54)
a
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2(r-1) Coalluzl3g
ii) 0 < cy—¢p, < Ejh donde E,:—T"- (55)
Coz JJu Coz JJu

lll) 0 < 'cxg-chlgl < E12 h?(l‘-l) Aand E12= 01" l" r(i') 02 " 2" rQ (56)

b) Se tienen las siguientes estimaciones
E, h2(r--1)

i) 0 < apy(B) — ao(B) € —oer— ayy(B) 67
E, h‘2(1'—'1)

i) 0 < gyy(B) ~ £f(B) & 2 gy (B). (58)

Demostracion: es consecuencia de los teoremas 3.1 y 3.2 y de lo realizado en [7) O

Teorema 3.4 Sean B > 0, h > 0y 0 < ¢ < 1. Entonces se tienen ias siguientes estimaciones:

2(r-1) _ L
i) 0 < qug(B) ~ qo(B) < E%‘T(—_ a(B) , si0< h< h,,(e)=((iE51)°—‘)’("‘)
E, n2(=1) (1=e gl
i) 0 < 8yo(B) — 8olB) < e @(B), 6 0< h< byl =(Tg2f

Demostracion: i) Fue probado en [7]

ii) A partir de (59) y siguiendo un método analogo el empleado en [7] se deduce:
N() g, (B) < go(B).

donde
N) =1 - -cEz_’ p2D g

Si se considera para cada parametro 0 < € < 1, la siguiente equivalencia :
0 <e<Nh) <1 & 0<h < hye,
puede derivarse la desigualdad ii) O

Teorema 3.5: Sean B > 0, g constante y Qqu(B), Qpo(B) » Go(B) y Gy ((B) definidas por (20), (46), (24) y (51)

respectivamente. Entonces
. F R
i) 0< | Qu-Qyl 1 p2e)

¢,(¢,~ E,n*(F 1)y

IA

donde Fy= (c;, gl +B|T, ) E; +¢,E,,

F, hz(r-l)

i) 0 | Go-Gygl & —— 2
ey(e,—En? (1))

A

donde Fo= (c),q+B|Q|) E;+c,E,,.
Demeostracidp: i) de (20), (23), (46), (49), (50), (54) y (56) se deduce i).
ii) de (24), (27), (51), (53) y (56) se deduce ii) O
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Corolario 3.6
i) lim  Qpo(B) = Qo(B)
ii) }‘i_n_zo Gpo(B) = Go(B).
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