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ANALISIS NUMERICO DE UN PROBLEMA ESTACIONARIO

DE STEFAN A DOS FASES CON ENERGIA INTERNA

PRO;\IAR (CONICET-UNR) - Inst.de Matematica ~B.Levi~

Av.Pellegrini 250, 2000 Rosario, Argentina

Se estudia el problema de la distribucion estacionaria de temperatura de un cuerpo 0 un f1uido, el cual es sometido

a la accion de una energia interna g.

Se supone que el cuerpo es un dominio poligonal fl eRn, con frontera suficienteme~.t_~regular r=r 1 U r 2 U r 3'

siendo r1 y r2 porciones disjuntas de iJfl de medida (n-I)-dimensional positiva. Su?:miendo una temperatura de

cambio de fase de O'C para el material que ocupa fl, se mantiene un f1ujoq sobre r 2' un f1ujo nulo sobre r 3 y se

aplica sobre r 1 una temperatura (/=b > O. Para ese caso, Garguichevich i Tarzia probaron que se produce un

cambio de fase en fl si la energia interna g en fl y el f1ujosaliente q a traves de r 2 son suficientemente pequeiia y

grande respectivamente.

En el presente trabajo se siguen las ideas desarrolladas en D.A.Tarzia, "Numerical Analysis for the Heat Flux in a

:\Iixed Elliptic Problem to obtain a Discrete Steady - State Two - Phase Stefan Problem~, Rapport de Recherche

INRIA N'1593, Rocquencourt (1992), para el caso g = 0 en fl. Se considera una triangulacion regular del dominio

fl con triangulos de Lagrange de tipo 1 y se estudian condiciones suficientes (Y/o necesarias) para los datos a fin

de obtener un cambio de fase en el correspondiente dominio discretizado, es decir una temperatura discreta de

signo no constante en fl .

We study the problem of the steady temperature distribution of a body or a container wtth a fluid, which is

submited to an internal energy g.

We assume the body to be a bounded polygonal domain fl eRn, with a sufficiently regular boundary

r=r 1 U r 2 U r 3' r 1 and r 2 being disjoint portions of iJfl of positive (n-l) - dimensional measure. Assuming a

phase-change temperature of O'C for the material occupying fl we maintain a heat flux q on r 2' a null heat flux

on r 3 and keep r 1 at the temperature (/=b > O. In that case Garguichevich and Tarzia proved that a phase change

takes place in fl if the internal energy g in fl and the outflow of heat q through r 2 are small and large enough

respectively.

In the present work we follow the ideas developed in D.A.Tarzia, "Numerical Analysis for the Heat Flux in a

MLxedElliptic Problem to obtain a Discrete Steady - State Two - Phase Stefan Problem~, Rapport de Recherche

INRIA N'1593, Rocquencourt (1992) for the case g = 0 in fl. We consider a regular triangulation of the domain fl

with Lagrange triangles of type 1 and we study sufficient (and/or necessary) conditions for the data to obtain a

change of phase into the corresponding discretized domain, that is a discrete temperature of non-constant sign.



AmlliBiB numerica de un problema eBtaciOlla.riade Stefan & daB fases

1.- lNTRODUCCION

Sea un material Il C Rn el que ocupa un dominio convexo poligonal aeotado, con frontera regular

f=fI U f2U f3; fl y f2 son porciones disjuntas de Of! de medida If 11 > 0 y If21 > O. Se somete el material a

una energia interna g. Suponiendo una temperatura de cambio de fase de O"Cpara el material que ocupa Il, se

mantiene un f1ujo q sobre f 2' un f1ujo nulo sobre f 3 Y se aplica sobre rI una temperatura /I=b > O. Se considera

un problema estaeionario de conduceion del calor en Il. Siguiendo [4,5,6], se estudia la distribueion de temperatura

/I = /I(x) para x E Il. La misma puede ser representada como

x E III (fase salida) ,

x E L (frontera libre) ,

x E 112 (fase liquida) ,

/11(x) < 0,

/I(x)= 0,

/l2(x) > 0,

donde Il= III U 112 U L , Y satisfaee las condiciones siguientes

- ki ~/li = g en Ili (i = I, 2) ,

/II = /12= 0 , k {J/Il - k {J/l2 sobre L ,l{Jn- 2{}n

g:lf3=O,

{J/l2- k2 7JD = q si /I > 0 sobre f 2 '

/121 f
l

= b > 0

donde ki > 0 es la conductividad termica de la fase i (i = 1 salida, i = 2 Iiquida).

Si se define la nueva funeion incognita u como sigue [2,4]
u=k2 /1+- kl /1- en Il, (/1= f:u+ - tu-)

2 1

donde /1+ y /1- representan la parte positiva y negativa de la funeion /I respectivamente, entonces se obtiene el

problema

{Ju I -- an r2 - q ,

con B= k2 b > 0 .

La notacion utilizada es la siguiente: se indica con n la normal exterior a r2 (0 f3): con IIlI la medida

n-dimensional de Lebesgue de Il ; con I fila medida (n-l) - dimensional de Lebesgue de f.

Se recuerda la formulaeion variadonal de (9)-(12). Sean:

a(u,v) = J vu vv dx , L(v) = J g v dx - q J v dr (= Lqg(v) )
Il Il G



va = { v E V: v I r
1

= o} ,

a(u,v) = L(v) , "Iv EVa, U E KB '

y tam bien por el problema de minimo

J(u} ::; J(v} , "Iv E KB, U E KB '

donde J(v} = ~ a(v,v} - L(v},

Ademas, dada la linealidad del problema, la {mica solucion UBqg de (13) puede expresarse como

UBqg = B - qUI + ug in g ,

donde u1 y ug estan definidas respectivamente por [6]:

U1 E Va' a(u1,v} = J v d')' , "Iv E Va '
r2

ugEVo' a(ug,v)= JgvdX, "Iv EVa .
g

ObeeryaciOn.l.l En el caso en que g sea constante en g, resulta

uBqg = B - qUI + gU2 en g,

U2 E Va' a(u2,v) = J v dx , "Iv E Va .
g

En [6], para el problema continuo (13) se obtuvieron condiciones suficientes a fin de tener un problema

estacionario de Stefan a dos fases (es decir que la salucion u sea de signo no constante en g):

~ l.2 i) UBqg es de signo no constante en g (existen dos fases) para todo q tal que q > Qo(B), donde

cg = a(ug,u1) = J g ul dx = JUg d')' ,
g r2

c1 = a(u1,u1) = J ul d')' > 0 ,
r2

B I r21
qo(B)=~ > 0,

( ul Y ug definidas por (16) Y (17) respectivamente).

ii) UBqg es de signo no constante en g para toda g tal que g < Go(B), donde

cn = a(ul'u2) = J u1 dx = J u2 d')' ,
n r2



Cz= a(uZ'u2) = J Uz dx > 0 ,
fI

l!o(B) = B 1fli > 0 .
z

ObeervaciOn il En el caso en que g sea constante en fI, r<'SultaCg=gctz' donde cn es la constante definida en

(2.5).

EI propbsito del presente trabajo es realizar el analisis numerico del problema estudiado en [6J. generalizando de

este modo el trabajo [7] en el cual la energia interna g es nula en el dominio fl.

Se considera ahora una triangulacian regular Th del dominio poligonal fI con triangulos de Lagrange de tipo 1,

constituida por elementos finitos afin equivalentes de clase Co, siendo h > 0 un parametro destinado a tender a

cero (puede ser, por ejemplo, la medida del mayor lado de los triangulos T E Th) Y se aproxima el espacio V0 por

[1] :

donde Pt es el conjunto de los polinomios de grado menor 0 igual que 1.

Sea "'h el torrespondiente operador lineal de interpolacian. Se sabe que existe una constante Co > 0 (independiente

del parametro h) tal que

EI siguiente problema variacional aproximado corresponde al problema continuo (13):

a(uh' vh) = L(vh) , \fvh E Vh ' uh E Kh = B + Vh '
y se obtienen los .iguientes resultados:

I&IimIA 2J. Se tiene

lim -tll uh - u "V = 0 ,h .....•O
siendo u la {mica soludan de la igualdad variacional (13).

DemO!!tracUm:Dado que Iftl > 0, la forma bilineal a resulta coercitiva en V0' es decir que [3] :

3 Q > 0/ a(v, v) = II v II~ ~ Q II v II~ , 'Iv E Vo ' (32)o
y en consecuencia II . IIv0 y II . IIv son dos normas equivalentes en Yo' Se sigue un metodo similar al desarrollado

en [1] 0

~ U Sea H = LZ(Q). Se definen

Dh = It; ut - ~ uh E V, D = It; u+ - ~ u- E V

lim II Db - D IIH = 0 ,
h .....•0+



(0 b) , q y g [6,i):

!&mA ~ Si uh=uhBqg es la unica soludon del problema (30) para datos B (=k2b ). q y g entonces se tiene:

i) Si BI ~ B2 (0 hI :0:; b2) sobre [I , q2 ~ ql sobre [2 y gl ~ g2 en fl , entonce.

Uh = Uh < Uh = Uh en nI Blqlgt - B2q2g2 2

Para B > 0 fijo, sea Uh la unica soludon de (30). Es facil probar que

J g uhdx + a(uh,uh) = q J uh d-y
fl [2

y este resultado lIeva inmediatamente a [6,i]:

!&mA 2.4 La unica soludon uh de (30) para B y q fijos y positivos y g E L2(fl), g ~ 0 en n , verifica:

uh '" 0 en fl ~ uh '" 0 sobre [2 . (35)

ObservaciOn !& En otras palabras, si g ~ 0 en fl, se produdra un cambio de fase en fl si y sOlo si uh asume

valores negativos sobre f2'

Oebido a la linealidad del problema. la unica solndon UhBqg de (30) puede expresarse como

UhBqg = B - qUhl+ Uhg in fl ,

donde uhl Y Uhg estan definidas por

Uhl E Vh ' a(uhl'v) = J v d-y • Vv E Vh '
f2

UhgEVh,a(Uhg,v)=Jgvdx, VVEVh·
fl

ObeervaciOn M En el casa en que g sea constante en fl , resulta

UhBqg = B - q uhl + g uh2 in fl .

Uh2EVh' a(Uh2,V)=Jvdx, VVEVh
fl

FhBg(q) = J (uhBqg) =!a( UhBqg , UhBqg)- J g UhBqg dx + q J UhBqg d-y ,
fl f2

para B > 0 fijo y g E L2(fl) , y

FhBq(g) =J(uhBqg) =!a(uhBqg , UhBqg)- g J UhBqg dx + q J UhBqgd-y,
fl f2



FhBg(q) = I UhBqg d-y ,
f2

FhBq(g) = - I UhBqg dx ,
o

~ M i) Si '10 E R es tal que FhBo8o (qo) < 0 para Bo > 0 fijo y 80 E L2(0) no negativa, entonces UhBqg

es de signo no constante en 0 (hay dos Casespresentes) para todo B que verifique 0 < B $ Bo; g E L2(0) , tal

que 0 $ g $ 8oyq~ '10-

ii) Si gl E R es tal que FhB q (gl) > 0
1 1

en 0 para todo B tal que 0 < B::; B1;

para ~1 Y ql fijos Y positivos , entonces UhBqg es de signo no constante

q ~ ql Y g E L2(0) que verifique sup g(x) $ gl .
x E 0

DemostraciOn: Los resultados siguen a partir del teorema anterior y loe lemas 2.4 y 2.5 (el ult\mo sOlo en el caso

i)D

Como en (6) se define una funclOn Oujo critico diBcreta

qhc : R+x L2(0) - R, (B,g) - qhc(B,g)

* para cada B > 0 Y q ::; qhc(B,g), UhBqg ~ 0 en 0 (no hay cambio de Case),

* para carla B > 0 Y q > qhc(B,g), UhBqg es una funciOn de signo no constante en 0 (se presentan

~ U qhc es una funciOn no decreciente, es decir para toda 0 < B1::; B2 y para toda gl' g2 E L2(O) ,

gl $ g2 resulta qhc(B1,gl) $ qhc(B2,g2)·

DemoetraciOn: A partir del Lema (2.3), 0 ::; uhB
1
Qc(B

1
,gl)gl $ uhB2Qc(Bl,gl)g2 en n y en consecuencia se

tiene la tesisD

~ 2.1lI Sea FhBg definida en (41), entonces se tiene

i) FhBg(q) < 0 ¢> q > QhiB)



ChI = a(uhl,uhl) = J Uhl d')' > 0 ,
r2

Chg = a(uhg,Uhl) = J g Uhl dx = J Uhg d')' ,
11 r2

B I r2 I
qho(B)=~ > 0 ,

( Uhl Y Uhg han sido definidas en (37) Y (38) respectivamente) .

ii) Si q > Qho(B) entonces UhBqg es de signo no constante en 11, Vg E L2(11), g ~ 0, B E R+.

DemostracWn: i) Usando (36)-(38) en (41) se obtiene

Chl2 = a(uhl,uh2) = J uhl dx = J uh2 d')' > 0,
11 r2

ObaervaciOn 2.n Para el caso g = 0 estudiado en [7] se obtiene que si q > qho(B) entonces uhes de signo no

constante en 11.

FhBq(g) = - ~ a(uh2,uh2)+qg [a(uh2,uhI)+B I 11 I] + Bql r2 I - ~2 J uhI d')'
r2

IamlI Ln Sea rhBq definida por (42),entonces :
i) FhBq(g) > 0 ~ g < Gho(B)

donde



Chz = a(uhz,uhz) = I Uhz dx > 0 ,
Q

BIQI
gho(B)=~ > 0 .

Obeervacion lli En el teorema anterior no se requiere que q ni g sean positivas 0 no negativas, como ocurria en

los teoremas previos.

En esta seccion se utilizan las ideas desarrolladas en [7] para el caso g = 0, generalizandolas para g :f. O.

~ ULas funciones uI, uz' uhl Y uhz definidas por (16), (19), (37) Y (40) respectivamente, verifican:

i) a(ui-uih' vh) = 0 V vh E Vh i=l, 2

Ii) Ilu;-uihlly $ ~ inf Ilu.-vhlly i=I,2
vh E Vh I

Hi) Ilui-uihl~, < 1 C hr-I i= 1,2,- Q oi ~uill ill

donde las constailtes Coi son las que surgen del resultado de interpolaci6n (29).

Demostracw: i) Se deduce a partir de las definiciones de las funciones ui Y uih'

ii) Es consecuencia de la coercitividad de la forma bilineal a Yde i).

Hi) Es consecuencia de ii) Y (29)0

De manera similar a 10 realizado en [7] se deducen:

~ U Las constantes cI' cz' c12, ChI' chz Y chlZ definidas respectivamente por (22), (26), (25), (47), (52) Y

(50) verifican

i) a(ul-uhl' ul-uhl)=cl-chl ~ O.

ii) a(uz-uhz' uz-uhz) =cz-chz ~ O.

Hi) a(ul-uhi' uz-uhz)=c12-chlz'

IV) qho(B) ~ ~(B)

v) ghiB) ~ ~(B).



E h2(r-l)
i) o < qho(B) - qo(B) :; t c1 qho(B) (51)

ii) o < gho(B) - !lo(B) :;
E2 h2(r-l)

gho(B) . (58)c2

E h2(r-l)
o < qho(B) - qo(B):; t Ct l ~(B)

E
2

h2(r-l)
o < gho(B) - !lo(B):; c2 l !lo(B) •

1
. 0 h h () _(1-l)ct)2(r-t)

,SI < < Irl - ~

t

si 0 < h < h2rCl)=eit;l:iy(r-t)

DemostrlldOn: i) Fue probado en [1)

ii) A partir de (59) y siguiendo un metodo Malogo el empleado en (1) se deduce:

N(h) !loh(B) :; !lo(B) ,

N(h) = 1 - ~ h2(r-l) < 1 .
2

Si se considerll parll Cadll parametro 0 < l < 1, III siguiente equivlliencill :

o < l < N(h) < 1 <:? 0 < h < hU(l) ,

puede derivarse la desigualdad ii) 0

donde F2= (cn q+ BIn D E2+ c2E12.

Dem08trasiOn: i) de (20), (23), (46), (49); (50), (54) r (56) lie deduce i).

ii) de (24). (21), (51), (53) y (56) se deduce ii) 0
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