Mecénica Computacional Vol. 14, pdginas 386-391
compilado por Sergio Idelsohn y Victorio Sonzogni
Editado por AMCA, Santa Fe, 1994

SOLIDIFICACION DE ALEACIONES BINARIAS
CON FASE EUTECTICA: UN ESQUEMA IMPLICITO BASADO
EN LA FORMULACION DE ENTALPIA

Sergio D. Felicelli
Divisién Mecdnica Computacional, Centro Atémico Bariloche, C.N.E.A.
8400 San Carlos de Bariloche. Rio Negro, Argentina

RESUMEN

Se presenta un esquema numérico para modelar la solidificacién de una aleaci6n binaria que experimenta una
reaccion eutéctica durante el cambio de fase. El método combina un modelo continuo de zona "mushy”, con
una regularizacién del frente eutéctico, siendo Ia fraccién de liquido el pardmetro regularizador. En particular,
¢l esquema es también eficiente para el caso de un metal puro. Mediante una linearizacién de Newton-
Raphson, se calculan en forma simultdnea temperatura, entalpfas y concentraciones en las fases, y fraccién de
Mquido para cada paso temporal, sin necesidad de recurrir a iteraciones externas de tipo explicito. El
diagrama de fase de la aleacion es tenido en cuenta implicitamente en el célculo de la fraccién de liquido,
evitando las relaciones empfricas de fraccién de liquido vs. temperatura. El método es robusto y permite la
consideracién en forma eficiente de funciones de entalpfa dependientes tanto de la temperatura como de la
concentracién. Se realizan célculos analizando c6mo afecta a la velocidad de avance del frente eutéctico la
consideraci6n de diferentes funciones de entalpfa para el s6lido primario y el s6lido eutéctico.

ABSTRACT

A numerical scheme to model the solidification of a binary alloy that undergoes a eutectic reaction during the
phase change is presented. The method combines a continuum mushy zone model with a regularization of the
eutectic front, being the fraction of liquid the regularization variable. In particular, the scheme is also efficient
for the case of solidification of a pure metal. Employing a Newton-Raphson linearization, temperature, phase
enthalpies and concentrations, and fraction of liquid, are computed simultaneously for each time step, with no
need of external iterations of explicit type. The phase diagram of the alloy is used implicity in the scheme to
compute the fraction of liquid, avoiding ad hoc temperature vs. fraction of liquid relations. The method is
robust and allows an efficient implementation of enthalpy functions that depend on both temperature and
concentration. A calculation is presented to study the effect of considering different enthalpy functions for the
primary solid and the eutectic solid on the advancing speed of the eutectic front.

INTRODUCCION

El méiodo de 1a entalpfa, llamado también de dominio fijo, es ampliamente usado en el modelado de solidificacién de
metales o aleaciones. Una de sus principales caracterfsticas es que 1a evolucion del calor latente estd implicitamente
incorporada en la definici6n de la entalpfa, permitiendo utilizar un vnico sistema de ecuaciones para todo el dominio,
sin condiciones de borde en interfases internas. Cuando es aplicado a aleaciones binarias que solidifican formando
una zona "mushy” o dendritica, las ecuaciones de gobierno se meodifican utilizando técnicas de promedio en
voltimen.[1] Estas técnicas establecen relaciones entre las variables macroscépicas o promediadas y las variables
microscépicas o locales. Dichas relaciones son necesarias porque si bien las ecuaciones diferenciales rigen para las

variables macroscépicas, las funciones de estado termodindmicas sSlo son vdlidas para variables locales. Por
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ejemplo, un elemento de volumen de s6lido tendrd en general una concentracién de soluto diferente a la establecida
por la curva solidus del diagrama de fase debido a microsegregacion.(2)

Si bien la fracci6n de liquido varfa continuamente a lo largo de la zona dendritica, cuando la aleacién experimenta
una reaccion eutéctica, el lfquido que aiin resta solidificar 1o hace a temperatura constante, dando origen a una
interface s6lido/mushy y a un cambio abrupto en la entalpfa y la fracci6n de lfquido. En este punto el promediado de
las ecuaciones debe hacerse sobre tres fases: liquido, sélido primario, y s6lido eutéctico. Cada una de estas fases
tiene en general distintas propiedades fisicas (calores especfficos, conductividades, densidades) y distintas funciones
de entalpfa. Una de las simplificaciones méds comunes en los modelos de solidificacién de aleaciones dendrfticas es
asumir una dependencia lineal de las entalpfas de fase con la temperatura. Se ha demostrado, sin embargo, que las
entalpfas de fase deben considerarse como funciones de estado que dependen tanto de la temperatura como de la
concentracién.[3] Variaciones de la concentracién producida especialmente por conveccin del lquido durante la
solidificacién, pueden cambiar sustancialmente la dependencia de la entalpfa debida s6lamente a la temperatura. Por
otra parte, hay muy pocos estudios sobre los efectos de las diferentes propiedades entre los sélidos primario y
eutéctico.[4]

En este trabajo se propone un esquema numérico que permite incorporar eficientemente las generalizaciones
mencionadas. Se describe €l método para el caso unidimensional sin conveccién, dejando la extensién al caso
convectivo para una segunda etapa del trabajo.

DESCRIPCION DEL MODELO

: Sea un elemento de volimen que contenga las tres fases
LIQUID | intervinientes: fquido, s6lido primario, y sélido eutéctico (Fig. 1).,

donde ¢ es la fraccién en volumen de liquido, y ¢, es la fraccién

¢ de lfquido que existfa al momento de comenzar la reaccién
eutéctica. La entalpfa total del volumen es entonces:
Fig. 1 - Elemento de volumen conteniendo las 3 h=¢h, + (1 ‘¢5)hs +(o- 4’5) h, m

fases presentes.
siendo h;, hs, y hg las entalpfas respectivas de fase, que se

asumen dependientes de la temperatura y concentraci6n de la siguiente manera [3]:

hy=h g+, (T-T;) ®
hy=hs  +¢c(T-T,) 3
he=hy +c,(T-T,) @)

donde ¢;, ¢;, y cg son los calores espectficos, y h, 5, hsz, ¥ gz son las entalpfas de fase a la temperatura

eutéctica 7, siendo todos funciones conocidas de la concentracién, El esquema se basa en un algoritmo de Newton-
Raphson que resuelve el siguiente sistema no lineal de ecuaciones:

on_10d( or
-BT_pax(Kax) ®
(1-¢)hs + 0k, ifT>7,
h={(1=0z g +0h, o +(0 - 0)hs ifT=T; ©®
dehe +(1-0, ) ifr<7,

C=0C,+1 I= j:kCqu) ™
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_fe(m) ifp<l
C"-{C ifo=1 ®
2_p2(,36)
ot ‘Da.x( ox ©

donde p es densidad, X es conductividad térmica efectiva (de la mezcla sélido+lfquido), D is la difusividad de soluto
en el lquido. y res tiempo. La curva liquidus del diagrama de fase, g(T'). fue aproximada por 1a funci6n lineal:

T=mC,+T, 10)
siendo m la pendiente y T}, la temperatura de fusion del met_al puro (aleacién de concentracion cero).

Las variables primarias o incégnitas a ser calculadas son h, T, C, y ¢. Usando las ecuaciones (7), (8), y (10), puede

eliminarse ¢, y obtenerse un sistema no lineal con h, T, y C como variables primarias. La evaluacitn de la integral
I, que lleva la concentracién en la fase s6lida (primaria y eutéctica), es necesaria para incluir correctamente el
proceso de microsegregacion, de esencial importancia en la distribucién macroscépica final de soluto. Dada la
complejidad de evaluar / también en forma simultdnea, se utiliza para l1a misma el valor del paso temporal anterior.
Esio no degrada la perfomance del algoritmo, ya que las restricciones en el paso temporal son introducidas
principalmente por la ecuacién de energfa (5). Es sabido que para la mayorfa de las aleaciones metdlicas, la
difusividad térmica es mucho mayor (2 o 3 6rdenes de magnitud) que la difusividad de soluto. Porlo tanto €l cambio
en concentraciones en las fases de un paso temporal al siguiente es sumamente pequefio. Esto permite también tratar
a la variable C en forma explicita y resolver un sisiema no lineal en entalpfa-temperatura, sin introducir restricciones
severas en el paso temporal. Para un paso temporal, se resuelve el sistema 4-T mediante iteraciones de Newton-

Raphson, Juego se actualizan ¢ y C de las Ecs. (7)-(9), se resuelve nuevamente el sistema A-T, y asf sucesivamente
hasta la convergencia. En la mayorfa de los casos las iteraciones externas no son necesarias, justamente debido a la
poca variacion de concentracién entre dos pasos temporales, y s6lamente debe resolverse el Newton-Raphson una
sola vez por paso temporal. También es posible pasar del sistema h-T a una Gnica ecuacién para la temperatura,
reemplazando la funcién de entalpfa linearizada en la Ec. (5). Este reemplazo se efectia luego que 1a Ec. (5) ha sido
discretizada temporalmente, para evitar originar términos adicionales de derivada temporal. Ambos esquemas han
mostrado una buena perfomance con respecto a estabilidad y costo computacional, permitiendo €l uso de pasos de
tiempo sustancialmente mayores que versiones explicitas.

RESULTADOS NUMERICOS

Se realizaron célculos para una sistema de Pb-Sn, para el cual existe una buena disponibilidad de datos sobre
entalpfas, calores especfficos, y demds propiedades fisicas. Las ecuaciones fueron discretizadas con el método de
elementos finitos, pensando en una futura extension a 2 dimensiones. Una discretizacién implicita de Euler fue
utilizada para 12 derivada temporal de 1a ecuaci6n de energfa, y explicita para la ecuacién de concentracién total.

El primer cdlculo consiste en la solidificacién de una aleacion Pb-61.9%Sn, es decir, 1a composicién eutéctica.
Como es sabido, en este caso la aleacién solidifica a una dnica temperatura igual a la temperatura eutéctica T, en
forma similar a un metal puro. El propdsito de este ejemplo es mostrar que a pesar que el algoritmo fue disefiado
para calcular la solidificacién en una zona mushy, donde la fraccién de l{quido varfa continuamente a lo largo de la
misma, también puede resolver el caso de una aleacién de composicién eutéctica donde 1a fracci6n.de liquido varfa
abruptamente de 1 a O en la zona del frente eutéctico. En la préctica, esta transicion se limita a la extensi6n de un
elemento finito, por lo que la malla no debe ser excesivamente gruesa.

El dominio computacional consiste en un segmento de 1m de largo, discretizado con una maila uniforme de 100
elementos lineales. La aleacién se halla inicialmente a tempertura 456 K (el valor eutéctico), y a tiempo cero se
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aplica una temperatura frfa 7, = 293K en :=0. Considerando un calor de fusién constante H s» ¥ un calor

especifico constante ¢, la posicion del frente eutéctico satisface la solucion analftica;

2, =2pJou
donde f3 es una constante obtenida de:
N c
Ped(B)=(T, -T,) —t=
Rt et(B)=(Tu ) g
Los valores numéricos utilizados en el clculo fueron (en unidades SI):
a=11107; ¢, =173.0; H, = 47,500; T, =456; B=0.5

La tabla I muestra 1a posicion del frente z, calculada, en comparacién con la obtenida de 1a expresién analitica, para
un intervalo de solidificacién de 1 hora. El paso de tiempo utilizado fue de 6 segundos.

TABLA
Posicion del frente de solidificacién de una aleacién de composici6n eutéctica

Tiempo z, calculado z, analitico % error
(min) (mm) (mm)
10 81.3 82.5 1.5
20 114.4 116.7 2.0
30 135.8 143.0 5.0
40 159.6 165.1 33
50 172.2 184.6 6.7
60 194.0 202.2 4.0

Se observa que el esquema tiende a calcular por defecto 1a posicion de la interfase. La misma es extrapolada desde el
nodo que tiene ¢ <1. En realidad el modelo aproxima la interfase con una zona mushy de dimensi6n igual 2 un

elemento, por lo que puede esperarse un error introducido por esta fuente. Aun asf los resultados son satisfactorios
para este tipo de modelo, y son comparables a los obtenidos con algunos esquemas de tipo Stefan.{5).

En el segundo ejemplo se muestra la capacidad del método para tratar con funciones de entalpfas generales,
dependientes tanto de 1a temperatura como de la concentracién. Se realizan dos cdlculos, uno con entalpfas y calores
especfficos variables (cdlculo A) y otro con propiedades constantes (clculo B). En ambos casos se trata de una
aleacion de Pb-20%Sn. Las siguientes funciones fueron utilizadas para el caso de propiedades variables[3]:

¢, =146.6+0.964C,

cs =138.7+1.04C;
hy g =42420+939.3C, - 4.52C?
hs ¢ =20590+1169.3C; -10.33C?
hp =~50790+197.7T
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donde las entalpfas estdn en J/Kg, la temperatura en K, y los calores especificos en J/(Kg*K). La concentracién del

sélido, Es, est4 ligada a la integral /en la Ec. (7) por Es = %1 -0)

El cdlculo B fue realizado asumiendo calores especfficos constantes en las tres fases y entalpfas independientes de la
concentracién. Los valores constantes fueron elegidos correspondientes a valores promedio de temperatura y
concentracion en el rango de solidificacion. Concretamente:

¢, =185
h, p =83244

cs =149 ;
hs g =31250

¢y =197.7
hy =32837

Ademds se utilizaron las siguientes propiedades en ambos célculos (en unidades SI):

k=20;
k=03

m=-2.33 : T,, =600 ;

; D=3.10"°

” T, = 456

donde T'=mC, +T,, es la aproximaci6n lineal utilizada para la curva liquidus del diagrama de fase.

La aleaci6n est4 inicialmente a T, = 590K en un molde de 100 mm de largo. Una temperatura frfa T, =290K se

aplica en el extremo izquierdo a #=0, con un coeficiente de transferencia de calor y =10°. La discretizaci6n espacial
consisti6é en 100 elementos lineales. Después de 3 min de solidificacién se compara en la Tabla II 1a posicién de los
fentes quido y eutéctico, y 1a méxima macrosegregacion ocurrida (positiva y negativa), para ambos cdlculos, A y

B.
TABLAII
Comparacién de la ubicaci6n de los frentes liquido y eutéctico
Tiempo = 180s
Frente Liquidus Frente Eutéctico Max. Macrosegreg.
Calculo A 0.0593 0.0131 19.928-20.009
Entalpfa General (0.081)
Calculo B 0.0487 0.0118 19.917-20.012
Entalpfa Simplificada (0.095)
Diferencia (%) -17.8% -9.9% +17.3%
\ Puede observarse en la Fig. 2 que el cdiculo utilizando propiedades
. o constax_)tes predice por defecto la posici6n de los frentes, y por exceso
- iy ’ la cantidad de macrosegregacion, cuando se lo compara con el célculo
g ‘,// A, en el que la entalpfa varfa con la temperatura y la concentracién.
g o i La misma conclusién con respecto a la posicién de los frentes fue
3™ obtenida por Schneider y Beckermann (4], quienes usaron un modelo

02
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-~ General Enthalpy - Simplified Enthalpy

Fig. 2 - Perfiles de fraccién de liquido a 180s.

de difusién de calor solamente, y por lo tanto no pudieron predecir
diferencias en la cantidad de macrosegregacién. Notar que en este
problema puramente difusivo, 1a macrosegregacion es muy débil. Esto
cambiard radicalmente cuando se agrege conveccién al modelo{6]. En
este caso, debido a los efectos de la conveccién termosalina en el
campo de concentraciones, pueden esperarse mayores discrepancias
entre los modelos con funciones de entalpfa generales y los de entalpfa
simplificada.
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