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SOLIDIFICACION DE ALEACIONES BINARIAS
CON FASE EUTECTlCA: UN ESQUEMA IMPLiCITO BASADO

EN LA FORMULACION DE ENTALPIA

Sergio D. Felicelli
Divisi6n Mecdtrica Computacional, Cenrro At6mico Bariloche, C.N.E.A.

8400 San Carlos de Bari/oche. Rio Negro, Argentina

Se presenta un esquema nummco para modelar la solidificaci6n de una aleaci6n binaria que experimenta una
reacci6n eu~ctica durante el cambio de fase. EI m~todo combina un modelo continuo de zona "mushy", con
una regularizaci6n del frente eu~ctico, siendo la fracci6n de Ifquido el parihnetro regularizador. En particular,
el esquema es tarnbi~n eficiente para el caso de un metal puro. Mediante una Iinearizaci6n de Newton-
Raphson, se calculan en forma simult:inea temperatura, enlalpfas y concentraciones en las fases, y fracci6n de
Ifquido para cada paso temporaI, sin necesidad de recurrir a iteraciones externas de tipo explfcito. EJ
diagrama de fase de la aleaci6n es tenido en cuenta implfcitarnente en el c~culo de la fracci6n de Ifquido,
evitando las relaciones empfricas de fracci6n de Ifquido vs. temperatura. EI m~todo es robusto y permite la
consideraci6n en forma eficiente de funciones de enlalpfa dependientes tanto de la temperatura como de la
concentraci6n. Se realizan c~cuIos analizando c6mo afecta a la velocidad de avance del frente eut~ctico la
consideraci6n de diferentes funciones de entalpfa para el s6lido primario y el s6lido eu~co.

A numerical scheme to model the solidification of a binary alloy that undergoes a eutectic reaction during the
phase change is presented. The method combines a continuum mushy zone model with a regularization of the
eutectic front, being the fraction ofliquid the regularization variable. In particular, the scheme is also efficient
for the case of solidification of a pure metal. Employing a Newton-Raphson linearization, temperature, phase
enthalpies and concentrations, and fraction of liquid, are computed simultaneously for each time step, with no
need of external iterations of explicit type. The phase diagram of the alloy is used implicitly in the scheme to
compute the fraction of liquid, avoiding ad hoc temperature vs. fraction of liquid relations. The metllod is
robust and allows an efficient implementation of enthalpy functions that depend on both temperature and
concentration. A calculation is presented to study the effect of considering different enthalpy functions for the
pri mary solid and the eutectic solid on the advancing speed of the eutectic front.

EI m~lodo de la entalpfa, lIamado tarnbi~n de dominio fijo, es ampliamente usado en el model ado de solidificaci6n de
metales 0 aleaciones. Una de sus principales caracterfsticas es que la evoluci6n del calor latente estl1 implicitamente
incorporada en la definici6n de la entalpfa, permitiendo utilizar un Unico sistema de ecuaciones para todo el dominio,
sin condiciones de borde en interfases internas. Cuando es aplicado a aleaciones binarias que solidifican formando
una zona "mushy" 0 dendrftica, las ecuaciones de gobierno se modifican utilizando t~nicas de promedio en
volumen.[ 1J Estas t~cnicas establecen relaciones entre las variables macrosc6picas 0 promediadas y las variables
microsc6pica~ 0 locales. Dichas relaciones son necesarias porque si bien las ecuaciones diferenciales rigen para las
variables macros<.'6picas, las funciones de eSlado lermodinl1micas rolo son v~lidas para variables .locales. Por



ejemplo. un elemento de volumen de solido tendra en general una concentracion de soluto diferente a la establecida
por la cueva solidus del diagrarna de fase debido a microsegregaciOn.(2]
Si bien la fraceion de Ifquido varfa continuamente a 10 largo de la zona dendrftiea. euando la aleacion experimenta
una reaccion eutectica. el Hquido que aun resta solidificar 10 hace a temperatura constante. dando origen a una
interface solido/mushy y a un cambio abrupto en la entalpfa y la fraccion de Ifquido. En este punto el promediado de
las ecuaciones debe haeerse sobre Ires fases: Ifquido. s6lido primario. ys6lido eutectico. eada una de estas fases
tiene en general distintas propiedades ffsicas (calores especfficos. conductividades. densidades) y distintas funciones
de entalpfa. Una de las simplificaciones mas comunes en los modelos de solidificaci6n de aleaciones dendrftieas es
asumir una dependencia lineal de las entalpfas de fase con la temperatura. Se ha demostrado. sin embargo. que las
entalpfas de fase deben considerarse como funciones de estado que dependen tanto de la temperatura como de la
concentracion.(3] Variaciones de la concentraci6n producida especialmente por conveccion del Hquido durante la
solidificacion. pueden cambiar sustancialmente la dependencia de la entalpfa debida s6lamente a la temperatura. Por
otra parte. hay muy pocos estudios sobre los .efeetos de las diferentes propiedades entre los s6lidos primario y
euteetico. [4)
En este trabajo se propone un esquema numerlco que permite ineorporar eficientemente las generalizaciones
mencionadas. Se describe el metodo para el caso unidimensional sin conveccion. dejando la extension al easo
convecti vo para una segunda etapa del trabajo.

Sea un elemento de volUmen que contenga las Ires Cases
intervinientes: Hquido. s6lido primario. y s6lido eutectieo (Fig. 1).•

donde 41 es la fraccion en volumen de lfquido. y f/l E es la fracci6n
de lfquido que existfa al IIlOmenlO de eornenzar la reaccion
eutectica. La entalp(a total del volumen es entonces:

h = ~L +(l-41E)hs+($-$E)hEFig. 1 - Elemento de volumen conteniendo las 3
Cases presentes.

siendo hL' hs• y hE las entalpfas respectivas de fase, que se
asumen dependientes de la temperatura y eoncentraeion de la siguiente manera (3]:

hL =hL,E+cL(T-TE) (2)

hs=hs,E+cAT-TE) (3)

hE = hE.E+cg{T-TE) (4)

donde cL• cs' Y cE son los ealores especfficos. y hL.E• hS•E' Y hE.E son las entalpfas de Case a la temperatura

eutectica TE, siendo todos funciones conocidas de la concentraeion. EI esquema se basa en un algoritrno de Newton-
Raphson que resuelve el siguiente sistema no lineal de ecuaciones:

iCT>TE
iCT=TE
iCT<TE



CL ={~(T)

ac = D~(lPaCL )at ax ax

iflP<1

iflP=1

donde P es densidad, 1( es conductividad termica efectiva (de la mezcla s6lido+lfquido), D is la difusividad de soluto

en elUquirlo, y t es tiempo. La curva liquidus del diagrama de fase, g(T), fue aproximada po!' la funci6n lineal:

Las variables primarias 0 inc6gnitas a ser calculadas son h. T, C, y <1>. Usando las ecuaciones (7), (8), y (10), puede

eliminarse <1>, y obtenerse un sistema no lineal con h, T, Y C como variables primarias. La evaluaci6n de la integral
I, que l1eva la concentraei6n en la fase s6lida (primaria y eutectica), es necesaria para incJuir correctamente el
proceso de microsegregaci6n, de esencial importancia en la distribuci6n macrosc6pica final de soluto. Dada la
complejidad de evaluar 1 tambien en forma simult4nea, se utiliza para la misma el valor del paso temporal anterior.
Esto no degrada la perfomance del a1goriuno, ya que las restricciones en el paso temporal son introducidas
principalmente por la ecuaci6n de energfa (5). Es sabido que para la mayona de las aleaciones rneullicas, la
difusividad termica es mucho mayor (20 3 6rdenes de magnitud) que la difusividad de soluto. Por'lo tanto el cambio
en concentraciones en las fases de un paso temporal aI siguiente es sumamente pequello. Esto permite tambien tratar
a la variable C en forma explfcita y resolver un sistema no lineal en entalp!a-temperatura, sin introducir restricciones
severas en el paso temporal. Para un paso temporal, se resuelve el sistema h-T mediante iteraciones de Newton-

Raphson, luego se aetualizan <I> y C de las Ecs. (7)-(9), se resuelve nuevamente el sistema h-T, y as! sucesivarnente
hasta la convergencia. En la mayona de los casos las iteraciones externas no son necesarias, justamente debido a la
poca variaci6n de concentraci6n entre dos pasos temporales, y s61amente debe resolverse el Newton-Raphson una
sola vez por paso temporal. Tambien es posible pasar del sistema h-T a una unica ecuaci6n para la temperatura,
reemplazando la funci6n de entalp!a linearizada en la Ec. (5). Este reemplazo se efect6a luego que la Ec. (5) ha sido
discretizada temporal mente, para evitar originar terminos adicionales de derivada temporal. Ambos esquemas ban
moslrado una buena perfomance con respecto a estabilidad y costa computacional, permitiendo el uso de pasos de
tiempo sustancialmente mayores que versiones expl!citas.

Se realizaron cl11culos para una sistema de Pb-Sn, para el cual existe una buena disponibilidad de datos sobre
entalpfas, calores especfficos, y dem:is propiedades fisicas. Las ecuaciones fueron discretlzadas con el metodo de
elementos finitos, pensando en una futura extensi6n a 2 dirnensiones. Una discretizaci6n implfcita de Euler fue
utilizada para la derivada temporal de la ecuaci6n de energfa, y expl!cita para la ecuaci6n de concentraci6n total.
EI primer cl11culo consiste en la solidificaci6n de una a1eacion Pb-61.9%Sn, es decir, la composici6n eutectica.
Como es sabido, en este caso la a1eaci6n solidifica a una unica temperatura igual a la temperatura eutectlca TE, en
forma similar a un metal puro. EI prop6sito de este ejemplo es mOSlrar que a pesar que el a1goritrno fue diseilado
para calcular la solidificaci6n en una wna mushy, donde la fracci6n de Uquido varia continuamente a 10 largo de la
misma, tambien puede resolver el caso de una a1eaci6n de composici6n eutectlca donde la fracci6n·de Ifquido varia
abruptamente de I a 0 en la zona del frente eutectlco. En la pnl.ctica, esta transici6n se limita a la extensi6n de un
elemento finito, po!' 10que la mall a no debe ser excesivamente gruesa.
EI dominio computacional consiste en un segrnento de 1m de largo, discretizado con una malla uniforme de 100
elemenlos lineales. La aleaci6n se hall a inicialmente a tempertura 456 K (el valor eUl~cticoJ, y a tiempo cero se



aplica una temperatura frfa Tf = 293 K en z = O. Considerando un calor de fusi6n constante Hf' Y un calor

especffico constante cp' la posici6n del frente eutectico satisface la soluci6n analitica:

13e~'erf([3) = (T. - T ) _c p-
M f Hf./i

La tabla I mueSlra la posici6n del frente z, calculada, en comparaci6n con la obtenida de la expresi6n anal!tica, para
un intervalo de solidificaci6n de I hora. El paso de tiempo utilizado fue de 6 segundos.

TABLA I
Posici6n del frente de solidificaci6n de una a1eaci6n de composici6n eutectica

Tiempo z, calcu1ado z, analitico % error
(min) (mm) (mm)

10 81.3 82.5 1.5

20 114.4 116.7 2.0
30 135.8 143.0 5.0
40 159.6 165.1 3.3
50 172.2 184.6 6.7
60 194.0 202.2 4.0

Se observa que el esquema tiende a calcular por defecto la posici6n de la interfase. La rnisma es extrapolada desde el

nodo que tiene q> < 1. En realidad el modelo aproxima la interfase con una zona mushy de dimensi6n igual a un
elemento, por 10 que puede esperarse un error introducido por esta fuente. Aun as! los resultados son satisfactorios
para este tipo de modelo, y son comparables a los obtenidos con algunos esquemas de tipo Stefan.[5].

En el segundo ejemplo se muestra la capacidad del metodo para tratar con funciones de entalp!as generales,
dependientes tanto de la temperatura como de la concentraei6n. Se realizan dos clllculos, uno con entalp!as y calores
especfficos variables (clllculo A) y otro con propiedades constantes (clllculo B). En ambos casos se trata de una
a1eaci6n de Pb-20%Sn. Las siguientes funciones fueron utilizadas para el caso de propiedades variables[3]:

CL =146.6+0.964CL

Cs = 138.7+ 1.04 Cs

hL•E = 42420 + 939.3CL -4.52Ci

hs.E = 20590+ 1169.3Cs -1O.33C}

hE = -50790+ 197. 7T



donde las entalpfas estl1n en JlKg, la temperatura en K, y los calores especfficos en J/(Kgo K). La concentraci6n del

s6lido, Cs' estl1ligada a la integral I en la Ec. (7) por Cs = )11 - cI»'

EI c<ilculoB fue realizado asumiendo calores especfficos constantes en las tres fases y entalpfas independientes de la
concentraci6n. Los valores constantes fueron elegidos correspondientes a valores promedio de temperatura y
concentraci6n en el rango de solidificaci6n. Concretamente:

CL = 185
hL,E = 83244

Cs = 149
hS•E = 31250

CE =197.7
hE =32837

1C = 20 ;
k=0.3

p = ooסס1
m=-2.33

La aleaci6n estl1 inicialmente a To = 590 K en un molde de 100 rom de largo. Una temperatura frfa Tcold = 290K se

aplica en el extremo Izquierdo a 1=0, con un coeficiente de transferencia de calor r = 103• La discretizaci6n espacial
consisti6 en 100 elementos lineales. Despu6s de 3 min de solidificaci6n se compara en la Tabla II la posici6n de los
flentes Ifquido y eut6ctico, y la ml1xima macrosegregaci6n ocurrida (positiva y negativa), para ambos cl1lculos, A y
B.

TABLA II
Comparaci6n de la ubicaci6n de los frentes Ifquido y eut6etico

Tiempo = 1805

Frente Liauidus Frente Eurectico Max. Macrosel!rel!.
CalcuJoA 0.0593 0.0131 19.928-20.009

Entalofa General (0.08})
CalculoB 0.0487 0.0118 19.917-20.Ql2

", ..•..•..•... (0.095)
Diferencia (%) -17.8% -9.9% +17.3%

Puede observarse en la Fig. 2 que el cl1lculo utilizando propiedades
constantes predice por defecto la posici6n de los frentes, y por exceso
la cantidad de macrosegregaci6n, cuando se 10 compara con el cl1lculo
A, en el que la entalpfa varfa con la temperatura y la concentraci6n.
La misrna conclusi6n con respecto a la posici6n de los frentes fue
obtenida por Schneider y Beckermann (4), quienes usaron un modelo
de difusi6n de calor solamente, y por 10 tanto no pudieron predecir
diferencias en la cantidad de macrosegregaci6n. Notar que en este
problema puramente difusivo, la macrosegregaci6n es muy d6bil. Esto
cambiarli radicalmente cuando se agrege convecci6n al modelo(6). En
este caso, debido a 10s efeetos de la convecci6n termosalina en el
campo de concentraciones, pueden esperarse mayores discrepancias
entre los modelos con funciones de entalpfa generales y los de entalpfa
simplificada.
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