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RESUMEN

Se aplican técnicas de dualidad para resolver un problema mixto de Dirichlet-Neumann para el ope-
rador Laplaciano en un dominio poligonal de IR?. Se presentan los principios variacionales de despla-
zamientos y de tensiones como el problema primal y su problema dual, respectivamente. Se proponen
dos modelos de elementos finitos para obtener una solucién aproximada a cada uno de ellos. A partir
de estas dos soluciones se obtiene una aproximacién a la solucién del problema dado para la cual es
posible estimar el error de discretizacidn, que en ciertos casos se puede calcular en forma exacta.

ABSTRACT

Duality techniques are applied to solve a mixed Dirichlet-Neumann problem for the Laplacian operator
on a poligonal domain in IR?. Displacement and stress variational principles are presented as the primal
and dual problems, respectively. Two finite element models are proposed to solve each of the above
problems. Based on both solutions an approximation to the problem solution is obtained as well as
estimators to the discretization error. This error may be computed exactly in certain cases.

1. UN PROBLEMA CON CONDICIONES DE BORDE MIXTAS Y SU PROBLEMA DUAL

Se considera el problema siguiente:

~-Au = f en Q
u = u sobre T'y 1)
%1;; =g sobre T,

y el problema de minimizacién asociado:

F(@) = min  F(v) (2

encontrar 4 € up + HE,(©2) tal que
vE€uo+Hi ()

‘donde:

- @ C R? es un dominio poligonal cuya frontera AQ est4 dividida en dos partes: Ty y I'r, y la longitud de
I'q debe ser positiva;
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- ug € H?(Q) es una funcién conocida y ug + H}‘(Q) es el conjunto de los desplazamientos admisibles, con
HE () = {u € H'(Q)/ulr, = 0}

un subespacio lineal y cerrado de H(Q2) y sobre el cual la semi-norma de HY(Q): |- |0, es una norma
equivalente a la norma usual del espacio [2];

- la funcional F, llamada energia del sistema, definida por

F(v) = 1/2 a(v,v) - l(v)
=1/2/9Vv~Vvd:c—/nfvda:—/nyvds

es convexa y coerciva sobre up + H} () [1].
e

-a: H'Y(Q)x H'(Q) ~ R es una forma bilineal sobre H'(Q) x H'($), definida positiva, simétrica, definida
por

a(u,v) = / Vu.Vuv dz
o

la cual es continua y coerciva sobre II[‘.‘(Q);

-1: H(92) ~— R es una forma lineal y continua sobre H1(Q), definida por

l(v):/nfvd:+/rugvds

con f € L¥Q) y g € HY(T,);

Bajo ciertas condiciones de regularidad (4] de la solucién de (1), se puede demostrar que ambos problemas
son equivalentes [1}.

A partir de las hipStesis mencionadas, se puede asegurar que el problema de minimizacién (2), tiene solucién
tdnica. La misma estd caracterizada por

% €u + HE(Q)
/Vﬁ-Vvdz:/fvdz+/ gvds - VYve HE ()
Q Q | o

Partiendo del problema (2) considerado como problema primal, 1a teorfa de dualidad en optimizacién convexa
[3] permite hallar el correspondiente problema dual:

(3

{ encontrar g € Hy (div; f,g,%) que verifica
4)

J(p) = in 12/‘dz—/- ds
(?) qur.I(I}iliV:l.y-ﬂ) / nq ¢ I‘aq 7t

donde
Hr,(div; f,9,Q) = {g€ H(div;N) /divg+ f=0en Qyq-n=gsobreT, }

es el espacio de tensiones estaticamente admisibles y
H(div; Q) = {qe[L*(Q)) / div g € L} ()}
es un espacio de Hilbert para la norma

gl taivay = (llalld. + lidiv gll3 o)}

Las soluciones de los problemas (2) y (4), primal y dual respectivamente, estén relacionadas por 12 condicién

V@ ~ plloa = 0.
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2. BREVE DESCRIPCION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS
2.1 Introduccién

Se considera {Q.}I, una particién del dominio  en N subdomirios triangulares, mutuamente disjuntos y
abiertos, para la cual el dngulo minimo de todos los tridngulos est4 acotado inferiormente por una, constante
positiva. Supongamos también que cuando el lado de un tridngulo coincide con 8 , estars completamente
incluido en I'y 0 en T',. Asociada a esta triangulacion, existe una constante positiva k definida por

h = max h, con h, = diam(92,).
1N

2.2 Modelo cinematicamente admisible

Se trata de aproximar la solucién del problema dado, en su forma variacional (3), mediante el método de
elementos finitos [2]. Sea

Hy = {v € HY(Q):v|g, € P1(R)e=1,.. .,N}
el subespacio de H'(Q2) de dimensién finita engendrado por una base C° de elementos finitos, definida por
la particién {Q.}XL; y donde Pp(R2) es el conjunto de todos los polinomios de grado a lo sumo m, definidos
sobre (1. Se define el espacio discreto correspondiente, de funciones “de prueba”:

Vi = HyO HE ().

En este trabajo se considerard que up € Hj.

Para resolver (3), el método de elementos finitos cinematicamente admisiblc consiste en

(8)

encontrar u, € ug + Vj que satisface
a(un,vn) = l(va) Yoy € V.

Generalmente la solucién por elementos finitos us no coincide con la solucién exacta #. La diferencia
en =& — up,llamada error en los desplazamientos, verifica la condicién de ortogonalidad siguiente:

a(eh,v;,) =0 Yup € V.
Por analogfa, la solucién por elementos finitos es también solucién del problema variacional

Flw) =, i, Fon)

lo que conduce al teorema de proyeccién en elementos finitos

leh,€4) = min AU — Vp,U— V).
( ’ ) € i ( ’ )
2.3 Modelo estaticamente admisible

El modelo estaticamente admisible corresponde al principio variacional de tensiones, es decir al problema
(4). Pero si fuese posible encontrar una solucién particular py € Hr,(div; f, g, ), dicho problema se reduce
a

encontrar p* = p — py € Hr,(div;0,0,Q) que verifica

6
/p‘-qdz = ‘/po-qdz + / g-nuds VYge Hr, (div;0,0,0) ©®
1] Q Ta
Para construir el espacio de funciones “de prueba”, sean

Hi = {¢=(q1.0) € H(div;Q) [ gila, € Po(Re),e=1,...,N,i=1,2)
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un subespacio de dimensién finita y V,? definido por
Vy = Hn Hp (div;0,0,0).
En este traba jo se considera glog,nr, € Po(dQ.NT,), es decir que la funcién g puede ser constante a trozos

sobre I',,.

Resolver (6) mediante el méiodo de elementos finitos estaticamente admisible consiste en

(7

{ encontrar p; & V) que satisface

/P;'.-qhdr = —/PO'QAdI + /qh-nuods Vgn € Vi
Q2 Q T4

En general, la solucién por elementos finitos no coincide con la solucién exacta, a menos que p* = p—po € Vi,
La diferencia e; = p — (pj + po) = p” — pj, es el error en las tensiones. Es ficil probar que el error e; es
ortogonal a todo elemento de V)", es decir

/e;-qhdz =0 Vgn € V.
Q

La solucién pj, obtenida por elementos finitos, permite obtener una solucién del problema de minimizacién
en el subespacio V}:

J )= min_ J(qn).
(po +p}) wdhi,. (an)

Esto cortduce al teorema de projeccién en elementos finitos:

ber,en) = adin,. b(P — qr, D — qn)

donde
b(p,q)=/np-qdz~

3. TECNICAS DE DUALIDAD APLICADAS A LOS ELEMENTOS FINITOS
3.1 Modelo cinematicamente admisible: condiciones esenciales homogéneas.

En la practica, la condicién de Dirichlet, llamada condicidn esencial en el principio variacional de desplaza-
mientos son, a menudo, homogéneas. En ese caso la solucién & del problema (3) y la obtenida por elementos
finitos uy, pertenecen a los espacios H} ,(2) ¥V, respectivamente. Por el teorema de ortogonalidad del
error se obtiene:

a(en,en) = ali, %) — a(up,up) -

Es decir que para los casos en los cuales up = 0 sobre I'y, la energia del error es igual al error de la energia.
Como consecuencia, es posible obtener una cota inferior para la energfa exacta:

a(%,u) > a(un, un).

3.2 Modelo cinematicamente admisible: condiciones naturales homogéneas.

Estos casos corresponden a aquellos problemas mixtos para los que la condicién de Neumann es homogénea
y la fuente interna f es nula. En el principio variacional de desplazamientos, ésto corresponde a las con-
diciones naturales homogéneas. La forma lineal I(-) es nula. Asf la funcional F a minimizar se reduce
a F(v) = 1/2a(v,v). De esta forma, siendo % la solucién exacta del problema de minimizacién 2y
up € ug + Vi C up + HE (Q), se tiene

a(@, @) < a{un, up)

es decir, la relacién inversa a aquella obtenida para las condiciones esenciales homogéneas.
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3.3 Modelo estaticamente admisible: condiciones esenciales homogéneas.

En el principio variacional de tensiones, las condiciones esenciales corresponden a aquellas de las tracciones
impuestas y de las fuerzas voluminicas f. Un caso particular para el problema (6) es aquél donde las
condiciones esenciales son homogéneas, es decir g = 0 sobre I';, f = 0 en Q y la solucién particular elegida
serd po = 0. En este caso, p = p* pertenecen al espacio Hr,(div;0,0,2)y la solucién p} del problema (7)
pertenece al espacio de funciones "test” V. Asi, aplicando el teorema de ortogonalidad del error se obtiene

b(ek, ex) = b(p, p) - b(p;., Ph)

es decir que en ese caso particular, la energfa del error es igual al error de la energia. De esta forma resulta
que
b(pi.Ph) < (P, P).

3.4 Modelo estaticamente admisible: condiciones naturales homogéneas.

En el principio variacional de tensiones, las condiciones naturales corresponden a aquéllas de los desplaza-
mientos impuestos. A menudo en la prictica, éstas son homogéneas. En este caso la forma lineal

g g-nup ds
Fa

es identicamente nula para todas las ¢ € Hr (div;0,0,Q). De esta forma, la funcional J a minimizar se
reduce a J(g) = 1/2 fn ¢ - gdz y siendo p la solucién exacta del problema (4) y pi € Hr,(div;0,0,Q), se
sigue que

b(po + P4, o + P) 2 b(5, B)

que no es otra cosa que la relacion inversa de la obtenida para las condiciones esenciales homogéneas.

3.5'Una estimacién para la energia exacta:

Es claro que las soluciones @& de (2) y f de (4) verifican a(@,%) = b(p,p) estando ambas soluciones ligadas
por la relacién § = Vi en [L2(Q)]%. Asf en los casos particulares para los cuales la condicién de Dirichlet
es homogénea, la energia exacta estd acotada tanto inferior como superiormente, obteniéndose

a(upn, un) £ a(#,@) = b(5, ) < b{po + pi, po + P})-

De la misma manera, en los problemas con condiciones de tipo Neumann (tracciones impuestas) y fuente
interna f (ecuacién de Laplace) nulas, se puede obtener una cota inferior y otra superior para la energia
exacta, de la siguiente forma

b(ph, Ph) < 8(5, p) = a(8, &) < a(un, un)
recordando que la solucién particular pp de la ecuacién divp + f = 0 en Q es nula. Se toma entonces
como estimacidn de la energia exacta, la semisuma de las energias obtenidas por los modelos cinem4tico y
estdtico de elementos finitos. Se obtiene finalmente

_Gptba

a(ﬁ, ﬁ) 3 < “’_".__a_"_,..

2

3.8 Condiciones de borde no homogéneas:
Para problemas con condiciones de borde no homogéneas, se pueden demostrar los siguientes resultados [1]:

Proposicién (Propiedad de ortogonalidad de los campos): Yu € H}, () y Vp € Hr, (div;0,0,0), se tiene
que

(Vu,p) = /Vu-pda: = 0.
Q

Notar que, entonces, el dnico elemento u € H},(Q) tal que Vu € Hr_(div;0,0,Q)es u = 0.
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Los campos p € Hr (div; f, g, Q) serdn considerados como la suma de un campo particular py € Hr, (div; f,g,9}
y de un campo p* € Hr, (div;0,0,0).

La solucién u de (1) es tal que su gradiente s = Vu es la interseccién de los conjuntos Vug+{Vu: u € H}‘(Q)}
Y po + Hr,(div;0,0,9).

Teorema: Sea u solucién de (1) tal que s = Vu € H(div; Q). Sean Vuo + Vu* € Vug + {Vuiue HE (D)}
Y po + P* € po + Hr,(div; 0,0,9). Entonces

“ Vug + Vu* + po + p*
8- 2

=1/2|lpo + p* ~ Vup — Vu'lloa
a

Observaciones:

1. Las soluciones de los principios variacionales de desplazamientos y de tensiones, & y respectivamente,
son tales que Vi € Vug + {Vu:u¢ H}‘(Q)} Yy P € po + Hr,(div;0,0,Q), estando relacionadas por la
condicién 5 = Vi en [LE(Q))?, relacién que puede obtenerse también a partir del teorema anterior.

2. Las soluciones aproximadas dadas por los métodos de elementos finitos cinematica y estaticamente admi-
sibles: up y ps respectivamente, son tales que Vu, € Vuo + {Vu tu g H}‘(Q)} Y Pn € po+ Hr, (div;0,0,Q)
¥y a partir del teorema anterior se tiene que

N
s— Vun+pa ? =3 s Yuntpa ?
2 0.0 e=1 2 0.Q,

N
=1/43_llen = Vualli o, = 14 llpn ~ Vunllg -
ex=1
Por otra parte ,

Vuy + 2
“ = 2P = 1/a s - VunlP g+ 1/4 fls - palltq
Q

2

=1/4||IV&~ Vurlg o + 1/4 5~ pali3 o
= 1/4 [a(en,en) + ble}, e})].

Tomando las soluciones aproximadas de la misma calidad, es decir a(es,ex) = O(h*) y b(ex,er) = O(h*),
se obtiene el mismo orden de aproximacién para la semisuma ﬂﬁgiﬂl .

4. DETALLES DE LA IMPLEMENTACION NUMERICA. EJEMPLOS.
4.1 Obtencidn de las soluciones aproximadas uy Y Pn

Las soluciones de los problemas (5) y (7) fueron obtenidas mediante el programa QUICK.SOLVER, de-
sarrollado en el Servicio de Infografia del Laboratorio de Técnicas Aeronauticas y Espaciales (LTAS) de
la Universidad de Lieja, Bélgica. El mismo ha sido concebido para resolver problemas fisicos utilizando
métodos ripidos de resolucién. Los datos son lefdos a partir del archivo de salida del médulo BACON del
programa SAMCEF [5].

Para la obtencién de la solucién p, = Ph 1 po del problema (7) se construyé un elemento de equilibrio cuyas
caracteristicas fueron descriptas en 2.3. Este desarrollo consisti6 en construir una aproximacién sobre cada
tridngulo, expresada como suma de una solucién particular y una solucién general del problema homogéneo.
Por simplicidad, se desarroll$ este elemento para los casos en los que f es constante en todo el dominio .

4.2 Post-tratamiento

Una vez calculadas las soluciones de los modelos de Elementos Finitos cinemética y estaticamente admisibles,
éstas fueron utilizadas para obtener los resultados deseados, a saber:

- los valores de las energias a(us, un) y b(p; + Po,Ph + o),

- el célculo por elemento del Vu, y i, a partir de los resultados obtenidos con el programa QUICK _SOLVER,
- el clculo global del error al aproximar la solucién del problema (1) con la semisuma (Vuy + p;)/2.
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Este dltimo punto se realiza teniendo en cuenta el resultado obtenido en 3.6 y sabiendo que

N
llpn = Vunld o = 3 lipa ~ Vurllf .-

e=1

4.3 Ejemplos

Para cada problema se consideraron dos modelos de elementos finitos: un modelo cinematicamente admi-
sible que corresponde a una formulacién en términos de los desplazamientos (temperaturas, potencial de
velocidades, etc.) y un modelo estaticamente admisible que corresponde a una formulacién en términos de
las tensiones (flujos, etc.). Para cada ejemplo se da una primera figura con la definicidn del problema, las
diferentes*mallas utilizadas, los graficos de las cotas para la energia exacta del problema, como asi también
del error global calculado.

Ejemplo 1

P-n=0
Fig. 1:Definicién del problema Fig. 2: Malla M1

Q.108

Q.1

0.095

0.09

0.085

0.08

0.075

0.083

0.08

1 2 3 4 3

Fig. 3: Cotas para la energia exacta
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La fig. 1 presenta la descripcién del problema. Las mallas utilizadas en los ejemplos 1 y 2, se obtuvieron a
partir de M1 (Fig. 2) por refinamiento uniforme. En el caso del ejemplo 1, ellas corresponden a un cuarto
del dominio, dada la simetria del problema. En el caso del ejemplo 2, corresponden al dominio completo.
En este ejemplo, la energia calculada a partir del modelo cinemético constituye una cota inferior para la
energia exacta, y aquélla calculada con el modelo est4tico, una cota superior { ver Fig. 3).

Ejemplo 2

La descripcion del problema est4 dada en la Fig. 4

En este caso la relacidn entre las energias calculadas con los dos modelos v la exacta, es inversa con respecto
a la presentada en el ejemplo anterior. Es decir, aquf la energia obtenida a partir del modelo cinemético es
una cota superior de la energia exacta y aquélla calculada con el modelo estdtico, una cota inferior (ver Fig,
5). La Fig. 6 corresponde a los errores globales calculados tanto para el ejemplo 1 como para el ejemplo 2.

U=y

Fig. 4: Definicién del problema

o.ef J

Al of emca

.7} B
——

0.6 EPSA T

c.e! = 3 “ ]

Fig. 5: Cotas para la energia exacta
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Exemple 1

0.2} .
0.8} .
o1}t Exemple 2 4
0.08 4
ol : , 3 ' " ' 5
Fig. 6: Errores globales para Ejemplo 1y Ejemplo 2
Ejemplo 3

Fl problema se encuentra descripto en la Fig. 7. Las mallas utilizadas en los ejemplos 3 y 4. son las que
muestra la Fig. 8 y corresponden a la mitad inferior del dominio, dada la simetria de ambos problemas.
Para este problema, la relacién entre las energlas calculadas con los dos modelos y la energia exacta, es la
misma que la del ejemplo 1, como muestra la Fig. 9.

prn=1 p'n=0

p-n=1 p-n=0

Fig. 7: Definicién del problema
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M3 M4

Ms

Fig. 8: Mallas corresp. alosej. 3y 4

2.8 o

.8 - E
2 EPSA

2.2

2+ EPCA 7

1 2 3 4 5

Fig. 9: Cotas para la energia exacta
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Ejemplo 4

El problema es descripto en la Fig. 10. La Fig. 11 muestra las cotas para la energia exacta, dadas en la

misma relacién que en el ejemplo anterior.
La Fig. 12 corresponde a los errores globales obtenidos tanto para el ejemplo 3 como para el ejemplo 4

utilizando las mallas ya mencionadas (Fig. 8).

p.n-‘l p-n-o

prn=1 pP-n=0

Fig. 10:Definicidn del problema

38 v

37} i

36 EPSA =

35 B

34 F =

33t )

32 B

31

Fig. 11: Cotas para la energia exacta
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Exemple 4

Exemple 3

Fig. 12: Errores globales para los ejemplos 3 y 4

5. CONCLUSIONES

El método del andlisis dual para obtener las cotas para la energia del problema, constituye una buena
herramienta para controlar la calidad global de la solucién por elementos finitos, que se aplica a problemas
con condiciones de borde homogéneas. Para problemas con condiciones de borde no homogéneas, es posible
obtener una aproximacién de la solucién exacta como la, semisuma de los valores obtenidos por cada modelo,
estimacién que depende de las aproximaciones independientes e individuales de cada modelo. Fl error global
cometido con esta aproximacién puede ser calculado a partir de los resultados obtenidos con cada modelo.
El célculo se realiza a nivel de cada elemento, lo cual proporciona también una medida del error sobre cada
uno de éstos.
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