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Se aplican tecnicas de dualidad para resolver un problema mixto de Dirichlet-Neumann para elope-
rador Laplaciano en un dominio poligonal de lR2• Se present an los principios variacionales de despla-
zamientos y de tensiones como el problema primal y su problema dual, respectivamente. Se proponen
dos modelos de elementos finitos para obtener una soludon aproximada a cada uno de ellos. A partir
de estas dos soluciones se obtiene una aproximacion a la solucion del problema dado para la cual es
posible estimar el error de discretizacion, que en ciertos casos se puede calcular en forma exacta.

Duality techniques are applied to solve a mixed Dirichlet-Neumann problem for the Laplacian operator
on a poligonal domain in lR2• Displacement and stress variational principles are presented as the primal
and dual problems, respectively. Two finite element models are proposed to solve each of the above
problems. Based on both solutions an approximation to the problem solution is obtained as well as
estimators to the discretization error. This error may be computed exactly in certain cases.

en n
sobTe rd

{

encontrar U E uo + HL(n)
F(u) = min F(v)

VEuo+HI-.(O)

donde:

- n c lR2 es un dominio poligonal cuya frontera an esta. dividida en dos partes: r d y r n, Y la longitud de
rd debe ser positiva;



un subespacio lineal y ccrrado de HI(O) y sobre el cualla semi-norma de HI(O): I· h.o, es una norma
equivalente a la norma usual del espacio [2J;

. la funcional F, Hamada energia del sistema, definida por

F(v) = 1/2 a(v,v) -/(v)

= 1/2 f V'v· V'v dx - f Iv dx - f gv dsJo Jo Jr.
es convexa y coerciva sobre ua + HI)O) [lJ .

• a : H1(0) x H1(0) •...•IR es una forma bilineal sobre H1(0) x H1(fl), definida positiva, simetrica, definida
por

a(u,v)= in V'u·V'vdx

Ill. cual es continua y coerciva sobre lll.(O)j

- I : HI(fl) •...• IR es una forma lineal y continua sobre HI(fl), definida por

I( v) = f I v dx + f 9 v dsJo Jr.
con IE L2(0) Y 9 Ellt(r n);

Bajo ciertas condiciones de regularidad [4] de la solucion de (1), se puede demostrar que ambos problemas
son equivalentes [lJ.

A partir de las hipotesis mencionadas, se puede asegurar que el problema de minimizacion (2), tiene solucion
unica. La misma esta caracterizada por

{

U E Uo + lll.(o)

1V'U· V'v dx = f I v dx + f g'v ds . \Iv E HL(O)o Jo Jr.
Partiendo del problema (2) considerado como problema primal, la teoria de dualidad en optimizacion convexa
[3J permite hallar el correspondiente problema dual:

{

encontrar pE Hr.(div;l,g,O) que verifica

J(p) = min 1/2 f q. q dx -
qEHr.(dw;/.9.0) Jo

Hr.(divj/,g,O) = {q E H(div;O) / div q+ I = 0 en fl y q.1'/ = 9 sobre rn }

es el espacio de tensiones estaticamente admisibles y



2.1 Introducci6n

Se considera {n.}~=\ una particion del dominio n en N subdominios triangulares, mutuamente disjuntos y
abiertos, para la cual el angulo minimo de todos los triangulos esta acotado inferiormente por una constante
positiva. Supongamos tambil\n que cuando el lado de un triangulo coincide con on , estara completamente
incluido en rdO en rn' Asociada a esta triangulacion, existe una constante positiva h definida por

Se trata de aproximar la solucion del problema dado, en su forma variacional (3), mediante el metodo de
elementos finitos [2J. Sea

el subespacio de HI(n) de dimension finita engendrado por una base CO de elementos finitos, definida por
lit particion {n.}~=\ y donde Pm(n) es el conjunto de todos los polinomios de grado a 10sumo m, definidos
sobre n. Se define el espacio discreto correspondiente, de funciones "de prueba":

En este trabajo se considerara que Uo E Hh•

Para resolver (3), el metodo de elementos finitos cinematicamente admisiblc consiste en

{
encontrar Uh E Uo + Vh qu.e satisface
a( Uh, Vh) : I( Vh) 'tIvh E Vh.

Generalmente la solucion por elementos finitos Uh no coincide con la solucion exacta ii. La diferencia
eh : ii - Uh, Hamada error en los desplazamientos, verifica la condicion de ortogonalidad siguiente:

2.3 Modelo estaticamente admisible

El modelo estatiCamente admisible corresponde al principio variacional de tensiones, es decir al problema
(4). Pero si fuese posible encontrar una solucion particular Po E Hr .(div; f,g, n), dicho problema se reduce

{

encontrar P·:P-PoEHr.(diviO,O,n) queverifica

f p·.qdx : _ f Po.qdx + f q'7/uods 'tIqEHr.(div;O,O,n) (6)In In Jr.
Para construir @!@spll.ciode funciones "de prueba" , sean

Hi. ,; {q: (q\,q2) E H(divjfl) / q;!n. E po(n.),e: 1, ... ,N,i: 1,2}

mailto:@spll.cio


En este trabajo se considera 9180, nr. E Po( ofl.nr n), es decir que la funcion 9 puede ser constante a trozos
sobre rn'

Resolver (6) mediante el metodo de elementos finitos estaticamente admisible consiste en

{

encontrar Ph E l/; que satisfaceL Ph . qh dx = - L Po . qh dx

En general, la solucion por elementos finitos no coincide con la solucion exacta, a menos que p' = p- Po E V;.
La diferencia eh = P - (Ph + Po) = p' - Ph es el error en las tensiones. Es facil probar que el error eh es
ortogonal a todo elemento de lrh', es decir

La solucion Ph obtenida por elementos finitos, permite obtener una solucion del problema de minimizacion
en el subespacio V;:

b(p,q) = L p' q dx.

3.1 Modelo cinematicamente admisible: condiciones esenciales homogeneas.

En la practica, la condicion de Dirichlet, Hamada condicion esencial en el principio variacional de desplaza-
mientos son, a menudo, homogeneas. En ese caso la solucion u del problema (3) y la obtenida por elementos
finitos Uh, pertenecen a 105 espacios H~.(fl) y Vh respectivamente. Por el teorema de ortogonalidad del
error se obtiene:

a(eh,eh) = a(u,u) - a(uh,uh) .

Es decir que para los casos en 105 cuales Uo = 0 sobre rd, la energfa del error es igual al error de la energfa.
Como consecuencia, es posible obtener una cota inferior para la energfa exact a:

3.2 Modelo cinematicamente admisible: condiciones naturales homogeneas.

Estos casos corresponden a aqueHos problemas mixtos para los que la condicion de Neumann es homogenea
y la fuente interna f es nula. En el principio variacional de desplazamientos, esto corresponde a las con-
diciones naturales homogeneas. La forma lineal 1(·) es nula. Asf la funcional F a minimizar se reduce
a F(v) = 1/2a(v,v). De esta forma, siendo u la solucion exacta del problema de minimizacion (2) y
Uh E Uo + Vh C Uo + H~.(fl), se tiene



3.3 Modelo estaticamente admisible: condiciones esenciales homogeneas.

En el principio variacional de tensiones, las condiciones esenciales corresponden a aquellas de las tracciones
impuestas y de las fuerzas voluminicas f. Un caso particular para el problema (6) es aquel donde las
condiciones esencia.les son homogeneas, es decir 9 = ° sobre r n, f = ° en 0 y la solucion particular elegida
sera Po ;: 0. En este caso, p = p' pertenecen a.l espacio lIr. (div; 0, 0, 0) y la solucion Ph del problema (i)
pertenece al espacio de funciones "test" V;. Asi, aplicando el teorema de ortogonalidad del error se obtiene

es decir que en ese caso particular, la energia del error es igua.l al error de la energia. De esta forma resulta
que

3.4 Modelo estaticamente admisible: condiciones naturales homogeneas.

En el principio variacional de tensiones, las condiciones naturales corresponden a aquellas de los desplaza-
mientos impuestos. A menu do en la practica, estas son homogeneas. En este caso la forma lineal

q •....• f q' Tf Uo dsJr.
es identicamente nula para todas las q E lIr.(div;O,O, 0). De esta forma, la funcional J a minimizar se
reduce a J(q) = 1/210 q. qdx y siendo p la solucion exacta del problema (4) y Pi: E lIr.(div;O,O,O), se
sigue que

3.5·Una estimacion para.la energia exada:

Es claro que las soluciones u de (2) y P de (4) verifican a(u,u) = b(p,p) estando ambas soluciones ligadas
por la relacion p = vu en [L2(fl)J2. As! en los casos particulares para los cuales la condicion de Dirichlet
es homogenea, la energia exact a esta acotada tanto inferior como superiormente, obteniendose

De la misma manera, en los problemas con condiciones de tipo Neumann (tracciones impuestas) y fuente
intern a f (ecuaci6n de Laplace) nulas, se puede obtener una cota inferior y otra superior para la energia
exact a, de la siguiente forma

b(Ph,Ph) ~ b(p,p) = a(u,u) ~ a(uh,uh)

rec, 'rdando que la solucion particular Po de la ecuacion div P + f = ° en 0 es nula. Se toma entonces
como estimacion de la energia exacta, la semisuma de las energias obtenidas por 105 modelos cinematico y
estatico de elementos finitos. Se obtiene final mente

I (- -) ah + bh I < Ibh - ahIa U,U - --2- - --2--'

3.6 Condiciones de borde no homogeneas:

Para problemas con condiciones de borde no homogeneas, se pueden demostrar 105 siguientes resultados (1]:

Proposici6n (Propiedad de ortogonalidad de los campos): Vu E lIt.(O) y Vp E lIr.(div;O,O,O), se tiene
que

(VU,p) = 10 vu· P dx = 0.



Los campos p E Hr. (div; f, g, fl)seran considerados como la suma de un campo particular Po E Hr. (div; f, g, fl)
y de un campo p' E Hr.(diL·;O,O,fl).

La sol ucion Ude (1) es tal que su gradiente s = V'U es la interseccion de 105 conjuntos V'uo+ {V' U : u E H t•(fl ) }
y Po + Hr.(div;O,O,fl).

Teorema: Sea U solucion de (1) tal que s = V'u E H(div;fl). Sean V'uo + V'u' E V'uo + {V'u:u E Ht.(fl)}
Y Po + p' EPo + Hr. (div; 0, 0, fl). Entonces

II
\UO+V'U'+Po+p'/1 • •s - 2 0,0 = 1/211Po + P - V'ua - V'u 110.0

Observaciones:
1. Las soluciones de los principios variacionales de desplazamientos y de tensiones, ii y P respectivamente,
son tales que V'ii E V'uo + {V'u : U E Ht. (fl)} y p E Po + Hr. (diu; 0, 0, fl), estando relacionadas por la
condicion p = V'ii en [L2(fl)]2, relacion que puede obtenerse tambien a partir del teorema anterior.
2. Las soluciones aproximadas dadas por los metodos de elementos flnitos cinematica y estaticamente admi-
sibles: Uh y Ph respectivamente, son tales que V'Uh E V'uo + {V'u : u e Ht .efl)} y Ph E Po+Hr. (diu; 0, 0, fl)
y a partir del teorema anterior se tiene que

lis - V'U\+ Ph 11:.0 = ~ lis - V'Uh/ Ph 11:.0.
N

= 1/4 L IIPh - V'uhll~,o. = 1/4 IIPh - V'uhll~.o .
e=l

lis - V'U\+ Ph 11
2

= 1/4 lis - V'uhll~.o + 1/4 lis - Phll~.o
0,0

= 1/4 lIV'ii - V'uhll5,o + 1/4 llii - Ph1l5.0

= 1/4 [a(eh,eh) + b(eh,eh)]'

Tomando las soluciones aproximadas de la misma calidad, es decir a(eh,eA) = O(hk) y b(eh,ei.) = O(hk),

se obtiene el mismo orden de aproximacion para la semisuma VUh/Ph .

4.1 Obtenci6n de las soluciones aproximadas Uh Y Ph

Las soluciones de 105 problemas (5) y (7) fueron obtenidas mediante el programa QUICK_SOLVER, de-
sarrollado en el Servicio de Infografia del Laboratorio de Tecnicas Aeronauticas y Espaciales (LTAS) de
la Universidad de Lieja, Belgica. EI mismo ha sido concebido para resolver problemas fisicos utilizando
metodos rapidos de resolucion. Los datos son leidos a partir del archivo de salida del modulo BACON del
programa SAMCEF [5].

Para la obtencion de la solucion Ph = Ph + Po del problema (7) se construyo un elemento de equilibrio cuyas
caracteristicas fueron descriptas en 2.3. Este desarrollo consistio en construir una aproximacion sobre cada
triangulo, expresada como suma de una solucion particular y una solucion general del problema homogeneo.
Por simplicidad, se desarrollo este elemento para los casos en los que f es constante en todo el dominio fl.

Una vez calculadas las soluciones de 105 modelos de Elementos Finitos cinematica y estaticamente admisibles,
estas fueron utilizadas para obtener 105 resultados deseados, a saber:
-105 valores de las energias a(uh, Uh) y b(p;' + PO,Pi. + Po),
- el ca.Jculo por elemento del V'Uh y Ph a partir de 105 resultados obtenidos con el program a QUICK-SOLVER,
- el ca.Jculo global del error aI aproximar la solucion del problema (1) con la semisuma (V'Uh + Ph)/2.



N

IIPh - V'uhll~.n = 2: IIPh - V'uhll~.n.·
e=l

Para cada problema se consideraron dos modelos de elementos finitos: un modelo cinematicamente admi·
sible que corresponde a una formulacion en terminos de los desplazamientos (temperaturas, potencial de
velocidades, etc.) y un modelo estaticamente admisible que corresponde a una formulacion en termillos de
las tensiones (fiujos, etc.). Para cada ejemplo se da una primera figura con la definicion del problema, las
diferentes'mallas utilizadas, los gnificos de las cotas para la energia exacta del problema, como asi tambien
del error global calculado.

p"'l-O
Fig. l:Definicion del problema



La fig. 1 presenta la descripcion del problema. Las mallas utilizadas en los ejemplos 1 y 2, se obtuvieron a
partir de Ml (Fig. 2) pol' refinamiento uniforme. En el caso del ejemplo 1, ellas correspond en a un cuarto
del dominio, dada la simetria del problema. En el caso del ejemplo 2, correspond en al dominio completo.
En este ejemplo, la energia calculada a partir del modelo cinematico constituye una cota inferior para la
energia exacta, y aquella calculada con el modelo estatico, una cota superior ( vel' Fig. 3).

Ejemplo 2
La descripcion del problema esta dada en la Fig. 4
En este caso la relacion entre las energias calculadas con los dos modelos y la exacta, es inversa con respecto
ala presentada en el ejemplo anterior. Es decir, aqui la energia ohtenida a partir del modelo cinematico es
una cot a superior de la energia exacta y aquella calculada con el modelo estatico, una cota inferior (vel' Fig.
5). La Fig. 6 corresponde a 105 errores globales ca1culados tanto para el ejemplo 1 como para el ejemplo 2.



Ejemplo 3
El problema se encuentra descripto en la Fig. 7. Las mallas utilizadas en los ejemplos 3 y 4. son las que
muestra la Fig. 8 y corresponden a la mitad inferior del dominio, dada la simetrfa de ambos problemas.
Para este problema, la relacion entre las energias calculadas con 10s dos modelos y la energfa exact a, es la
misma que la del ejempl0 1, como muestra la Fig. 9.

o 0
u a
~ ~





El problema es descripto en la Fig. 10. La Fig. 11 muestra las cotas para la energia exacta, dadas ell la
misma relacion que en el ejemplo anterior.
La Fig. 12 corresponde a los errores globales obtenidos tanto para el ejemplo 3 como para el ejemplo .:l
utilizando las mallas ya mencionadas (Fig. 8).



EI metoda del anilisis dual para obtener las cotas para la energfa del problema, constituye una buena
herramienta para controlar la calidad global de la solucion por elementos finitos, que se aplica a problemas
con condiciones de borde homogeneas. Para problemas con condiciones de borde no homogeneas, es posible
obtener una aproximaci6n de la soluci6n exacta como la semisuma de los valores obtenidos por cada modelo,
estimaci6n que depende de las aproximaciones independientes e individuales de cada modelo. El error global
cometido con esta aproximaci6n puede ser calculado a partir de los resultados obtenidos con cada modelo.
EI cilculo se realiza a nivel de cada elementa, 10cual proporciona tambien una medida del error sobre cada
uno de estos.
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