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RESUMEN
En este trabajo se estudia la optimizacién del programa de produccién de una maquina multi-
producto, donde las demandas de cada producto son variables aleatorias seccionalmente detet-
ministicas. Las mismas toman un nimero finito de valores y los instantes de cambio estan des-
criptos por procesos de Poisson. Se presenta la caracterizacién tedrica de la solucién del proble-
ma y un procedimiento de aproximacién numérica basado en el método de los elementos
finitos. Se establece la convergencia de las soluciones discretas hacia la solucién del problema

original.

ABSTRACT
In this work we study the optimization of a production system comprising a multi-item single
machine with piecewise deterministic demands. They assume a finite number of values and the
demand changes are described by Poisson processes. We present the theoretical characterization
of the solution and a numerical procedure to solve it. We establish the convergence to the

discrete procedure.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se estudia la optimizacion del programa de produccién de una méquina multiproducto,

donde las demandas de cada producto son de caracter aleatorio. Las mismas toman un nimero finito de valo-

res y las conmutaciones entre los mismos estan descriptas por un proceso de Poisson (ver [3], {4}, [17), [20}).

El objetno es encontrar un programa de produccion 6ptimo en realimentacién que minimice un criterio
(3) que tiene en cuenta los costos conjuntos de almacenamiento, produccién y de conmutacién de

pohtlca.s, es decir una politica 3 tal que
dj _ . ; dj
1By =it {3$ 3160 €3, }, (1)
dJ

donde con B, simbolizamos el conjunto de politicas markovianas (ver {4], (9]).
Con el uso de técnicas de la programacién dinamica es posible encontrar una politica estacionaria optimal, re-
solviendo un sistema de inecuaciones cuasi-variacionales (QVI) integro-diferenciales de primer orden (
liamado la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellinan (H-J-B) del problema), cuya forma sera descripta en §3. La
resolucién numérica de este sistema, se obtiene por discretizacién con el método de los clementos finitos

siguiendo a metodologia descripta en {10] —{13] y sera expuesta en la seccién §4, junto con resultados de

convergencia.
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2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA
2.1. Descripcion del sistema de produccién
En cada instante la maquina esta detenida o produciendo alguno de m articulos posibles.

Notamos con:

o d=0 ¢l estado de no produccién y con d=1, ..., m cuando se produce el item d
. pd produccion instantanea del item d
o n cantidad de demandas posibles para el item d
m d m o
® 3 conjunto de demandas posibles § = H {1, ... n%}, I =card(§) = H n 2)
d=1 d=1

o Para cada indice j = (j;, ..., ) € § designamos con = (rjl1 yeers r;id, ey r}::l) el
correspondiente vector de demandas.

LN i densidad de probabilidades de conmutacion del estado de demanda i al j

* M4 nivel maximo para el stock del producto d

o f(x,d) funcién de costo instantaneo de almacenamiento y produccién

. q(d,a) costos conmutacién del estado d al d

o o factor de descuento o de actualizacion.

Suponemos validas las siguientes condiciones

 los costos de conmutacion son no negativos y verifican una desigualdad triangular, es decir
q(d,d)>0 Vvds#d, q(dd)=0 VdeD 3)

a(d,d)<q(d,d)+q(d,d), Vd#dgd 4
o las conmutaciones en lazos cerrados tienen costo total no nulo, i.e.

[

Yo a(d;diy 1) 2 q0>0 (5)

i=0

para cualquier lazo cerrado d,, dl""’ dp, d con dy= dp +1°

P+l
¢ las conmutaciones son instantaneas

o condicion de compatibilidad entre demanda y produccién

I
di11,1c1<1 Vies (6)

2.2 El conjunto Q de estados admisibles

Sea yd(t.) el niyel de stock del item d en el tiempo t, con condicién inicial yd(O) =x4 . Por lo tanto en

notacion vectorial tenemos para el estado global “y” del sistema

¥(t) = (y1(t)-- yru(t)), (¥1(0)r . ¥ym{0}) = (X950 X)) - (M)
Dado que no se permite backlogging ni sobrepasar el nivel de stock maximo de cada item Yq» s tiene
0<yg <My vYd=1,.,m. (8)

Dividimos los valores x; en tres categorias: x=0,0<x; <M;, x; =M,y definimos
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I‘(al,...,am)z{x | a(x) =(ay.... am)}, (9)
siendo a = 0 s X, = 0
a =1 si x; € (0, M;) (10)
a = 2 si xi=‘“i'

El espacio de estados admisibles Q comprende sélo el conjunto de puntos con a lo sumo una componente
igual a cero, ya que a partir de otros puntos que no verifiquen esta condicién, la ruptura de stock es ine-
vitable, es decir

Q= U{I‘(al,...,ai,...,a.m) | alo sumo un ai=0}. (1)

a

Llamamos con Q% a los puntos de Q no admisibles, i.e.

aQt = L.J{I‘(al,...,ai...., am) | al menos dos a;= 0}. (12)
Si notamos con Q el interior de Q, se tiene

QE{xl 0<xi<Mi,i=l,...,m}:l”(l,...,l). (13)

2.3 La evolucién del sistema

De la definicion de rf, pd, surge que el vector de estado “y” verifica la ecuacion de evolucion

& =g60).0) (14
siendo las componentes del vector g
—{ sig#d
g4(B, i) = (15)
pd— rji si f=d.

La dinamica se modifica cuando cambia el vector de demanda, siendo ésta una variacién aleatoria regida por

un proceso de Poisson. Las densidades de transicién estan dadas por los patametros '\ii >0,i,j€ 4

2.4 El conjunto 3%Y de controles admisibles

Un programa de produccién admisible esta dado por una sucesion de tiempos de conmutacién 6, y de estados
de produccién d;. Estas variables a su vez seran variables aleatorias adaptadas al proceso (ver {3}, [4], [9
para la definicion y uso de este concepto).
Dada una funcién 9: Q x D x ¢ — D, que constituye un control en realimentacion, la funcién de control d(-)
(que constituye un control markoviano (ver {9])), se determina a través de la relacién

d(t) = 3(y(t), d(t-), i(t))- (16)
El estado de produccién d(t) es la constante d; en el intervalo (8;, 6; +1]' donde

0=0<0;<...<h <t <...id€{0, 1} d;#d; ;5i=0,1,.. (17)

i+1

Nota 2.1: El control markoviano admisible 9 debe respetar la condicion adicional de que las trayectorias aso-
ciadas y(t) e Q V t € [0, o0).
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2.5 La funcién de costo optimo V

A cada politica de control le asociamos el funcional J, el cual tiene en cuenta un costo continuo de almacena-

miento y produccién “f” y los costos de conmutacién “q”:

8.
i
va o _ ~a 8.
1@ = E{Z(I f{y(s), 1) e ¥ ds + q(dy . d)) e ’)} (18)
.=1
e
ParadeD, x€Q y j €3 definimos la funcién de costo optimo V{(x) (V(x) es una matriz de componentes
Vd,j)
Cdj dJ
\’dJ(x)Emf{Jx(ﬂ(')) | 3(')56‘83(:‘]}' (19)

Nuestro objetivo es encontrar un J3(-) € mf‘l tal que

v, o(x) :Jd’j(E(A)). (20)
dyj x

2.6 Regularidad de la funcién costo éptimo

La funcién V tiene un comportamiento regular en gran parte del conjunto Q, excepto en la porcién de la
frontera que denominamos 3Q™, donde V(x) — +oo. Estrictamente, son validos los siguientes resultados que
pueden probarse siguiendo las técnicas utilizadas en [11].

Existen constantes C,, C,, C; positivas tales que

|Vagto] < €. (t+5 - logtatx, 20 ) e
[Vagt|2Ca (1 +5 - tostd(x, 0Q * ), =
|Vajx) = Va 0| < Cs (~log(min(d(x, 6Q+); d(x 6Q* ) hx - x1 @

2.7 Introduccién de un problema equivalente

El problema original, al tener un comportamiento singular en QT presenta dificultades de tipo técnicas
tanto para el tratamiento analitico como para la aproximacién frumérica, el estudio de la convergencia de los
procedimientos de discretizacion, etc. Es por ello que introducimos un pr&blema penalizado que representa a
la formulacién original del problema de optimizacion, con el agregado de que son permitidas compras exter-
nas de cada uno de los items producidos por el sistema. En ese caso, consideramos que se paga una pena-
lizacion global A y el sistema pasa global e instantaneamente al punto de maximo stock. Las relaciones entre

ambos problemas son las siguientes

A , )
Vi< qu(x) vxeq, (24)
A A N .
A\’ <
. d,j(X)_vdJ(X) VXxEQ VA>A, (25)
eV K C Q, K compacto, 3 A(K) | VdAJ(x) =V, ) VxeR v A > A(K). (26)

Nota 2.2: Desde el punto de vista préctico, dado que el comportamiento de V(x) cuando x — 8Qt es de tipo

—log (d(x, 6Q+)), para todos los puntos x € K (compacto donde intetesa computar V), la constante A es
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facilmente elegible. en particular puede tomarse

A =C (~log (d(K, Q1)) (27

Nota 2.3: En lo sucesivo consideraremos solo el problema penalizado, donde para simplificar la notacién se-

guiremnos denotando con V a la funcién que en este parrafo hemos llamado VA,

3. SOLUCION VIA LA PROGRAMACION DINAMICA

El Principio de la Programacién Dinamica permite establecer en forma inmediata las ecuaciones de H-J-B
para este problema. ya sea en forma integral o diferencial, y sus condiciones de frontera. La prueba utiliza

técnicas ya clasicas y no sera incluida aqui por razones de brevedad (ver [3], [4]. [9], [18], [20]).

3.1 La ecuacién de H-3-B en forma integral

Definicion 3.1: Introducimos el siguiente operador S que es el operador que toma en cuenta los costos de con-

mutacion en las condiciones de optimalidad del problema.

(SV)qj () = min iy (Vargo) + a(d ), Vager+4). (28)
siendo e = (My, My, ooy Mp)- (29)

Definicién 3.2: Definiciones de variables auxiliares

& =a +i§j,\ﬁ, (30)
7(z, d, j) = sup{t| 2+ 1 g(d,j) € Q}, (34)
Teorema 3.1: V T€Q se verifican las siguientes condiciones
a) lej{t)s(SV)dJ r),VdeD, Vje}. (32)
I -
. -0 .5 , —ajt
D) Vaio s [ T, 4+ ; Nji Vg {doN s+ Vy s+ tg(dp) e 7,
LE2)
o YV t< r(z, d, j), siendo y(s) = z+ g(d, j). (33)
¢) Y zeQ, tal que en (a) vale la desigualdad estricta, eriste 4 > 0 tal que
| . -
. ~a.s ’ —ajt
Vafo = [« Tt 9+ 32 D Va M o Vy o istan) <,
0 tFJ
V”S‘S‘:,d,j- (34)

3.2 Condiciones de frontera para la ecuacién de H-J-B
Al estar el sistema restringido al conjunto Q aparecen sobre la frontera condiciones sobre los valores de la
funcién V.
Teorema 3.2: En 8Q se verifican las siguientes condiciones de frontera
Vs = - vd
D=0 Veergvitd, (35)

Va0 =(SVy(s) Vd#0Vreq] (36)
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donde
g = Laj{r(ul...., age am) | ag=2}, (37

1= U{I‘(a],.... Cgoer Opg) | ay= 0}. (38)
a

3.3 Unicidad de 1a solucion

Definiendo el operador

. R . a i
PV )= _min J.c T(fwa), dy+ 325 vy {7(9)) ds +(SV) g (z+ 7 9(d.j)) , (39)
T r < r(z,dyg) Lp o 4 ’
= 0 i)
se tiene por el teorema 3.1 que la funcién V a4 buscada es un punto fijo de ese operador. Puede considerarse
la extension natural del operador P al conjunto de las funciones borelianas y acotadas. Puede demostrarse,
siguiendo las técnicas introducidas por Hanouzet-Joly en [16], que V es el unico punto fijo del operador P en

el espacio mencionado.

3.4 Construccion de politicas optirnas markovianas

Una vez que se conoce la funcién de costo 6ptimo V puede coustruirse una politica optima de la siguiente
forma:

Dado un estado inicial generalizado (x, d, j), una politica dptima en realimentacion consiste en continuar la

produccion del itemn d hasta un tiempo de conmutacién 7(x, d, j), donde

7(x, 4, J) = inf{t 2 0] Vg (1) = SV)g )V WD } (40)
Nota 3.1: 7 es un tiempo de detencién no anticipativo bien definido (ver [3}, (4] al respecto).

3.5 El sist de inecuaci cuasi-variacionales (QVI) de H-J-B en forma diferencial

3.5.1. La ecuacion de H-J-B en sentido débil (c.t.p.)

Teorema 3.3: Dados d € D, j€ § y ulilizando la definicién

av, .
eVg= 5l dd D+ K- ) - Vait S MaVaim Va (1)
i#]
se verifica la siguiente relacion
min((!. Vajr (59~ Vd,]-) =0pect zeQ, (42)
vh(z) = (SV)‘?,I(:), Vi#td sizeqg (d£0), (43)
Ve D=V (), sizer] (d#0). (44)

3.5.2. El sistema de inecuaciones cuasi-variacionales (QVI) en el sentido de la viscosidad

Definicion del sistema QVI

Diremos que v € (C(Q))(m+1) X3 ¢s solucién de viscosidad del sistema QVI si se satisfacen (45)-(52)

° vgj() S (Sv)gj(x) VxeR vVdeD,Vjes (45)
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Vg =V Vxerg vadzd Vies (46)
o v ) =(SV)g5(x)  Vxesl, VA£0,Vjes 47
“(2v)g; 20 (48)

en Q en el sentido de viscosidad, es decir:

Y ¢ € CH{Q), si Vd,j_"/" tiene un maximo local en x,, entonces

ov . . '
Bx%o) B(dJ) + flxg, &) - @ Vg (x0) + E 5 Vair) =V lra) 20 (49)
.(LV)dJ =0 (50)
en el sentido de viscosidad en el conjunte Ce’j = {x € Q) vd,j(x) < (SV)dJ(X)}; esto es:

Yve Cl(CeJ), si Vag~ ¥ tiene un maximo local en x;, entonces

%(xo) 8 ) + flxg ) = Vg o) + gj,\j’i (Vg i0%0) = Vg (500 2 0 Gy

Vye Cl(Ce‘j), si Va§~ ¥ tiene un minimo local en x;, entonces

%}i("i(xo) B(d ) + flxg 4) ~ Vg lso) + ijj’i (V 41(%0) = Vg (xo)) 0. (52)

Propiedad de unicidad
Con esta generalizacion de la definicion de solucién de la ecuacion diferencial de H-J-B asociado a este
problema de optimizacion, puede probarse que la funcién de costo 6ptimo V es la iinica solucién de visco-

sidad del sistema QVI (la demostracion esta contenida en 18] y utiliza las técnicas presentadas en [8]).

4. EL PROBLEMA DISCRETO
4.1 W) 'y del pr 1. AL +,

Para definir el problema discreto es necesario introducir una aproximacién que comprende la discretizacién
del espacio W'™(Q) y de las condiciones (42)—(44).‘ Utilizamos para ello las técnicas analizadas en {5}, [10],
(11}, [15] .

4.1.1 Aproximacién del dominio Q
Trabajamos con un mallado uniforme especial Bk del espacio ®™. El mismo esta definido en términos de

un parametro h arbitrario, de la siguiente manera:

: m
. B]’k={ y ¢4 e? | (desentero} (53)
l.S1d=0 d
d=gn B=(1- 3 & )n (54)
* hJ "-D—é ' iT d=1 Fd
9 = (=t =rl,..., - M) KO A= (ol - @ py g8 oA pmypd 55
g = (e e 5 )hJ R g = LTSIt D X Rk P TR )h_;' (53)

Para cada régimen de demandas j aproximamos Q con Qj K= I l S}jk, donde {Si;k} es una familia de ele-
)l
B

mentos finitos cuadrangulares (dominios elementales).
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Direinos gue ‘v{l‘ es un dominio elemental de Q.i i Si es de la forma
.

ik j o j- jk ik .
s =44 {x :(El,gde;‘ | ggelo.n}. J#epkysikcq (36)
Definimos -
kj = max (didm sy, (57)
Notaremos con VK :{.\j‘/".p = 1....,I\’j} el conjunto de vértices de Qj.k (nodos de los dominios ele-

mentales S];"k) y llamaremos Nj al cardinal de \-'j'k.

4.1.2 Aproximacion de la frontera
Definimos, ¥d =1,...m,Vj€ }
"lt 4= {‘\Jw e v k | Hy hd gl(d, j) ¢ QJ]\} (58)

Teay= {9 e ViR dg@ g g vagd) (59)

4.1.3 Definicién del espacio de aproximaciones Fk

Consideramos el conjunto Fk de funciones
. _— . -1 .
w.(j LIJQj.k)XD R, de( YEW ::(Q_],k)' (60)

que en cada elemento S—L’k es un polinomio de Q! (ver {7] para las correspondientes definiciones). Es obvio

que w € Fk esta completamente caracterizada por los valores wd.j(x""‘), e vik g eDje}.

4.1.4 Discretizacion de las i i de H-J-B

Se ernpleara la siguiente discretizacion de las condiciones (42)-(44)
;. . c g i ik
wg j (07H) = min ((Sw)h.j(x] #), Swig ) vHevik (61)

Aqui, (2w)K xi(x-i’i‘) esté definido por

k i, _ 1 B d $ d i w j.
(ﬁw)d,j(xJ H = T+a hji (WdJ(XJ Hy hj g(dj)) + hj (f("'J H,d) '*'igj’\j,i d.i(x] “))
VR e(ViE gty N e( ydﬁ,,d)), (62)
r
(@) ) = +o0 vate g U (U g ) ©3)
r#d

Nota 4.1: Puede observarse que la definicion de (i!w)s\j(xi'”), ademas de ser consistente con (41), es una

discretizacion natural de las condiciones de frontera (43)-(44).

4.1.5 Definicién del operador Py y del problema discreto
Definimos el operador Py : Fk —F

(P, w)d‘j(’é’#)= min((ﬂw)lé,j(xj"‘), (Sl () vorevik vden vies. (64)

En relacién con el problema original introducimos el problema discreto:
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Problema Bk: Encontrar ¢l punto fijo del operador Py (63)

4.1.6 Existencia y unicidad de solucién discreta
Usando basicamente las técnicas introducidas en [16]. se puede probar el siguiente teorema, que establece la

caracterizacion de la @nica solucién U¥ del problema ‘Bk.

Teorema 4.1:
o 3 dnico punto fijo de P vt tal que
th=p vt (66)
eV U%c F"_ se tiene
k = lim_ (P . (67)

o es valida la siguiente estimacién de la velocidad de convergencia
| P - ¥ < KGo) (1 - o), (68)
donde 0 < u(p) < 1y K(p) > 0, p dependiente de || wi.
Nota 4.2: El calculo de Uk se hace en la practica con algoritmos mas eficientes que la iteracién (67), reali-
zando especiales adaptaciones de las técnicas descriptas en {14] (los detalles correspondientes estan contenidos

en [18]).

4.1.7 Convergencia de las discretizaciones

Teorema 4.2: Definiendo

_ iy & g ek
iy (7) = ltzn_sgp Vg, (9 w(z) = lme:f Ua f9) (69)
y—r y—z
se fiene que
Byi= 4= Va; : ’ )

siendo Vdj la dnica solucion de la QVI (42).

Estas propiedades provienen del hecho basico de que el esquema de discretizacion (61)—(63) empleado verifica
las condiciones de estabilidad, monotonia y consistencia suficientes para garantizar la convergencia sefialada
de UX hacia V (en [2] puede verse una de las presentaciones mas breves y elegantes de este resultado, donde

se resalta la importancia de este tipo de propiedades, ya sefialadas en ¢l clasico trabajo [6]).

CONCLUSIONES

Se analiza en este trabajo un programa de produccién éptimo para una maquina multiproducto y se obtiene
la solucién en términos de la funcién de costo éptimo. Usando técnicas de programacién dinimica, se
caracteriza a la funcién costo éptimo como la tnica solucién del sistema de inecuaciones cuasi-variacionales
(QVI) asociado al problema. Se analiza aqui la estructura de este sistema y métodos numéricos para calcular
su solucién. Una versién simplificada de estos resultados fue presentada en [19], el estudio especifico de

algunos casos asintéticos estd contenido en [1].
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Se presenta un procedimiento de discretizacién para la solucion nuinérica del sistema (QV1). Se muestra que
fa solucién del sistema discreto se reduce a encontrar el Gnico punto fijo de un operador no lineal ph; ®7 -

7 y se dan resultados de convergencia.
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