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AJUSTE DE LA CURVA DE RELAJACION
DE BIRREFRINGENCIA ELECTRICA EN ADN
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En el estudio de la birrefringencia el~ctrica del AnN sometido a
campos el~ctricos, se obtienen curvas de relaj aci6n. Un modele
te6rico supone que la curva es una suma de decaimientos exponenciales
con el tiempo. Hemos implementado el m~todo de minimos cuadrados no
lineal. Para ello comenzamos por un primer ajuste mediante el m~todo
de alineaci6n sucesiva ("peeling"), obteniendo r'pidamente valores
aproximados de los parametros de la curva. Luego, a partir del m~todo
de Newton mejoramos el e~ror de minimos cuadrados, reduci~ndolo con
respecto al de los valores iniciales.

Studying electric birrefringence of DNA put in electric fields,
curves of relaxation have been obtained. A theoretical model
supposes that the curve is the sum of exponential decays time.
Nonlinear least square method has been implemented. We began with
a first adjustment through the successive alignment method,
obtaining fast approximate values of the parameters of the curve.
Then, starting from the Newton method, we improved the least
squares error, reducing it with respect to that one due to initial
values.

El estudio electro-6ptico de la materia consiste en el an'lisis del
cambio de las propiedades 6pticas de los materiales cuando ~stos son
sometidos a campos el~ctricos externos. Nuestro inter~s se centra. en
el estudio de la birrefringencia el~ctrica de soluciones acuosas de
AnN [1].

Es import ante el an'lisis de la relajaci6n de la birrefringencia con
el t1empo, luego del corte del campo el6ctrico, De este an41isis
pueden deducirse tamanos y formas de las mol~culas.



Normalmente se estudia esta relajaci6n como una suma de exponenciales
decrecientes de la forma

donde An(t) es la birrefringencia electrica en funci6n del tiempo luego
de la supresi6n del campo electrico, Ana la birrefringencia electrica en
t=O, ci la contribuci6n de cada exponencial de tiempo de relajaci6n ~i

[2] .

El modele que nosotros seguimos considera que deben tomarse en cuenta
tres exponenciales.

El an~lisis de la curva de relajaci6n se puede hacer por medio de
distintos metodos de ajuste. Entre ellos se encuentran: el metoda de
transformadas de Fourier [3], metoda de Prony [4], metoda de Pade-Laplace
[5], metoda de alineaci6n sucesiva ("peeling") [1], y el metoda de

minimos c'.ladradosno lineal [6], [7]. En nuestro caso hemos elegido el
metodo de minimos cuadrados no lineal.

Este metoda permite la averiguaci6n de los par~metros de una f6rmula
empirica, la cual no presupone la linealidad en 10 que respecta a los
par~metros.Supongamos que para un sistema de valores ordenados
(xj'Yj)' j=1,2, •••,n se ha seleccionado la f6rmula empirica,

El problema consiste en determinar los par~metros a1,a2, ••• ,a., de forma
que los valores de f (xj) proporcionados por la f6rmula (1) coincidan 10
mejor posible con los valores Yj dados, es decir, que las desviaciones

£.j=Yj-i (xjial'a2, ••• ,a.) (j=1,2, ••• ,n)

Debido a que estas desviaciones pueden ser positivas 0 negativas, se toma
el cuadrado de estas diferencias para obtener un numero no negativo. El
cuadrado total de las desviaciones est~ dado por

5=1:;'1 (£.j)2=1:;'1 [Yj-i (xjial,a2, ••• ,a.>]2 (2)

donde Yj son los datos en Xj' Y i(Xjial'a2, ••• ,a.)es la funci6n propuesta
evaluada en 'xj 'I parametrizada por los coeficientes a1,aZ' ••• ,a.. La
f6rmula (2) se usa entonces para obtener una estimaci6n del error. Debido
a que los m par~metros av' (v=l,2, ••• ,m i m<n> son arbitrarios, se
determinan de forma que minimicen a S. El minima de S se obtiene si las



deri vadas parciales de S con respecto a los m parametros
av , (v=l,2, ••• ,m ; m<n) se anulan y las deri vadas parciales segundas son
positivas. Esto es, el error sera un extreme cuando

y habremos encontrado un m!nimo si
if2s >0 1 2
a 2 ' para v= , , ••• ,m
av

Antes de aplicar el metodo de los m!nimos cuadrados, y como un primer
ajuste de los datos, se determinan primero valores aproximados de los
parametros a?) ,a2(0), ••• ,a~O), usando el metoda de alineaci6n sucesiva,
( tambien pueden, por ejemplo, obtenerse graficamente ), segun el cual
se linealiza la f6rmula (1).

Este modelo, en su estado transformado, se ajusta usando regresi6n lineal
[8] para evaluar los coeficientes constantes. Despues se vuelve a su
estado original y se usa entonces para prop6sitos predictivos.

Los valores aproximados ala) ,a:O), ••• ,a~O) as! determinados, son entonces
usados como valores iniciales para el metodo de m!nimos cuadrados. Este
metodo tiene la ventaja que lasdesviaciones £j son en valor absoluto
pequenas. Una desventaja de este metodo consiste en los gastos de calculo
relati vamente grandes. Por consiguiente, este metoda se emplea, de
ordinario, para la preparaci6n de resultados de observaci6n con gran
exactitud cuando tambien se debe conseguir una exactitud grande en los
parametros.

Sin embargo, adviertase que en este caso los calculos intermedios tienen
que llevarse a cabo con muchas cifras decimales, ya que de otra forma
puede tener lugar, en casos desfavorables, una perdida de exactitud. Como
en particular, en la sustracci6n tiene lugar una perdida de cifras, los
calculos tienen que llevarse a cabo con un numero elevado de las llamadas
cifras de protecci6n.

Cuando el metodo no usa ninguna informaci6n ace rea de la forma
( multidimensional ) de S para decidir en que direcci6n moverse, es

posible "pasearse alrededor" de un m!nimo, logrando encerrarlo mas en
cada paso, pero no moviendose directamente hacia el.

Nuestro objetivo es determinar el punto para el cual

as(a1,a2, ••• ,a.)
aaj

Estas son precisamente las ecuaciones conocidas con el nombre de
"ecuaciones normales".

Desarrollando aOS alrededor de (a~O) ,aJO), ••• ,a~O), conservando solamente
aj

los terminos lineales,



iJ5(a1,a2, ••• ,a,.)
iJai

arribamos al conjunto de ecuaciones lineales,

5u61°) + 5126~0) + + 51186~0) -51

5216iO) + 5226~0) + + 52.6~0) -52

Estas ecuaciones son lineales, debido a que conservamos solamente los
t~rminos lineales en el desarrollo de las derivadas parciales [ecuaci6n
(6)]. Podemos escribirlas en la forma matricial como

[Su S12 S1I81 [6iO)1 [S11
IS21 S22 S2I81 16~0)I IS21

1 I I • 1 /·1 (8)
I I I . I 1·1
I I 1 • I 1• I
ls.1 S/82 s_J l6~0)J ls.J



El arreglo cuadrado cuyos elementos son las derivadas parciales segundas
de S, es conocido como el Hessiano de S.
Siendo esta una ecuaci6n matricial lineal, usamos el metodo de Crout [9],
[10] para obtener los 6(0) de la ecuaci6n (8).

Una mejor aproximaci6n para la 10calizaci6n del minima sera entonces,
ajl)= ajOl+ 61°), (i=1,2, ••• ,m). (9)

Este es virtualmente el mismo procedimiento usado para hallar las raices
de ecuaciones, excepto que ahora tenemos un conjunto de ecuaciones
simultaneas para resolver. Como en aquel caso, este proceso es ejecutado
repetidamente, de modo que para la k-esima iteraci6n escribiremos

Este proceso continua hasta que los 6 son todos suficientemente pequenos
o hasta que las iteraciones no logren reducir significativamente a S.
Este metoda no es nada mas que el metodo de Newton [11], [12] extendido
a diferentes funciones en varias variables independientes. Cerca de un
minimo, converge bastante rapidamente, pero si es iniciado lejos del
minimo, el metodo de Newton puede ser lento para converger, y puede en
efecto, irse a una regi6n totalmente distinta del espacio de parametros.
No se puede garantizar que el metodo de Newton tenga exito; para lograrlo
necesita una muy buena aproximaci6n inicial del minimo.

Implementamos el metodo mediante un programa en lenguaje QBasic versi6n
4.0 [13] en una PC IBM 486DX de 8 Mb de RAM y 25 MHz de velocidad.

En la figura 1 se muestra un diagrama de flujo del programa, que permite
obtener los datos, desde un osciloscopio digital que registra la senal
proveniente del fotomultiplicador.
El primer paso en el ajuste de la curva consiste en obtener valores
aproximados de los parametros, por el metodo de "peeling". Para esto,
el programa muestra en pantalla la parte del oscilograma correspondiente
a la relajaci6n (luego de la supresi6n del campo electrico) .
El usuario determina en forma cualitativa la parte de la curva sobre la
cual predomina la componente de mayor tiempo de relajaci6n. El programa
linealiza esta parte de la curva y la ajusta por una exponencial de
amplitud al Y tiempo de relajaci6n a2• A continuaci6n el programa resta
esta exponencial de la curva experimental.



Se reitera este proceso dos veces m~s, hasta obtener los par~metros
a3,a4,aS,a6 de las otras dos exponenciales decrecientes.

En cualquiera de estos pasos, el programa permite volver a repetir el
procedimiento para obtener una mejor aproximaci6n, por simple
comparaci6n visual.

Los par~metros obtenidos, son pasados al m6dulo del programa en donde se
realiza el ajuste por mlnimos cuadrados no lineal, que toma a estos
valores como aproximaciones iniciales. En este punto, el programa calcula
los elementos de la matriz Hessiana. Luego se resuelve el sistema (8)
usando el metodo de Crout con utilizaci6n de tecnicas de pivotaci6n, y
adem~s dividiendo cada fila por el elemento maximal con el objeto de
acondicionar el sistema.

La soluci6n 6i del sistema se suma a los valores iniciales de los
par~metros ai' obteniendose una nueva aproximaci6n de los mismos.

Es aqul donde el programa compara los valores del error cuadr~tico total
actual y anterior, y guarda el menor de ellos junto con los ai
correspondientes.

El programa repite el proceso usando las nuevas aproximaciones hasta que
las correcciones sean menores que un £ dado. El resultado que arroja son
parametros correspondientes al error cuadratico total mlnimo.

Dol t ••.••i••••c i 6ft .a •
••~O) i=1 ••• 6

po.,. "P•• l I ••• •

Solu.ci 6n .a.
• 6 = •
iJ i i

EOl =EOlCk)
••in

"7in= ••~k)



El dispositivo experimental para obtener los datos consta basicamente de
cuatro partes:

i) un sistema electr6nico para controlar el
aplicadoa la muestra de ADN(generador de pulsos) [14],

ii) un sistema 6ptico para el analisis de la birrefringencia de la
muestra(espectofot6metro adaptado),

iii) un sistema de detecci6n(fotomultiplicador),

iv) un sistema de conversi6n y adquisici6n de datos ana16gico-digital
(osciloscopio digital de registro) .

En la figura (2) se muestra el oscilograma correspondiente a la
relajaci6n de la birrefringencia de una muestra de ADN nativo de timo de
ternera, con una concentraci6n de 100 mg/dl en soluci6n acuosa de NaCl 10-3

Mil, que fue sometida a un campo el~ctrico de 210 V/cm durante 68 ms.

Las columnas rotuladas con
caracter!sticas diferentes.

Esta figura tambi~n muestra
el ajuste producido par el
programa.

La reducci6n del error
cuadratico total producido
por el m~todo de m!nimos
cuadrados no lineal
respecto del m~todo de
"peeling" es del 12,9%, en
este caso.

En la tabla I se resumen
los parametros y el
porcentaje de mejora del
error cuadratico total
encontrados para ~sta y
otras senales obtenidas
para distintos campos y
concentraciones.

La primer fila indica el campo el~ctrico (E) aplicado a la muestra , la
segunda la concentraci6n (C) de ADN en la soluci6n. Entre la tercera y
la sexta fila se encuentran los parametros del ajuste de la curva. Los
parametros a1, a), as son las contribuciones de cada exponencial, y al,

a., a, son los inversos de los tiempos de relajaci6n, que corresponden a
las distintas especies presentes en la muestra. La ultima fila contiene
el porcentaje de correcci6n del m~todo de m!nimos cuadrados con respecto
al m~todo de alineaci6n sucesiva. Como puede observarse, en todos los
casos se ha mejorado el ajuste, aunque no con la misma eficiencia.



Muestra 1 2 3
E(V/cm) 210 250 860
C(mg/dl) 100 50 50

a, 10.89083 11.2041 11.04973
a2 -22.50643 -22.97524 -22.91264
aJ -6.14561 -6.044902 -5.891933
a. -73.04377 -68.15489 -69.04501
as -5.060729 -4.248744 -4.719481
a6 -585.8795 -326.9183 -369.2132

Correcci6n 12.9 % 8.77 % 8.36 %

Las componentes positivas y negativas de la birrefringencia, se deben
a fen6menos de orientaci6n de las cadenas de ADN debilmente curvadas que
se orient an perpendicularmente al campo electrico aplicado [15]. Se
encuentra en desarrollo la teorfa ffsica que explique la componente
positiva de la birrefringencia.
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