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TRANSFORMADA DE ONDICULAS

Ilda Herndndez y Alberto Cardona
INTEC (CONICET/UNL)
Giiemes 3450, 3000 Santa Fe, Argentina

RESUMEN

Se presenta una breve introduccién al an4lisis multiresolucién y su aplicacién al disefio de algoritmos
para la reconstruccién de funciones.

ABSTRACT

This communication is a short introduction to multiresolution analysis and its application to the design
of algorithms. We construct the Haar, Battle- Lemarié and the Daubechies’ wavelets and illustrate
their use in the reconstruction of functions.

INTRODUCCION

Las ondiculas son funciones elementales que permiten una representacién simple y robusta de funciones
mds generales en forma de series de ondiculas.

Si la- funcién generadora es suficientemente regular, ripidamente decreciente en el infinito y oscilante se
obtienen bases ortonormales de L3(R) (localizadas en tiempo y frecuencia) mediante dilataciones diddicas
y traslaciones enteras de una dnica funcién. Es decir, dada ¢ € L*(R), tal que

{e ] e e de | < oo (1)

se puede generar una familia {4;(z) para j,k € Z} = {2//2¢(2/z — k) para j, k € Z} base de L}(R). La
transformada asociada puede escribirse como

@NGH = <fbin> = [ visa)f(e)ie @

Ya que la familia {t;+ para j,k € Z} es también base incondicional de otros espacios funcionales (tales
como LP(R) con 1 < p < 0, Sobolev, Besov, etc), se obtienen para los mismos caracterizaciones que no
eran posibles con la transformada de Fourier [8]. Por ejemplo, para los espacios LP»(R)con 1 < p < o0
tenemos que:

172
fel’R) <+ { D Wik(@)P < f¥54(2) > Iz} € L*(R) 3

jkeZ

Observe que la transformada de ondiculas permite reconstruir f a partir de sus coeficientes < f,¥;x >.
Esto en general es falso para la transformada de Fourier.
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Histdricamente la primera base de ondiculas es la de Haar (1909). En la década del 80, S. Mallat [6] e Y.
Meyer (7] introducen el concepto de Andlisis Multiresolucién, técnica similar a la de los QMF (Quadratic
Mirror Filters). Este nuevo enfoque permite generar métodos para construir ondfculas de manera sistemética
y ademds disefiar algoritmos ripidos para la transformada de ondiculas.

EJEMPLO DE ANALISIS MULTIRESOLUCION: HAAR

Si consideramos el espacio
Vo = {fEL’(R):f(z):aksik51<k+l,k€Z} (4)

entonces es claro que ¢ = x(o,1) € Vo (X|0,1)(2) es la llamada funcidn caracteristica, que toma valor 1 en el
[0,1) y O fuera de éste) y que

{‘P(:c - k)vk € Z} = {X(k.k+l)7k € Z} (5)
es una base ortonormal de Vj.

En general se tiene la familia {V;,j € 2} tal que
Vi = {fel*(R): f(z) =arsik <Pz < k+1,keZ} (6)

para la cual existe
{ein(@)} = {PVp(@z-k),k€B} — basedeV;

) (N
supp vk = 277k, k+1]
Nétese que los espacios V; estdn “encajados” uno en otro, verificando:
LLCVaCcVeCcViC...CV;C... (8)

Observamos que la funcién ¢, llamada funcién de escala o funcién generadora, admite, como elemento
de V4, la siguiente descomposicién

#(z) = xp0(2) = Xpap(2) + Xpp1)(2) = 0(22) + p(22-1)

9
= L5 ra) + pua) ©
Anslogamente,
1
pi-1a(z) = ﬁ(‘l’j,?k(’) + @j2k41(7)) (10)
Es ficil probar que L}(R) = ®,.eZVm- Pero la familia {y; para j,k € Z} no forma una base de

L*(R). Se puede construir una base que conserve las propiedades de localizacién de ¢} ; considerando los
complementos Wy, = Vi — Vinyr. Sea:

P IN(R) = Vi (11)
proyecci6n ortogonal sobre V. Entonces,
Pu(f)2) = Y emi()oma(z) (12)
keZ

con m k(f) =< @mp, f >.

Prta(f) = Pulf) = %Y [emsr2k(f) = ema1,2641( N [Prms1,26(2) = ms1,2641(2)] (13)
keZ

Luego, si definimos ¢(z) = ¢(27) - ¢(2z ~ 1) tenemos que

iu(z) = P2z — k) = —}—f[m.k(z) - Pistesr(2)] (14)
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Por lo tanto,

Prmia(f) = Pulf) = o 3 dmi(fYoma(z) = Qu(f) (15)
keZ
donde Q. es la proyeccién sobre el complemento ortogonal de Vi, en Vipyy.

Se verifica ficilmente que la familia {;x con k¥ € Z} es una base de W; = Q;(L*R)), que
L*(R) = ©,,cZVim y que la familia {¢; x para j,k € Z} forma una base de L*(R).

Observamos que @, (f) no es en este caso continua, ain cuando f sea muy regular. Esto significa que
Qm{f) converge a f sélo en norma L2.

ALGORITMOS DE RECONSTRUCCION

En el marco del Andlisis Multiresolucién se pueden disefiar diversos algoritmos de reconstruccién. Los
graficos que siguen fueron obtenidos utilizando los algoritmos que describimos a continuacién:

Algoritmo de Mallat

Sean N = 2"y Vi = espacio de muestreo fijos. Sean {¢on i para k € Z} basede Vy y {¢n.x para k € Z}

base de Wx. Sea ey = {cni} € Iz(Z) una sucesion de datos. Consideramos la siguiente funcién
f@) = ) enwpna(z)
keZ
Como Vy = Wn_; & VN_; entonces
f(z) = gna(z) + fn-a(2) (16)
con
an-1(2) = Qnaf = Y dyoax¥n-1(z) € Wnoy
keZ
fN-1(z) = Puoaf = ) enorppn-1a(z) € Vo an
keZ
Pero
eN-1k = < Pna(f)yon-1k> = E Nk < PNk PN-1k > = (Len) (18)
keZ
dvotk = Y Nk < PN N1k > = (Hew)k (19)
reZ
Es decir que a partir de la sucesién de datos ¢y se obtienen dos sucesiones cx—; = Gep, versién suavizada
de cn,y dy-1 = Hen, que representa la diferencia en informacién entre ¢y y cy-;. Iterando el proceso
se tiene que
cj-1 = Lej d;_1 = He; j=NN-1,.,1 (20)
N
f(z) = Y_Qn-i(f) + Polf)
j=1
- (21)
= Z(Z CN-ikON=jk(Z)) + 3 coxtoi(z)
i=1 xeZ kel

Observamos que, por construccién, los filtros L y H satisfacen
HL =1 LL* = I HH® =1 L*L + H*H = I

Utilizamos este algoritmo para graficar las ondiculas de Haar, Battle-Lemarié, Daubechies (cuatro y seis
coeficientes) y sus derivadas (Figuras 1 a 4).

También se reconstruyeron las funciones seno (Fig. 5, 6 y 7) y pulso (Fig. 8, 9 y 10) en bases de Battle-
Lemarié y Daubechies.
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Figura 1: Ondicula de Haar (izquierda) y Battle-Lemari¢ (derecha), niveles 1,2,3
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Figura 8: Ondicula de Daubechies: N =2 (izquierda) y N = 4 (derecha)
Férmula de recursién

Como en el caso de Haar, cualquier funcién generadora asociada a un andlisis multiresolucién satisface la
ecuacién de escala:

o) = Y crepralz) (22)
xeZ

En el caso de las ondiculas de Daubechies conocemos los coeficientes c1,x; sabemos ademds que son de
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Figurg 4: Derivada primera y segunda de la ondicula de Daubechies (N = 4)
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Figura 5: Transformada de y = sin(27xz/4)
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Figura 6: Reconstruccidn de y: Daubechies N =2 (izquierda) y Battle-Lemarié (derecha)
soporte compacto. Luego si se conocen los valores de ¢ en los enteros, utilizando 1a ecuacién de escala, se
pueden calcular exactamente los valores de ¢ en

,...,4,4,...,5,...

para j, k € Z. Igual procedimiento se aplica a las derivadas. El grafico de la Figura 11 se obtuvo de esta
manera.
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Figura 7: Errores: Daubechies ..., Battle-Lemarié +++
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Figure 8: Transformada de y:
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Figura 9: Reconstruccion de y: Battle-Lemarié (izquierda) y Daubechies (derecha)

2

Aproximaciones sucesivas

Este método se basa también en la ecuacién de escala. Partiendo de una funcién o y los coeficientes {cx}
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de la ondicula de Daubechies D4 (N = 2) se obtuvieron los grificos de la funcion generadora ¢ y la derivada
de ]a ondicula ¢ mediante iteraciones (Fig.12):

i(z) = ) cupi-1(2z - k)

keZ
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Figura 11: Ondicula de Daubechies (n = 2)
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Figura 12: Reconstruccion de la funcion generadora de Daubechies N = 2 partiendo de yy (izquierda)
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COMENTARIOS FINALES

Las ondiculas han sido usadas con muy buenos resultados en problemas de reconstruccién de imigenes
[3] y procesamiento de seniles [10]. Los primeros resuitados en la resolucién de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales unidimensionales por métodos numéricos basados en ondiculas son alentadores {4].
Beylkin et al. han disefiado algoritmos eficientes para la diagonalizacién e inversién de ciertas clases de
matrices densas, usando el hecho de que los coeficientes {< f,¥;x >} decaen ripidamente en las regiones
donde f es regular [1).
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