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Se presenta una breve introducci6n al anaIisis multiresoluci6n y su aplicaci6n al diseiio de algoritmos
para la reconstrucci6n de funciones.

This communication is a short introduction to multiresolution anal)'sis and its application to the design
of algorithms. We construct the Haar, Battle- Lemarie and the Daubechies' wavelets and illustrate
their use in the reconstruction of functions.

Las ondlculas son funciones element ales que permiten una representaci6n simple y robusta defunciones
mas generales en forma de series de ondlculas.

Si la funci6n generadora es suficientemente regular, rapidamente decreciente en el infinito y oscilante se
obtienen bases ortonormales de L2(R) (localizadas en tiempo y frecuencia) mediante dilataciones dia.dicas
y traslaciones enteras de una unica funci6n. Es decir, dada tP E L2(R), tal que

se puede generar una familia {t/Jj,k(X) para i,k E Z} = {2i/2tP(2jx - k) para j, k E Z} base de L2(R) . La
transformada asociada puede escribirse como

Ya que la familia {tPj,k para i,k E Z} es tambien base incondicional de otros espacios funcionales (tales
como LP(R) con 1 < p < 00, Sobolev, Besov, etc), se obtienen para los mismos caracterizaciones que no
eran posibles con la transformada de Fourier [8]. Por ejemplo, para I~s espacios LP(R) con 1 < p < 00

tenemos que:

{ L: ItPj,k(XWI < f,tPj,k(X) > 12}1/2 E LP(R)
j,keZ

Observe que la transformada de ondiculas permite reconstruir f a partir de sus coeficientes < f,tPj,k >.
Esto en general es falso para la transformada de Fourier.



Historicamente la primera base de ondiculas es la de Haar (1909). En la decada del 80, S. Mallat [6] e Y.
Meyer [7]introducen el concepto de Analisis Multiresoluci6n, tecnica similar a la de los QMF (Quadratic
Mirror Filters). Este nuevo enfoque permite generar metodos para construir ondfculas de manera sistematica
y adem as diseiiar algoritmos rapidos para la transformada de ondfculas.

entonces es claro que <P= X(O,I)E Vo (X[O,I)(Z)es lallamadafunci6n caracteristica, que toma valor 1en el
[0,1) yO fuera de este) y que

es una base ortonormal de Vo.

En general se tiene la familia {Vj,j E Z} tal que

Vj = {JEL2(R):/(z)=aksik~2jz<k+l,kEZ}

{<pj,k(Z)} = {2i/2<p(2jz-k),kEZ} - basedeVj

supp <Pj,k = 2-j[k, k + 1)
N6tese que los espacios Vi estan "encajados" uno en otro, verificando:

Observamos que la funcial! <p, llamada funci6n de escala 0 funci6n generadora, admite, como eIemento
de Vll la siguiente descomposicion

X[O,I)(Z) = X(O,lh)(z) + X(lh,l)(z) = <p(2z) + <p(2z- 1)
1v'2 (<pI,O(Z)+ <pI,I(Z»

1
<Pj-I,k(Z) = v'2 (<pj,u(z) + <pj,2k+I(Z» (10)

Es facil probar que L2(R) = lllmeZVm• Pero la familia {<pj,k para j, k E Z} no forma una base de
L2(R). Sepuede construir una base que conserve las propiedades de localizacion de '/Ij,k considerando los
complementos Wm = Vm - Vm+l. Sea:

:E cm,k(f)<Pm,k( z)
keZ

Pm+1(f) - Pm(f) = 1h L [Cm+1,2k(f) - Cm+1,2k+1(f)] [<Pm+1,2k(Z)- <Pm+1,2k+I(Z)] (13)
keZ

Luego, si definimos tP(z) = <p(2z) - <p(2z- 1) tenemos que



Pm+1(J) - Pm(J) = % L din,k(J)l/Jm,k(X) = Qm(J)
keZ

donde Qm es Ill. proyeccion sobre el complemento ortogonal de Vm en Vm+l'

Se verifica fa.cilmente que Ill. familia {tPj,k con k E Z} es una base de Wj
L2(R) = EIlmeZVm y que Ill. familia {tPj,k para j,k E Z} forma una base de L2(R).

Observamos que Qm(J) no es en este caso continua, ann cuando f sea muy regular. Esto significa que
Qm(J) converge a f solo en norma L2.

En el marco del Amilisis Multiresolucion se pueden diseiiar diversos algoritmos de reconstruccion. Los
gr3.ficosque siguen fueron obtenidos utilizando 105 algoritmos que describimos a continuacion:

Algoritmo de Manat

Sean N = 2" YVN = espacio de muestreofijos. Sean {\ON,k para k E Z} base de VN y {tPN,k para k E Z}
base de WN. Sea CN = {CN,k} E /2(Z) una sucesion de datos, Consideramos Ill. siguiente funcion

f(x) = L CN,k'PN,k(X)
kEZ

L dN-UtPN-U(X) E WN-1
kEZ

L CN-l,k\ON-l,k(X) E VN-l.
kEZ

CN-U = < PN-l(J),\ON-l,k > = L CN,k < \ON,k,\ON-l,k > = (LCN)k (18)
kEZ

dN-1,k = L CN,k < \ON,k,tPN-l,k > = (HCN)k (19)
kEZ

Es decir que a partir de Ill. sucesion de datos CN se obtienen dos sucesiones CN-l GCN, version suavizada
de CN, y dN-l H CN, que representa Ill. diferencia en informacion entre CN y CN-l' Iterando el proceso
se tiene que

Cj-l = LCj dj_l = H Cj
N

f(x) = LQN-j(J) + Po(f)
j=l

N

L(L CN-j,ktPN-j,k(X»)
j=l kEZ

Observamos que, por construccion, 108 filtros L y H satisfacen

HL· = ILL· = I HH" = I L*L + H"n = I
Utilizamos este algoritmo para graficar las ondlculas de Hur, Battle-Lemarie, Daubechies (cuatro y seis
coeficientes) y sus derivadas (Figuras 1 a 4).

Tambien se reconstruyeron las funciones seno (Fig. 5, 6 y 7) y pulso (Fig. 8, 9 y 10) en bases de Battle-
Lemarie y Daubechies.

+ L CO,ktPO,k(X)
kEZ
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Como en el caso de Haar, cualquier funci6n generadora asociada a un an3.lisis multiresoluci6n satisface la
ecuaci6n de escala: .

'P(~) = L Cl.k'Pl.k(~) (22)
keZ

En el caso de las ondlculas de Daubechies conocemos los coeficientes Cl,ki sabemos ademas que son de



soporte compa.cto. Luego si se conocen 10sva.loresde '{J en 10s enteros, utilizando la ecua.ci6n de escala, se
pueden calcular exactamente 108va.loresde '{J en

para j,k E Z. Igual procedimiento se aplica a las derivadas. El grafico de la Figura 11 se obtuvo de esta
manera.
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Este metodo 8e basa tambien en la ecuaci6n de eseala. Partiendo de una funci6n lfJoY 108eoeficientes {el<}
de la ondieula de Daubeehies D4 (N = 2) se obtuvieron 105grifieos de la funcion generadora IfJy la derivada
de la ondieula f{J mediante iteraciones (Fig.12):

IfJj(Z) = L Cl<!Pj_l(2z- k)
l<eZ





Las ondfculas han sido usadas con muy buenos resultados en problemas de reconstruccion de imigenes
[3J y procesamiento de seniles [10]. Los primeros resultados en la resolucion de ecuaciones diferenciaJes
en derivadas parciaJes unidimensionales por metodos numericos basados en ondfculas son alentadores [4].
Beylkin et al. han diseiiado algoritmos eficientes para la diagonalizacion e inversion de ciertas clases de
matrices densas, usando el hecho de que los coeficientes {< f, tPj,k >} decaen ripidamente en las regiones
donde f es regular [1].
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