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Neste trabalho um metodo para a simulaQao do problema de contato
tridimensional e proposto. As leis constitutivas de atrito s60
integradas no tempo usando 0 metoda do retorno radial e a matriz de
rigidez e derivada de forma consistente com este esquema. 0 passe
mais critico foi definir um adequado sistema de eixos tangente, que
permite um procedimento simples e eficiente de c41culo da press60 de
atrito .0 algoritmo foi implementado no sistema METAFOR [1).

ABSTRACT
In this paper a method for the simulation of 3D contact problems with
elasto-plastic materials and large deformations is proposed. The 3D
constitutive laws for frictional contact are integrated in time using
the return mapping method and the tangent stiffness matrix consistent
with this scheme is derived. The most critical step is defining a
correct tangent coordinate system that allows for a simple and
efficient procedure for friction pressure calculation. The algorithm
was implemented in the METAFOR system [1).

IRTRODU~10
No modelo que se estA propondo, tem-se uma soluQ60 incremental das
equaQoes de equilibrio. A configuraQao equilibrada num tempo t e
tomada comoconfiguraQao de referAncia para integraQ60 das leis
constitutivas de contato no tempo t + !t. As leis constitutivas sAo
discutidas na primeira parte deste trabalho. A deduQao da rigidez
tangente e critica pois dela vai depender a eficiAncia do metodo de
soluQao de Newton-Raphson. Isto e visto na segunda parte do trabalho.
Ao 10ngo do trabalho, serA feito menQAo a dois diferentes sistemas de
referAncia. Um local que , tangente it matriz de contato ~ outro
global. Grandezas referidas ao.primeiro serao identificadas por suas
componentes • e T, enquanto que grandezas referidas no segundo serao
identif1cadas pelas componentes X e y.



o modelo consti tuti vo aqui empreqadoIi aquele de Coulombe e dado
pela expressao (1):

onde II. II indica
est4tico,t.e ~Tas
respectivamente.

a norma euclidiana,
pressoes normais

IJ. 0 coeticiente de atrito
e tanqenciais de contato,

Classicamente, segundoa lei de Coulomb,quandoa normadas pressoes
tanqenciais torna-se maior que 0 limite IJ. It. I, inicia-se
imediatamente0 escorreqamento entre as superticies emcontato. Este
escorreqamento Ii dito irreversivel ou deslizante. Esta lei porem Ii
moditicada para ter em conta uma etapa reversive1 ou co1ante do
escorreqamento, verificada experimenta1mentee que ocorre quando a
norma das pressoes tanqenciais e interior A este limite. Este
comportamentoe indicado na Fiq. 1 abaixo:

Fiq. 1 - Re1a9aopressao deslocamentopara 0 caso de atrito

Assim pode-se decompora taxa de deslocamento de contato em duas
componentes:

onde gre e a parcela reversive1 e glra parte irreversive1 da taxa.
Esta ultima ter4 tris componentes, segundoa expressAo (3):



deslocamento. Entao a rela9ao pressao-deslocamento neste caso ,
linear e vale:

Onde fisicamente K. corresponde a rigidez da superticie a
deslocamentos norma is e KT a delocamentos tangenciais. (Bata dltima
seria dada pela declividade da cur"a da Fig. (1». Jli para 0
contato deslizante, tem-se da equa9ao (1) que:

Para 0 calculo da rela940 pressao-deslocamento, uma analogia com
plasticidade pode ser feita. Neste caso, em metais, normalmente
assume-se uma plasticidade associada. utilizada no c6lculo do
deslocamento, poder-se-ia dizer que sua parcela irreversivel vale:

g·lr A 8t- ~
onde A , um escalar a ser determinado e,

Por'm 0 uso desta formula9ao leva a uma componente de deslocaaento
normal irreversivel inconsistente do ponto de vista terllOdinlmico
(ver [2]).
Um tipo de plasticidade nao associada deve entao ser utilizada. Asaim
a expressao (7) , substi tuida por:

g·lr A 8f*.. ~
onde f* , uma
expressao (10):



Como em plasticidade, 0 escorregamento irrevers.ivel nlo pode ser
expresso em termos de pressAo e entao, da relayao constitutiva para 0
escorregamento reversivel torna-se:

Pode-se ainda formular uma condiyao de consistencia: para um ponto em
escorregamento irreversivel, como f nao pode ser maior que 0:

• af'
f - a:g ~ = 0 (12)

Substituindo-se (11) e (9) em (12), chega-se a uma expressao para A,
que ser6 util durante a integrayao das pressoes, conforme ser6 visto
nos pr6ximos par6grafos:

Bf •
at ~ 9'

!!! K Bf*at - at

Para a integrayao temporal das pressoes tangenciais, ser6 utilizado 0
metodo do retorno radial [3]• Este metodo tem duas etapas: um
preditor elastico e um corretor plastico. 0 preditor est6 definido na
Eq. 14 e supoe que 0 escorregamento e totalmente revers.ivel:

to = tt + k Ag (14)-y -y --y y
Agy corresponde ao deslocamento de um ponto ao longo de um passe
incremental de integrayao. Ele e medido dobre 0 sistema local (plano
tpngente) da configurayao atual do corpo. Se 0 ponto perde 0 contato,
~y e zerada. Se f < 0, entao 0 escorregamento e de fate revers.ivel e
o processo de integrayio est6 terminado. A press60 de atrito (ou
tangencial) no tempo final t + At ter6 0 ••smo valor do preditor
elastico (Eg. 14). Em caso contrario aplica-se 0 corretor para trazer
a pressao sobre a superficie de Coulomb:

A correyio tco •••• valera:-y

tco •••• = ky J t;,t~d
-y ~y ~

t

·1•.onde gy e dado pela expressao (7). Substituindo-se (7) em (16). COllo
a normal a superficie de escorregamento (~y / II~yll) " constante
entre t e t+At, vem que:



onde AA vem da expressao (13). TAm-se, desta forma,
para 0 calculo das pressoes tangenciais, que valem:

thAt D IJ.thAt te / II te
-T N -T -T II

Durante a integrayao das pressoes de contato pelo m4todo do retorno
radial, pode-se verificar que a pressao final 4 na verdade modificada
par um fator de escala p.

tt+At D P te (19)
-T -T

Para determinar 0 fator p basta substituir (19) dentro da funyAo de
escorregamento (1):

a expressao (19 ), pode-se reescrever a taxa de pressAo de contato
como:

dP.• ~ [ d(:I~P -1tt] (22)

substituindo (22) em (21), chega-se a relayio pressao-deslocamento:

x • [=
- k;tT 1tT 2/1 ~TII I~TII
-k*(t 1I1~11)2+k*T T2 IZT T

o

Assim a relacao pressao-deslocamento que deve ser empregada para 0
caso de atrito deslizante fica:

t a !9 (24)
A matriz da expressao (23) , consistente com 0 m4todo do retorno
radial e garante as boas caracteristicas de converg6ncia do a6todo de



Newton Raphson.
No contexto dos elementos finitos, supor-se-li aqui a validade da
chamada 'aproximayao nodal'. Neste caso, as pressoes sAo calculadas
diretamente DQli.no.§..Assim as foryas de contato sobre 0 n6 k sAo
calculadas diretamente das pressoes sobre este n6.

Para 0 clilculo da matriz tangente duas situayoes sac possiveis : a)
A matriz de contato e plana: Neste caso pode-se utilizar diretamente
as expressoes (6) e (23):

onde !$x>' • !{ ! !I ou !$x>'··Il X !I
e !I e uma matriz de rotayao que serli definida
as matrizes de forma qualquer, utiliza-se
nWlerica.

(27)

mais adiante. b) Para
Wla matriz tangente

DEFINIC;lo DE UN SISTEMA DE EIXOS LOCAlS
Para 0 caso bidimensional, a definiyao da direyao normal a matriz
permi te a determinaylio imediata de WI sistema de eixos local. No
entanto, este 040 e mais 0 caso quando trabalha-se sobre 0 problema
tridimensional: aqui 0 sistema de eixos nAo estA inteiramante
determinado, salvo 0 eixo ligado a direyAo normal. Mas os eixos
tangentes a matriz sAo definidos de forma arbitrliria. Para 0 clilcuio
destes eixos, duas situayoes sao possiveis:
a) Primeira iteraQIi.oonde hli contato: Para obter WI vetor tangente a
matriz na projeQ80do n6 escravo sobre a mesma (aqui denominado ponto
~«(,n», calcula-se a poSiQ80 de WI novo ponto sobre a matriz cujas
coordenadas reduzidas sAo «( +0.01, n). Define-se -desta maneira - WI
vetor tangente aproximadamente tangente a matriz, na projeQAo do n6
escravo. Este vetor serli chamado de ~: (ver Fig. 2).



Calcula-se um eixo (~2) tangente fazendo um produto vetorial entre 0

vetor normal n e 0 vetor ~1':

Ap6s normalizaQao, este vetor fornecera um dos eixos tangentes
procurados. 0 segundo eixo tangente e obtido do produto vetorial
abaixo (ver tambem Fig. 2).

b) Para as outras iteraQoes onde ocorre contato, 0 processo e 0
mesmo, salvo que 0 vetor aproximadamente tangente ~1' e agora
substituido pelo eixo tangente ~lda iteraQao precedente. au seja, a
equaQao (28) e substituida par:

onde 0 super-indice i identifica a iteraQao atual. Tem-~e a garantia
aqui que localmente 0 sistema de eixos nAo mudara ao longo do
escorregamento do n6 sobre a matriz. uma vexz definido 0 sistema de
eixos local, pode-se determinar a matriz de rotaQAo para os eixos
globais, dada &baixo: .

Vai-se analisar aqui 0 caso propasto par Lee, Wagoner e Maltamashi
[3], que consiste no embutimento 4e uma placa circular par um punQAo
esferico cujas dimens6es sAc dadas na Fig. 3(a).

Fig. 3 (a) - Geometria do caso wagoner
(b) - Modelo empregado para 0 punQAo e matriz fixa.



Fig. 5(a). (b) - Malha deformada e deforma910 p16stica equivalente
do caso sem atrito {indenta9Bo de 40 am).

o m6dulo de elasticidade e 0 coeficiente de Poisson, valem,
respecti vamente E-69004 MPa e II a 0.3. A tenslo equi valente de von



Mises " dada por iT ••• 589 (10-4 + a)O.216. (a e a deformaQio plastica
equivalente). Somente uma quarta parte da estrutura, do punQao e da
matriz (fixa), foram discretizados, devido a simetria. Para
modelizaQio do punQio, 3 superficies do tipo Coons e uma plana foram
empregadas (ver Fig. 3(b». Para modelizar a matriz, tomou-se uma s6
superficie Coons. a malha empregada (duplicada por simetria) e
mostrada na Fig. 4. Os 294 elementos empregados sio isoparametricos
lineares tridimensionais de 8 n6s. Dois exemplos foram analisa~os. 0
primeiro caso, sem atrito e com uma penalidade normal de lxlO • Nas
Figs. 5(a) e (b), sio fornecidas a malha deformada e os 'valores de
deformaQio plastica equivalente. Pode-se concluir que a estric9io da
placa ocorrera no centro da mesma.

CaIO ~ CCllII a•• iIG
Del. I'IUllca equiv. (inclencacao: «111II1I)

Fig. 6 (a), (b) - Malha deformada e deforJDaQio plastica equivalente
do caso com atrito (indentaQio de 40 ]D]D).

No segundo caso, 0 mesmo exemplo e analisado agora com atrito (XT •••



5X103 e ~ 0.15). Observa-se uma significativa alteraQ60 na
distribuiQAo da deformaQ80 plastica equivalente, com a estricQ60 se
deslocando do centro da placa em direQ80 as bordas, conforme Fig. 6.
As oscilaQoes que observam-se nas deform8Q08s plasticas, tanto na
Fig. 5 como 6, deve-se a efeitos de malha (ligaQio do dominio central
quadrado da malha (Fig. 4) com os bordos de forma circular).
Finalmente na Fig. 7, os valores de forQa de conformaQio sAo
fornecidos e observa-se um bom acordo com 0 relat6rio de Lee et all.
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Fig. 7 - ForQa de conforaaQio.

o ndmero de iteraQoes/etapas para 0 caso sea atrito foi de 101/226,
enquanto que para 0 caso com atrito foi de 108/248.

A formulaQ60 apresentada permite tratar 0 cantato tridimensional em
grandes deformaQoes em presenQa do atrito e considerando matrizes de
formas quaisquer. A taxa de converg6ncia obtida foi adequada ao que
se espera do metodo de Newton-Raphson. A definiQio dos eixos locais
(tangentes a matriz) que constitui 0 aspecto mais critico deste
trabalho demonstrou ser adequada e de facil obten96o, como demonstra
o examplo deste trabalho e tamb6m outros casos indicados em [4].
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