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RESUMO

Neste trabalho um método para a simulagdo do problema de contato
tridimensional é proposto. As 1leis constitutivas de atrito s#o
integradas no tempo usando o método do retorno radial e a matriz de
rigidez é derivada de forma consistente com este esquema. O passo
mais critico foi definir um adequado sistema de eixos tangente, que
permite um procedimento simples e eficiente de cdlculo da pressio de
atrito .0 algoritmo foi implementado no sistema METAFOR [1].

ABSTRACT

In this paper a method for the simulation of 3D contact problems with
elasto-plastic materials and large deformations is proposed. The 3D
constitutive laws for frictional contact are integrated in time using
the return mapping method and the tangent stiffness matrix consistent
with this scheme is derived. The most critical step is defining a
correct - tangent coordinate system that allows for a simple and
efficient procedure for friction pressure calculation. The algorithm
was implemented in the METAFOR system [1].

INTRODUGCXO

No modelo que se estd propondo, tem-se uma solugdo incremental das
equagbes de equilibrio. A configuragio equilibrada num tempo t &
tomada como configuragdo de referéncia para integracio das leis
constitutivas de contato no tempo t + At. As leis constitutivas sio
discutidas na primeira parte deste trabalho. A deducdo da rigidez
tangente é critica pois dela vai depender a eficiéncia do método de
solugdo de Newton-Raphson. Isto é visto na segunda parte do trabalho.

Ao longo do trabalho, serd feito mencdo a dois diferentes sistemas de
referéncia. Um local que é tangente A matriz de contato e outro
global. Grandezas referidas ao. primeiro ser#éo identificadas por suas
componentes » e T, enquanto que grandezas referidas no sequndo serdo
identificadas pelas componentes x e y.
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LEIS CONSTITUTIVAS DE CONTATO EM TRES DIMENRSOES

O modelo constitutivo aqui empregado é aquele de Coulomb e & dado
pela expressdo (1):

E=ntiu-uitlso (1)

onde ||-|| indica a norma euclidiana, u o coeficiente de atrito
est&tico,tue t.,as pressées normais e tangenciais de contato,

respectivamente.

Classicamente, segundo a lei de Coulomb, qguando a norma das pressdes
tangenciais torna-se major que o 1limite g it,l, inicia-se

imediatamente o escorregamento entre as superficies em contato. Este
escorregamento é dito irreversivel ou deslizante. Esta lei porém &
modificada para ter em conta uma etapa reversivel ou colante do
escorregamento, verificada experimentalmente e que ocorre quando a
norma das pressdes tangenciais & inferior a este limite. Este
comportamento é indicado na Fig. 1 abaixo:

At

9y

Fig. 1 - Relacgdo pressdo deslocamento para o caso de atrito

Assim pode-se decompor a taxa de deslocamento de contato em duas
componentes:

g=g"+g" ‘ (2)

onde g™ é a parcela reversivel e §'‘a parte irreversivel da taxa.
Esta dltima terd trés componentes, segqundo a expressfio (3):

g'l'l
g=|4q, (3)
gl

Para o caso do contato colante, tem-se apenas a parte reversivel do
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deslocamento. Entdo a relagdo pressdo-deslocamento neste caso é
linear e vale:

t=Kg'" (4)
onde,
KT 0 0
K= 0 KT 0 {(5)
0 0 K

onde fisicamente K, corresponde & rigidez da superficie A
deslocamentos normais e K, 4 delocamentos tangenciais. (Esta udltima
seria dada pela declividade da curva da Fig. (1)). J& para o
contato deslizante, tem-se da equagdo (1) que:

£f=0 (6)

Para o cialculo da relagdo pressio-deslocamento, uma analogia com
plasticidade pode ser feita. Neste caso, em metais, normalmente
assume-se uma plasticidade associada. Utilizada no célculo do
deslocamento, poder-se-ia dizer que sua parcela irreversivel vale:

g =25 (7)

onde A é um escalar a ser determinado e,

ALt N
of/or = | Lo N1t N (8)
- u
Porém o uso desta formulagido leva a uma componente de deslocamento

normal irreversivel inconsistente do ponto de vista termodinémico
(ver [2]).

Um tipo de plasticidade n&o associada deve entdo ser utilizada. Assim
a expressdo (7) é substituida por:

g =2 3" (9)

onde f* é uma superficie de escorregamento modificada, dada pela
expressdo (10):

AN
sf*/ot = | t o/t 1 (x0)

0
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Como em plasticidade, o escorregamento irreversivel ndo pode ser
expresso em termos de pressdo e entido, da relagdo constitutiva para o
escorregamento reversivel torna-se:

t=K(g-g" (11)

Pode-se ainda formular uma condicdo de consisténcia: para um ponto em
escorregamento irreversivel, como f nio pode ser maior que 0:
t=%t=o0 (12)

Substituindo-se (11) e (9) em (12), chega-se A& uma expressao para a,
que serd \til durante a integracio das pressdes, conforme seri visto
nos préximos parigrafos:

Kg

S

(13)
3
3

3f*
Xat

-}

Para a integragdo temporal das pressdes tangenciais, ser& utilizado o
método do retorno radial [3]). Este método tem duas etapas: um
preditor eldstico e um corretor plastico. O preditor estd definido na
Eq. 14 e supde que o escorregamento é totalmente reversivel:

t
=t + k. Ag (14)

Agr corresponde ao deslocamento de um ponto ao longo de um passo

incremental de integragio. Ele & medido dobre o sistema local (planc
tengente) da configuracdo atual do corpo. Se o ponto perde o contato,
tr é zerada. Se f < 0, entdo o escorregamento é de fato reversivel e

O processo de integracdoc estd terminado. A presséo de atrito (ou
tangencial) no tempo final t + At teri o mesmo valor do preditor
eldstico (Eg. 14). Em caso contrario aplica-se o corretor para trazer
a pressdo sobre a superficie de Coulomb:

S;oAt = E.: - S:m'l' (15)
A corregdo t*" valera:
cory t’é&
g =k [ 4" ac (16)
t

onde g;’ é dado pela expressio (7). Substituindo-se (7) em (16). Como
a normal & superficie de escorregamento (t, / llgﬂl) é constante
entre t e t+At, vem que:
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BT o=k, AA LT /)£ ) (17)

onde AA vem da expressdo (13). Tém-se, desta forma, todos elementos
para o cilculo das pressdes tangenciais, gque valem:

t, /g (18)

telt

telt
t 13 tn

~r

OBTENGKO DA MATRIZ TANGENTE DE CONTATO EM TRES DIMENSOES
Durante a integracdo das pressdes de contato pelo método do retorno
radial, pode-se verificar que a pressdao final é na verdade modificada
por um fator de escala 8.

t+At e
S‘l‘ =8 S'r (19)

Para determinar o fator g basta substituir (19) dentro da funclo de
escorregamento (1):

nit |

Jix]]

a expressdo (19), pode-se reescrever a taxa de pressio de contato
como:

dt"'A‘

=dg t; + B at] + at, (21)

Da expressdo (20), a taxa de g vale,

oo [ Ssigh - aght |

Substituindo (22) em (21), chega-se A relagido pressio-deslocamento:

- k(e A 'Er”)z"' ki s ARV Lt-'rlzl 110 Hi L AL
Y= - kit AR L - KRB LARDTH K2 Mkt
[+] 0 k

(23)
onde kg = k-r B

Assim a relacso pressso~deslocamento que deve ser empregada para o
caso de atrito deslizante fica:

t=Yg (24)
A matriz da expresséo (23) é consistente com o método do retorno
radial e garante as boas caracteristicas de convergéncia do método de
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Newton Raphson.

No contexto dos elementos finitos, supor-se-4 aqui a validade da
chamada ‘aproximagdo nodal’. Neste caso, as pressdes sio calculadas

Dos nos. Assim as forgas de contato sobre o né k s&o
calculadas diretamente das pressdes sobre este né.

C
For = &%, (25)

Para o cdlculo da matriz tangente duas situacdes sdo possiveis : a)
A matriz de contato & plana: Neste caso pode-se utilizar diretamente
as expressdes (6) e (23):

Koy = K ou Kol = Yo (26)
onde Ky = 7' Ky ou Ko =7 Y 7 (27)

e 7 é uma matriz de rotagdo que serd definida mais adiante. b) Para

as matrizes de forma qualquer, utiliza-se uma matriz tangente
numérica.

DEFINIGXO DE UM SISTEMA DE EIXOS LOCAIS

Para o caso bidimensional, a definigdo da direc&o normal A matriz
permite a determinagdo imediata de um sistema de eixos local. No
entanto, este ndo é mais o caso quando trabalha-se sobre o problema
tridimensional: aqui o sistema de eixos ndo estd inteiramente
determinado, salvo o eixo ligado A& direcdo normal. Mas os eixos
tangentes A matriz siio definidos de forma arbitréria. Para o célculo
destes eixos, duas situagdes sio possiveis:

a) Primeira iteracéio onde h4 contato: Para obter um vetor tangente a
matriz na projecdo do né escravo sobre a mesma (aqui denominado ponto
P(€, n)), calcula-se a posigdo de um novo ponto sobre a matriz cujas

coordenadas reduzidas s&o (£ +0.01, n). Define-se -desta maneira - um
vetor tangente aproximadamente tangente a matriz, na projecdo do né
escravo. Este vetor seri& chamado de g; (ver Fig. 2).

A P
'{\\\ TR\
\\ ,f\
. ) -
~t3 e
i - ~o
- P "L e -
- - ~’,

Fig. 2 - Definicdo de um eixo tangente t, A superficie no né.
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Calcula-~-se um eixo (;2) tangente fazendo um produto vetorial entre o
vetor normal n e o vetor §1':

=nxt’ (28)

=%
ApSés normalizagdo, este vetor fornecerd um dos eixos tangentes
procurados. O segundo eixo tangente é obtido do produto vetorial
abajixo (ver também Fig. 2).

t, =t,xn (29)
b) Para as outras iteragées onde ocorre contato, o processo é o
mesmo, salvo que o vetor aproximadamente tangente gl' é agora

substituido pelo eixo tangente t. da iteracdo precedente. Ou seja, a
equagdo (28) é substituida por:

1 i-1
£, =nxg, (30)

onde o super-indice i identifica a iteragdo atual. Tem-se a garantia
aqui que localmente o sistema de eixos néo mudard ao longo do
escorregamento do né sobre a matriz. uma vexz definido o sistema de
eixos local, pode-se determinar a matriz de rotagio para os eixos
globais, dada abaixo: '

t t n
BT= tl 1 tzz nl ( 31 )
tl 2 t22 n?
13 23 3
APLICAGXO

Vai-se analisar aqui o caso proposto por lee, Wagoner e Nakamashi
(3), que consiste no embutimento de uma placa circular por um puncéo
esférico cujas dimensdes sdo dadas na Fig. 3(a).

7 6.0 m
$9.10 o

A\
:é'

Cad (4.5

Fig. 3 (a) - Geometria do caso Wagoner
(b) - Modelo empregado para o pun¢fo e matriz fixa.
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(a)

(b)

Fig.

Caso an-oner sem atrito
Def. plastica equiv. (indentacao: 40 mm) 7.6875¢-01

6.2767e-01

4.8659%-01

34550e-01

2.0442¢--01

6.3330e-02

5(a), (b) - Malha deformada e deformagdo plastica equivalente
do caso sem atrito {indentacido de 40 mnm).

O médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, valen,
respectivamente E=69004 MPa e v = 0.3. A tensdo equivalente de von
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Mises 4 dada por ¢ = 589 (10 + e)**®, (e é a deformagéo pléstica

equivalente). Somente uma quarta parte da estrutura, do pungio e da
matriz (fixa), foram discretizados, devido & simetria. Para
modelizagdo do pungéo, 3 superficies do tipo Coons € uma plana foram
empregadas (ver Fig. 3(b)). Para modelizar a matriz, tomou-se uma sé&
superficie Coons. a malha empregada (duplicada por simetria) é
mostrada na Fig. 4. 0s 294 elementos empregados sio isoparamétricos
lineares tridimensionais de 8 ndés. Dois exemplos foram analisados. O
primeiro caso, sem atrito e com uma penalidade normal de 1x10°. Nas
Figs. 5(a) e (b), sd@o fornecidas a malha deformada e os valores de
deformagéo pldstica equivalente. Pode-se concluir que a estricgdo da
placa ocorrerid no centro da mesma.

P e man=—
,’-zggigggg§9»\\

=

(a)

Caso Wagoner com atrito
Def. plastica equiv. (indentacac: 40 mm) 7.5399¢-01

(b)

270%-02

Fig. 6 (a), (b) - Malha deformada e deformagdo pléstica equivalente
do caso com atrito (indentagio de 40 mm).

No segundo caso, o mesmo exemplo & analisado agora com atrito (Kr =
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5x10° e 4 = 0.15). Observa-se uma significativa alteracio na
distribuig#o da deformacdo plastica equivalente, com a estricgfio se
deslocando do centro da placa em diregdo as bordas, conforme Fig. 6.
As oscilagdes que observam-se nas deformacgdes plasticas, tanto na
Fig. 5 como 6, deve-se a efeitos de malha (ligagfo do dominio central
quadrado da malha (Fig. 4) com os bordos de forma circular).

Finalmente na Fig. 7, os valores de forga de conformacdo s&o
fornecidos e observa-se um bom acordo com o relatério de lee et all.

100000 . ™

com strite o—
som atrits ~--

sco00

70000 |

scoo0 |

50000 +

Forca W

40000

30000 |

20000

10000

L] s 10 15 o 20 3 3 38 “w
Oeslecemsnts o punceo lam}

Fig. 7 - Forga de conformagio.

O numero de iteracgtes/etapas para o caso sem atrito foi de 101/226,
enquanto que para o caso com atrito foi de 108/248.

CONCLUSOES

A formulagdo apresentada permite tratar o contato tridimensional em
grandes deformagdes em presenga do atrito e considerando matrizes de
formas quaisquer. A taxa de convergéncia obtida foi adequada ao que
se espera do método de Newton-Raphson. A definicfio dos eixos locais
(tangentes A matriz) que constitui o aspecto mais critico deste
trabalho demonstrou ser adequada e de f&cil obtencdo, como demonstra
0 exemplo deste trabalho e também outros casos indicados em [43.
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