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RESUMEN

Consideramos en este frabajo la resolucion numérica de la inecmacién cuasivariacional de Bellman
asociada al problema de minimizar el miximo de un funcional escalar sobre wmnpa trayectoria,
Estudiamos especificamente, una solucién aproximada por discretizacién en tiempo y en espacio y la
velocidad de convergencia de estas aproximacionss a 1a funcién de costo dptinso del problema original.
Dicha solacién aproximada es obtenida resoiviendo el problema resuitants de discretizar la
formulacion del principio de programacion dindmica asociado al problema original.

ABSTRACT .

In this paper we consider the mumerical solution of the qumasi-variational inequality associated to the
problem of minimizing the maximum of a scalar functional on & trajectory. We comsider am
approximated solution obtained by discretization on time and spatial variables and we study the rate
of convergence of the discretized solutions to the optimal cost function of the oriainal problem. This
approXimated solution is obtained by solving the problem resuiting from the discretization of the
principle of dynamic programming.

1. INTRODUCCION
1.1 Descripeion del problema

Consideramos un sistema dinimico en el intervalo ¥, T}

dy _
qs= 3 y(s), a(s) )

0 £t <£s4T (¢

=x € 2 c R, con Q abierto.

&

¥t
El problema de control dptimo considerado consiste en minimizar el funcional:

I8, Tl x WL T =R
(6t x a-)) = Jtx, af-)) = sup es £{y(s), als)) @
tLs<T

donde:
ut, T ={a:[t, TI—A C R® a-) medible}

Este problema aparece cuando se trata de minimizar la mixima desviacién de una trayectoria con respecto a
una deseable. Se difiere asi de los problemas corrientemente considerados en la literatura, en los que sg busca
minimizar un costo acaumulativo, lo cual no es siempre la mejor forma de representar el problema real bajo

anilisis.
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El objetivo de este trabajo es aproximar numéricamente la funcién de costo Sptimo:

u:f{0,TIz) =R

{tx) - u(vt, x) i(-)éngl(t, T)J( L a-1) {3)
1.2 Resultados obtenidos
En §1 damos una brevs descripeidn de las hipotesis y rasultados del problema continuo.
En 352 obtenemos una aproximaciép en tiempo discreto empleando un esquema de diseretizacién por
diferencias finitas.
En $§3 calculamos la velovidad de convergencia de esta aproximacion i la solueion del problems original.
En 5 obtenemos, usando elementos finitos lineales, una aproximacién totalmente discretizada convergeate a
la solucibn del problema original con velocidad ﬁ
Hn $5 presentamos mna generalizacion del problema previo al caso en que el funcional de costo incluye un

costo integral.

1.3 Consideraciones tedricas de la fancida costo optime

Sea BUC la clase de las funciones acotadas y nniformemente continnas sobre QzxA.
Supondramos vilidas las siguientes hipotesis sobre £ y g a 10 laren de todo el trabajo.
fa}9: x4 =R, 9 € BUC(QzA)

laxa € My leo-afaf S Lfz-%f v 3 €2 €4 )
(DY F:QzA -+ R, §f € BUC(QzA}

IfHma)] € My lf(ma)-fha)| S Lllz-3) vni€Qas€A (5)
{¢) A es compacto

(&) La trayectoria y( - ) pertenece a §, para cualquier control perteneciente a %(t, T).

1.4 Propiedades

¢ u € BUC({0,T]zQ), mis atn, la funcidn u es lipschitziana en su segunda variable con constante L=
LfexP(LgT)

» Se verifica el signiente principio de programacién dindmica:
¥ £t <5« T

{ . ‘l
X} = 4 s ¥ ] h 3
u(t, a{ 5 lrnax [u(s 5(5))ts;:u; agss #y(8), a8 )){

iézf
£ Ut,s)
son condicidn final: {6}
T, x) = min_ £(x, a)
a€ A
& La funcitn u es la dnica solucidn de viscosidad de la siguiente inecuacion cuasi-variacional:
¥t e T,V e
max{ 2ty x) + H(L x, ult, x), Vou(t, 2) )'n n&inAf(x, % - alt x)} =0 M
donde:

H(t,x,r,9) = min{aq - g{x,2); ¥V 2/ #x,2) £ r} (8
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Las propiedades anteriores hap sido establecidas en {1].

2. DISCRRTIZACION RN TIEMPO DEL PROBLEMA
2.1 Presentacion del problema en tiempo discreto
Consideramos 2l intervalo {0, T), v una particion del mismo en u subintervalos de longitud h. Definimos, para

todo n = 0,.., a-1:

uh(n, = {a € (nh, T) : « ec constante en [(n 4 K)h, (A +k+ 1)k} k=0,...,ﬂ—-n-—1}

B, x,all )y = max H(yP(k), aBikh)) {9)
k=n,...,4~1
abin, 1) = mip A, 3, aBe ) ' (16)
con a” € Y(n,n)
Y +1) = yBK) + ha{y™k), eBikh))
i k=1, -2 (1
v ==z

Nota: En (10) estamos calenlando realmente un minimo pues para todon=0, .., 21, ’uh(n, #) es compacto.

2.2 Propiedades de o®
Lema 2. Para todon=20,...,2—2:
wMn, 2} =a”’5i’i4 {mw(fs’m,a), ePnt 1,04 hota, a)))}
con condicidn final: {13}
Iy .
v a—1, 2} = min flz,a)
s € A
Lema 3. Pere todon=0,...,2—1:

te} u® es seotade (13)
o | ebon vt | € 10510 (1
2.3 Aproximacitn de los coatroles

En (10} hemos visto que para caleular la funecidn de costo optimo discreta em tiempo, restringimos la
optimizacion al conjunto de controles escalonados ‘Kh( 0, #). Necesitamos pues, establecer alguna relacion entre
los controles de 4(0, T) y ¥B(0, 2).

Dade @« € (8, T) ¥ una particion det {0, T), {ti=%, i= sty 3y h1=%, llamemos Ii=[ti’ ti +1) Para

i=0,. .4 =1

Sea & tal que:

» B(s) = ais) en 6.t.5 € L ' ’ (15)

» sup es f(y(t), &{s)) = sup # y(t.). ¥s)) i {16)
sEL ¥ sEL 1

Sea A(i)={&is) : 5 € L% A) € A. Como A es compacto por hipotesis, si llamamos ry= Ad), I, resulta

compacto.
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® Para todo i=0, .. 4 —1, existe una @, escalonada en Ii' que toma a lo sumo r+1 valores constantes en

T i tal que:

i1 i+1
Joalstty, eisiids = | olyit), egls)dds i1
[ & t.
1 i
Para la prueba de £17) of [3].
Adersds resulta:
max f(y(t), a,(s)) £ sup es #y(t), o(s)) (18}
5€L i sE L 1
En efecto: * 1
Como a,(t) € T, mlix Fy(t) ag(t)) £ n}%x £( y(ti), )= SIE.P Hylt), - 19)
Paro, por ser I'; = All), tenemos, sup £ viyh - ) = sup £(yit), - (26
1 i ailj
Por la definicién de A(i}. resulta, 31:{(1; £( y(ti), - )= s;:p f{ y(ti), &) (21)
(1) .

i
De (19), (20}, (21} ¥ {16), queda probado (i8).

Nota: Con el objeto de lograr simplicidad de notacion, denotaremos con O, M y K a cunalquier constante
genérica emyo valor depende del contexto donde aparece. Dichas constantes provienen de los datos del

problema vy salvo que se diga Io contrario son independientes de los parimetros de discratizacidn.

E! siguiente lema establece una estimacidr para ia diferencia entre la trayectoria original del sistema y la

respuesta correspondiente al control escalonado gl - ).

Lema 4. 3ee y{ -} i respuesis ol control af -} § Yyl - - la respuests ol control a,( - 1, entonces:
&s‘(t) - vw(t)![ £ Mh

2.4 Aproximaciin de los controles con funciones de paso uniforme

E! control @ 85 una funeibén escalonada que tiens, a lo sumo, r+1 escalones en los intervales de longityd hr
Necesitamos vues, relacionarla con alguna funcién pertenecienta a !Jh((), ). Para ello, introducimos an
parametro n, v definimos:

(223

{23)

Fara cada intervalo I, t; = (i~1)hy, sabemos que @, toma a lo sumo r+1 valores difereptes que denotamos
son &q i=1, ., 4, j=0,..,r. Denctamos con )‘ij a 1a longitud del subintervalo donde ¢ = 4y ¥ By =
[lﬁi h], con {s] 1a parte entera de s

Definimos:

(24)
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te =ty
o=ty B
3
to=t o4 302, paraj=1,..,¢
1 A et} ik
tij = h!tn-!hl
Por lo tanto, aa =g en li salve er a lo semo r+1 intervalss de longited LT
con #yy=t;~t; < b
Luego, ¢ = ag en Ii salvo en un conjunto de medida menor que:
4
Eon“ = (r+1)h (28)
=
Por construccion de aa, resulta:
& € 180, (26)
ab(s), s € Iy = Lagls) s € 1) @n
De (27) y {18}, sigue:
(28)

a1 £yt o) < R3x Hv(t), o(s)

El siguiente lema establece una estimacion para la diferencia emtre la trayectoria original del sistema v la

respnesta correspondiente al control escalonade aa( R

Lema 5. Jee g/ - } 1s respuesie el conlrol & -} ¥ sz( -} ia respuesta sl control aﬁ( -), entonces:

Jstr-sheer | < /R

3. VELOCIDAD DE CONVERGENCIA

Dada una palitica @ € (0, T) y su respuesta y(-), hemos constraido un control arl,‘,

€ o, v

conseguido una cota para 1a diferencia entre las trayectorias correspondientes. Queremos ahora calcular el

error que se comete cuando consideramos ab en lagar de u, utilizande la construceidon anterior para relacionar

los sonjuntos WO, T ¥ RO, ).
Definimos la siguiente funcion auxiliarr¥a =0,...,4~1

0,1} = b, x, b))

min
al(-y € wl(n,

Teorema 1: ¥ n=0, ..., 2 -1, 2¢ verifice:

| stnh,z) ~uPinm | < M /A

donde ul - ) ez el cosic bptimo del prodleme originel ¥ uh( -} ests dedo por (10).

Demaostracion:

| utnk, ) —abn, x| < ] utab, v —2%mn, 0 + | w80, © —abn, 0 |

29

30)

Teniendo en cuenta que el srror asociado al metodo de Enler dd integracién del sistema (1) es de orden b, es

ficil ver qua:
] a%a, x) ~ul(n, x) ! £ Ch

{31}
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Acotemos el primer término del lado derecho de (30):

* u(nbh,x} £ a%n,x), va ave ¥¥n, 4 C Wan, T) 132)
® En el otro sentido:

Sea ¢ € Wnh, T, ag € ub(z, ) el control asoviado a eyt € Ii‘

Usando lema 5 y (28) se ilega a:

Xnhz,al) € Hnhx, @) + My/E (33)
Dado qze o¥(n.x) < Xab,z,a) € JHab,z, @) + My/R (24)
Tomanrdo el infimo en el miembro derecho de (34), queda:
w¥n. ) £ ulzh,x) + M, /h (35)
De (32) ¥ (35):
{o¥%n, x)—ulnh, 1) | £ M./h {26)
De (31) y (36), sigue que:
Latab, 1y —ubtn, 33 | ¢ €\ /B an
%]

4. DISCRETIZACION EN EL ESPACIO
Hasta ahora tenemos ura aproximacién de u lograda discretizando el problema en el tiempo perc que no
puede ser compntada. Para obtener una aproximacién computable, diseratizamos el espacio 0, del mismo
modo que en [4)
3} Aproximacion del dominio O
Sea  un abierto de B y {S_Ii‘} una familia de finita de simplex que aproximan a 0 en ol

sentido en qge Qk=US§‘ es un poliedro de RY tal ame, mgtx(diém(sg‘)) =5k 3 h, > 0 para
j ]
el que x-+ho(x,3) € Q. ¥x € Q.Va € A VD < k.

Sea Vi = txl,i=1,.,N> e conjunto de vertices de Qk’ ordenados adeouadamente donde N es su cardinal.
Todo x € Qk es una combinacion convexa de los nodos x! 4que sean vértices del simplex al gual x pertenece.

For lo tanto exxste una matriz NxN, con cnmponentes ¥ (x 2}, tal que :

(x,a) 20, Vij=1,..,N (38)
N
s Saix,ay =1, ¥i=1, N (39}
j=1 }
» zlpho(xh a) = gvj(x‘, az, Vi=i,..,N (40)
=1

b) Definicion del espacio aproximante Wk

Consideramos el conjunto W de funciones w : ‘k ~ R, w continna en Qk’ 2% constante en 8l interior de
cada simplex de Qk’ esto es, 1as funciones w son elementos finitos lineales. Es nbvxo que todo w € Wk estd
caracterizado por sus valores en Vk.
Definimos uﬁ € Wotalque, Vi<l N Vo=, u-2
Bin 2y = min £ maxleicl a1 o eai ay b i)
2300, ') = min imax(ﬂx‘.a). 2o vdxh au(in+1, x ))}
H at A =t } k i
{41}
By 4wy — omi i
(a1, x7) -an‘nEan £(x', a)
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Nota: A es un conjunto infinite, por lo que (41) no es adn un esquema totalmente discretizado. El paso final

consiste en aproximar este conjunto compacto por un conjunto finito adecuado, lo cual no seri explicitado en

este trabajo para simplificar la notacién. Por esta causa consideraremos de aqui en mis que & es un sonjanto

finito. Al mismo tiempo supondremos para simplificar la demostracién de los siguientes teoremas aue Q =RY.

El siguiente teorema establece una estimaeién para la diferencia entre el costo optimal discreto en tismpo ¥ el

definido en (41).
Teorema 2: Sea x € Vi, n=10,.., 81
3 ) .
wins)—wmal i < Mo+ T(L,Lp+l5
Demostracion: Resulta de aplicar las propiedades establecidas en los lemas sianientes

Sea ug( B, X} = [uh mx—y) B ndy, Yo=0.., -1
‘r

donde 8,(x) =L0% v o € vt
&

B-) € COURD, 8(x) 2 0Vx € R, sop(®) C B(OL), [ A(mdr=1
.l'

For las propiedades de convolucion, es vilido que:
!ug(n, 1) —altz, 1) l S Lye

h

;€8 subsolucion del problema:

Lema 6. Sez x € Vi, n=0,...,t—2, entonces u
vyires) = min { ma(#,05,0), v+ L,z +halmal) + L)}
v lu~1,2) = min #,iz,e)
2 [

donde fi_.(:c,a} =fx, e} + Kp, con K = f+ Lu(2+1.£h)

Definimos ¥ n = 0, ..., #-1, u;’ & la funcitn linealizada de ug. Esto #s, 1a funcién de Wk, tal que:

“g,k {z,x) = ug (n,x) ¥x € Vk

En {5}, se prueba:
| ab om0~ altn, <L vrean
2k A L Y3 k
Lema? Secx €V w2 =0 .. 22, enlonces uzrk es subsolucibn de:
= mi F 1, %+ he I+ hLL i ﬁ
«M(n,m) —d%mé { mam(fp(:c,a), vM(n+ @+ he(a,6) ) + hLyLop + L5 )}

up’k,(n—l,m) =¢ 7%"‘44 fplz, e}

{42)

(43)

(44)

{46}

{47)
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Lema 8. Para todo 2z € Vfc’ n=0,.., k1, se verifice:

2
u‘; (reg} § ¢, fmal g ug(n,a:) + Ke + T(Lul,ﬁ-i-bu:—h)

Lema 9. i (2,2 es lo politica Splima pere =, eslo 2s s que produce el minimo en (10} con Mo = o 5 &R
{11}, definimos el problems ée stopping time mezimizente:
Wnn) = mcm(f(s,&'n), wnt+ 1,3+ halmdy) ))
2 a1, 2} = fl=x, 3;{—1)
Entonces. ¥ n=0,..., 21, ze cumple:
2n, 3B () = uPn B (a0
Sea z, definida de manera andloma a {42).

Lema 10. Sea ¢ € Vk" n= ..., 4—2, entonces 1, e¥ supersolucibn del problema:

4

¢yl = mam{}ﬁ(z, &) ép(,n+2_.::+hg(:c,&”n}') - hLuLlp)

u

— =f{md )
$le—tim) = £ iz 8, 4

-
121
£
.
e
L)
]

Hz: &) — Ko, con K = Lf+ Liz+lph)

Sea LI la linealizada de L definida como en {46)

Lema 11. fea z € Vk’ n=0,.,8—2 enlonces g ok & supersolucion del siguiente problema:
“"p,k{”' £} = maa:(?ﬁ(’a:, &'a)' op,k(n-é-l,m-i-hﬂ’a:,&'n)) - hLuLyp - Lui‘;)
7, LX) = ?ﬂtx, Sﬂ_l)

Lema 12 fez ¢ € V!c’ n={,.,8—2 Fare el problema:

fin )= ma:n(ﬂm, pds sy {me 1,3+ holm,by) ))

tla~t.o) = f= &,
se tiene que:
in %) & uﬁ(ﬁpm}

Leme 13. Fers tedon € Vk’ n=,..,2~1, 2e verifics:

o, pPe @l & fima) — Ko - 'E‘(Lu.[.yﬂ-‘rl.u%;)
El signiente teorema establece una estimacién para la diferencia entre el costo optimal continuo y el definido
en (41).
Teorema 3: Perg todo ¢ € Ve n=0,..,2-1 se verifice:

u(nb,:c)—uz(n,:c)l < CWfk
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Demostracién: Reauniendo los resultados de teorema 1 ¥ teorema 2, se obtiene:

i u{nh, x}—uk\n, x) | < L.-\/_-f— Mg+ T(L, Lgp+anh) (48)
La cota obtenida en {48} asume su valor minimo en p=C-—f— vor lo que'
h, ol
| atnb, x) ~ ol 0 | < ol ,/h+%}l (49)
Tomando h = k:
iu(nk, x)—n&(n, ) ‘ £ Co/k
o

5. GENERALIZACION
De manera similar y s0lo con upa ligera variacién en la eleccidn de a,, Puede tratarse el problema
generalizado de minimizar un funcional que incluye un costo integral:

J 00, TIe = UL, T - R
(tx al-)) <+ Jitx,al-})=supes {j‘b(v(é). ald))dé + f(v(s),a:(,s))) {50)
t{sgT'}
donde y( -) es la solucion del sistema dindmico (1) ¥ la fancide b satisface:
b:R:A- R, b € BUCKQxA)
femal § My aza-wia g Lr-2f vi€0aea (51)
La funcidn u estd definida como en {3} ¥ satisface:
® 5 € BUC({0, T1xQ), mis adn, se verifica el siguiente principio de programacion dindmica:
¥O L t<s T

whx) = xnfmt )ﬁ max pus, yisi+ Ibw &), a(6))dé , sup es J‘b{ym,a(ﬂ 1d8 + £(y(r), auc))))»
e

is
con condicién final: (52)
w(T, 1} = min £z, a)
a€ A
Las propiedades anteriores han sido establecidas en [1].

El funcional asociado a la discretizacion en tiempo as el siguiente:

k
Bn,x e e max [ 5By, &BGm) + £yPe, eboem ) {53
k=D, .,8—1% j=p 4

B gsts definida come en {3), v satisface, ¥ n =0,..,2—~2:

La funcidn u
ub(n, 2} = min {max(f(x, a) a®(n+1, x+haix, a} )+ kh(x, a))}
agA
con condicion final: (54)

ab(u—1, 1 = né:xn (f(x, a) + b b(x, a))
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CONCLUSIONES
Para el problema de optimizacion min-max analizado en el marco continuwo por Barron-Ishii se ha
desarrollado aqui wn procedimiento totalmente discretizado para su resolucidn numerica. Las soluciones
numéricas que se obtienen convergen a la solucién del problema original, siendlo posible acotar el error eu ia

.
| < cvk

forma H T - n%

Por un simple cambio de variables a5 posible abarcar fos problemas de control optime con minimizacién
de un critario intewral (comc los analizades en [4]), en el marco del problema de optimizacin analizado en
aste trabajo. Bl procedimiento de discretizacion aqui presentado coincide con la metodologia tratada en [41
Diade ane alli se demostrd que 13 acotacitn del error en la forma qu es oritica, aueda asi establecido que éste

os tambien el limite de precisidén para el procedimiento nomérico aqui desarroilado.
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