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RBSUMIDI
COllSideramos en este trabaio la resolncion numenca de la inecuacien cuasivariacional de Bellman
asociada al problema de minimizar el maximo de un fllnciOIlal escalar sabre lIna tr ayectoria.
Estudiamos especificamente, lIna solllcion aproximada par discretillcion en tiempo '1 en espacio '1 la
velocidad de convergencia de estas aproximaoiones a la fUllcien de casto optimo del probllma original.
Dicha solllcion aproximada IS obtenida resolviendo el problema resultante de dlscretillr la
formulacion del principio de programacion dinamica asoclado al problema original.

ABSTRACT
In this paper we consider the IlUmerical solution of the "uasi-variational inequality associated to the
problem of minimizing the maximum of a scalar functional on a trajectorY. We considlr all
approximated solution obtained by discretization on time and spatial variables lIld we study the rate
of convergence of the discretized solutions to the optimal cost function of the original problem. This
approximated solution is obtained by solving the problem resulting from the discretintion of the
principle of dynamic programming.

1-1 Desc.riJIei6- del problmu

Consideramos un sistema dinamico en el intervalo [t, T)

I:~= g(y(s), «(s»

Iyet) = l: E Ii C Ir, can Q abierto.

J: [O,T].!h U(t,T)

(t, x, «( .»
-+1
-+ J( t, x, «( • » = SliP es f( '1(5), «(s»

t:;:: s:l: T

%I(t,T)= {«: [t, T]-+ A elm, «(.) medible}

Este problema aparece cuando se trata de minimizar la maxima desviacion de una trayectoria call respecto a

una deseable. 51 diflere asi de 105 problemas corrientemente cOllsidlrados en la literatura, en los que se busca

minimizar un costo acumulativo, 10 cual 110 es siempre la mejor forma de represelltar el probllma real bajo

analisis.



1.1 Resaltados obtaidos

En §1 damos una breve descripcion de las hipotesis y resultados del problema continuo.

En §2 obtenemos una aproximacion en tiempo discreto empleando un esquema de discretizacion por

dlferencias finitas.

En i3 calculamos la velocidad de convergencia de uta aproximacion a la solucion del problema original.

En H obtenemos, usando elementos finitos lineales, lUIa aproximacion totalmente discretizada convergente a

Ia saludon del problema original con velocidad Jk.
En i5 presentamos una generalizacion del problema previo al caso en que el funcional de costo incluye un

costo integral.

1.3 CollSideracio1ll!S teOricas de la fuci611 costa Optiao

Sea B UCla clase de las funciones acotadas y uniformemente continuas sobre Q % A.

Supondremos vdidas las siguientes hipotesis sobn f y 9 a 10 lar~o de todo el trabaio.

(ii) 9 : ,Ix A ...;. Ir, 9 E B U C ( Q % A)

1.4 Propiedades

• u E B UC ( [0, Tj z Q), mas aim, la funcion u es lipschitziana en su segunda Viriable con constanta Lu =
LfexP(LgT)

• Se verifica el siguiente principio de programacion dinamica:

11(t,Xl' = inf .\(nlax ( u(s, yes»~,sUP es t(y($), aCe»~) \{
il .. ) E ~(t,s) \ t:<>8 ! s .

u(T, x) = min f(x, a)
aE A

• La fun cion u es la unica solucion de viscosidad de la siguiente iniCuacion cuasi-variacionil:

IJ t E [0, T), IJ x E Q

mu{ ut(t, x) + H( t, x, u(t, x), Vxu(t, x», min f(x,~) - u(t, x) r' = 0
, ~ E A



2. DlSCRBTlZAClON IDI nKMPO DBL PROBLBMA

U PreseIltuiOa del problema 8Il tielDpo disereto

Consideramos el intervalo [0, TJ, 11 lIna partioion del mismo en II sabintervalos de longitud h. Defillimos, para

lodo n = 0, ... , 11-1:

~h(n, II) = {a E tl(nh, T) : a es constante en [(n + k)b, (n + k+ l)b), k = 0, ... , 11- n -1}

Iy~ k +1) = .~k) + h g( yb(k), Ilh(kh»

i k = 1,...,11-2

lyh(O) = %

1.eJaa 2. Pere tolo n = 0, ... , 11- 2:

"h(n,:cJ =.fIljn {me:C(f(:C,i/,}, "h(n+l,J:+h9(J:,en)}._~ .

Lema 3. Pere tala n = (),...,11-1:

(e) uh 13 ecote4a
(bJlluhrn,:l1)-uh(n,a:JI!:l: Luh-iH

U Aproximacilm de los _troles

En (10) hemos visto qUI pan. oaloular la funoion de costo optimo disoreta ell tiempo, restringimos la

optimizacion al conjllnto de controles escalonados ~h( 0, II). Necesitamos pues, establecer al91lna relacion entre

los controles de ~( 0, T) y tlh( 0, If.).

Dado a E '-1(0, T) 11 una particlon del [0, T1 Hi =iffi:, i = 0,.... ,1lj,}, h1=~, llamemos Ii =[tl' ti+1) para

i=0,..., 111 -1.

Sea.ii tal 'llle:

• a(s) = Ills) en oJ.s E Ii (15)

• SliP es f(Y(ti),a(s» = sup f(y(\),ii(s» (16)
s E Ii s E Ii

Sea A(i)={a(s) : s E Ii}; A(i) ~ A. Como A es compacto por hipotesis, si llamamos ri = A(i), ri resulta

COllipacto.



• Para todo i = 0, ... , #~-1, existe una Cl!wescalonlda en Ii' que toma a 10 sumo r +1 valores constantes en

rj' tal que:

En efecto:

Como <lwm E ri, max f(y(\).Cl!w(t)) $ Max f(y(tj), .) = sup Hy(tl), . )
~ ~ ~

Fero. POI ser r, = A(i), tenemos. sup f( :(t.), . ) = sup f( y(ti),-)
1 f

i
1 A(i)

Par la definicion de A(I). resulta, sup f( y(t.), . ) = sup f( :t(tl·), a(t»)
Am 1 I.. . I

De (19), (20), (21) y (16), '1ueda probado (18).

Nota: Con el obieto de lograr simplicidad de notacion, denotarem05 con C, M y I{ a cUllquier constante

generica cuyo valor depende del contexto donde aparece. Dichas constantes proTienen de 105 datos del

problema "I salvo '1ue 5e diga 10contrarlo son independientes de 105parimetros de discretizacion.

EI siguiente lema establece nna estimacion para la diferencia entre Ia trayectoria original del sistema y la

respllesta corresPOndiente al control esealonado aw( • ).

Lema •• Se6 g( .) 16 rea,ueata 61 control a( .) , gll,c .), la rea1'Ueat6al control alii')' entonee,:

u,m - 'wit) II $ M h1

2.• Apro%imacilm de !os _troles COlI f1DlCioJles de paso 1IIliforme

EJ control awes una funcion escalonada que tiene, a 10 sumo, r + 1 escalones en los intervales de longitud h1.

Necesitamos pues. relacionarla can alguna funcion ptrteneciente a ~h(O, 11). Para eIlo, int.T,9ducimos un

parimetro n2 rdefinimos:
h = __ h_1_

n2(r + 1)

Para cada intervalo Ii' ti = (i-1)h1• sabemos que aw toma a 10 sumo r +1 valere! difere!ltes que denotamos

can O!jj' I •• 1, ... , ill' i •• 0, ...• r. Denotamos can \j a la longitud del subinterva.lo dOJlde Cl!w>= ajj " nij =

[\Jh], ~Oll[s] la pute ellien de s.
"Definimos:



tio •• ti_1,r+ h
)

t.· = t· + E "'k para j=l •...• r
1) 1 k=11

tij = h[Vhl

Par 10 tanto. a~= a., en Ii salvo en a 10 sumo r +1 intervalos de Iongitud ~ij'

oon 'Iii =\j-tii ~ h

Luego, a~ = aw en Ii salvo en 11nooniunto de medida menor que:
r
ElI ..•• (r+1)h

j=O 1)

~ E !lh(O,Il)

{a~(s). 5 E Ii} = {aw(5), 5 E Ii}

HI siguiente lema establace una estimacion para la diftrencia entre la tnfactoria original del sistema f la

respuesta correspondiente al control escalonado a~( . ).

Lema 5. See ,t .} Ie resPJ.este el control a( .) , ,~( . ) Ie respu.!ste U control a~(.}, entollces:

~,(t) -,~(t) ~ ~ K.,fi

3. VBLOCJDAD DR CONVBRGKNaA

Dada una polltica a E !leO,T) f S11 respuesta f('), hemos construido un control ~ E !lh(O, /I) f

conseguido una cota para la diferencia entre las trafectorias corresPDndlentes. Queremos ahara calcular el

error que se comete cuando consideramos u8 en lugar de u. utiliu.ndo la construccion anterior para relaoionar

10s ooniunto5 5(0. T) y tl8(o, Il).

Definimos la si9uientl funoion auxiliar:l' n = 0, .•.• /1-1

ue(n. x) = min J( nh. x, ah( .»
ah( .) E !lh(n, /I)

lu(nh, x) _uh(n, x) I ~ lu(n8. x) _lIe(n, x) I+ 11I1(n,x) -uh(n, x) I (30)

Teniendo en cnlnta qUI II error asooiado al metodo de Buler de integracicin dll sistema (1) es de orden h, IS

faoil ver que:



ENIEF 80 Congreso Sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

Acotemos 01 primer termino dol lado dorecho do (30):

• u(nh. x) ~ ue(n. x), ya ~ue Uh(n, p.) !,;; U(nh. T) (32)

• En el otro sontido:

Sea It E U(nh, T). Cl~ E 'lIh(n. ill 01 control asociado a II y t E Ii"

Usando lema 5 'J (2B) se ilega a:

J( nh, x, a~) j; J( nh, x, a) + M.jii
Dado ~ue ue(n, x) ~ J( nh, x, a~) ~ J( nh, :, a) + M.jii
Tomando el infimo en el miembro derecho de (34), qlleda:

ue(n, x) :>: u(nh, x) + M.jii

Hast!. ahora tenemos una aproximacion de u lograda discretinndo el problema en el tiempo pero ~Ile no

puede ser computada. Para obtener un<l.aproximacion computable. discretizamos el espacio n, del mismo
modo que en [4].

<I.)Aproximacion del dominio n
Sea n un abierto de Ir y {Sr} una familia de finita de simplex que aproximan a Q en el

sentido en que Qk = Y sr es un poliedro de Ir tal que, m1x (diam (Sr» = k, 3 ho > 0 pan

elquex+hg(x,a) EQk''ix E Ql!:,'ia E A,'ih <ho'

Sea Vk = {xi, i = 1,... , N} el conjllDto de vertices de Qk' ordenados adeouadamente donde N es su cardinal.

Todo x E Qkes una combinacion convexa de 105 nodos xi que sean vertioes del simplex al cui x pertellece.

Por 10 tanto exist" una matriz N.N, con~om~onentes "t lxi, a), tal que:

• 'Ylxi, a) :<: o. 'i i. j = 1, ... , N (3B)

Ji. ,i" .
• L.. 'tj\X , a, = 1, 'II = 1, ...• N (39)

i=l
• J:l+hg(xi, a) = f'Ylxi,a)xi, 'ii=l, ... ,N (40)

j=l
b) Definicion del espacio aproximante Wk

Considerames el conjunte 'JIlk de fu~ciones VI : ilk -+ I, VI continlla en I'll!:'~~ constante en el interior de

cada simplex de Ok' esto es. las funciones VI son elementos finites lineales. Hs obvio que todo VI E Wk Ista
caracterizado por sus valeres en Vk.

Definimos u~ E Wk tal 'IlIe, 'i I = 1, ... , N, 'i n ;; 0, ... , /1- 2:



Hob: A es un conjunto infinito, por 10 que (41) no K ann UII esqaema totalmente discntindo. EI paso final

consiste en aproximar este coniunto compacto por un coniunto finito adecaado, 10 cual no sua explicitado en

este trabaio para simplificar Ia notacion. Por esta. caasa consideraremos de aqui en mas qae A IS an coniunto

finito. AI mismo tiempo sQpandnmos para simplificar la demostracien de los siguientes teoremu qae Q = Rr.

EI siguiente teonma establece una estimacion para la diferencia entre el costa optimal discnto en tiempo y el

definido en (41).

donde p,,(x) =~(i) 'I I> E R+
I>

1$(.) E Cool .r), (3(x) 2 0" x ERr, soP(/l) \;; 8(0,1), I /l(x) dx = 1
Rr

Por las propiedades de convolucion, es valida que:

Iu~(n, x) - ub(n, xl ,. ~ Lal>

Lema 6. Bell. il: E Vk' n = 0, ... , p.- 2, entonees u: es subso/uellm lei problema:

~ln,il:) =(J,m4nA { mGil:('im, a), ¥pln + 1,il: + hl(ll),a} ) + IlLuL,I»}

¥//I-l,:I:) =angnA'pi:l:,I}

4on4e fl3:,a) = f(3:,a) + KI>, con K = L,+ Lu( Z+Lsh}

Definimos 'd n = O•...• /1.-1, u~,k !a. funcien Iinea.linda de n~. Esto es. la funcion de Wk' tal qae:

u~,k (n. x) = u~ (n, x) 'J x E Vk (46)

Lmu 7. Sea il: E Vk, n = 0, ... ,/1-2, entonees U~rt es Bubsolueibn 4e:

~(),,~(n,3:) =" ~inA { malD(fpf3:,S}, up,k(n+l,3:+!lI(:I1,s}) + hL'JL~ + Lu~)}

~",llp.-l,:I1) =s1nA'pI3:,")



Lem~ 8. Perl/. to;'o z E VIe' II = (),..., /1-1, se verifice:

~ h k~"k (ll,f£) ~ uf),I:(Il,f£) ~ "k(n,f£) + Kp + T(LuL'p+ LuPii)

(1J), de:fi1ltmos el problema de stoppin, time maztmtunte:

.(n,m) = mam(f(:ll,a'n)' Z(Il+1,:ll+t,,(:ll,cillJ))
.f /1-J, aJ) = f(aJ, &1l-1)

Lem~10. Sed:C EVil' n = 1)•... ,1l-.2, ellt01l(leS zp" 8Up.rsolucibllllllllproblema:

f pin, aJ) ••• ma:&(f/a:, an)' f pin + 1,:& +h,(:&,an)) - hLuL,,o )

'pCll-J,'JJ) '" i/:l!,dll_J}

do'Me ipl:l!' an) ••• f(:l!, all) - Kp, Ol>nK ••• L
f

+ LufZ+ Li)

Sea zp,k la Iinealizada de 'p' definlda como en (46)

Lema 11. Sea aJ EVil' n ••• (), ... , /1.- '1.,ento1loes Z(i,1: es supersoluci(1ll del stlUiente problemI/.:

1]" .(1I,z) '" maa:(i/'.lI,a'Il), 11 k1n+J,il:+hl(f£,all)) - hLULgP - Lu~)~/~ p, .

I]p,k11l-i, x) '" i'plx, all_1)

Lem~ 12. Rilla aJ e VA:' II •••0, ... ,1/-2. ParI/. elprobleml/.:

z,/",:r) '" maaJ(f(:l!,an), Zk1Ti+1,:l!+h,(3:,all)))

z;/p.-J.aJ) •••fiaJ,ill_J)

LftIIfI 13. Parq. to;'o l.l: e Vk' n '" 0, ... , Il - J, se uerificl/.:

I}p,in, 'JI} :?: "1/",3:) - Ki) - T(LuLIP+Lu~)

iii siguiente teorema establece una utimacion para Ia diferencia entre 411 costo optimal continuo y el definido

Teor_~ 3: Pera to;'o aJ E VI:' 11 ••• 0, ... , It - J, se verifioe:

Iu(1l1l,z) - u~(n, z) I ~c.fi



Demostraoion: Reuniendo 105resultados de tlQrema 1 '! tecrema 2, se obtiene:

Ilt(nh,X)-U~(n,x) I ~ C.jii+MP+T(L,hf+Llt~)

La cota obtenida en (48) isume 5Uvalor minimo en p=C ~ por 10que:
, vh f- ,\

lu(nh,x)-u~(n.,x)l ~ Cl,\/h+jh)

De manera similar y solo con una ligen variacion en la eleccion de aw puede tratarse el problema

generalizado de minimizar un funcion.1 que incluye 'In costo integral:

J:[O,Thndl(t,T) ~R

(t,x,a(·» ~J(t,x,a(·»=supes (jb(r(S),a(Siid8+ f(y(s),(I(S»}
t~s~T\t .

donde y( .) es 14 solucion del sistema dinamico (1) '! la funcioll b satisface:

'fO~t<s<T

u(t,x) = .... inf. {max(u(s,y(s»+ jb(y(8),a(8»d8, S?P e~ jb(y(8),a(8iid8 + £(y(J<),a(J<»})r
a( • I E ~(t,s), \ t t ~ J< ~ 5 t

can condicion final: (52)

u(T, x) = min fIX, a)
a E A

LiS propiedade5 interiores han sido e5tablecidas en [1].

HI funcioDiI asociado a la discretizacion en tiempo es el siguiente:
k

Jh(n. x, ah( . ) ) = max (Z h h( yll(j), ah(j h» + f( yh(k), ah(kh»»)
k= n, ... ,jl-l \ j=n J

uh(p_l, x) = 'W1l (f(X, a) +h h(x, a) }a _ A



Para el problema de optimizacion rnin-mu analizado en el marco continuo por Barron-Ishii se ha

desarrollado aqui un procedimiento totalmente discretizedo para su nsolucion numerica. Las soluciones

numericas que se obtienen convergen a I•• solucion del problema original, siendo posible acotar el error en ia

forma lIu-uU ~ cJk.
Por un simple carobio de variables as I'Osible abuou los problemas de control optimo Nn minimizacion

de un crHario integral (como los iln.>lizadcs en [4]), en el marco del problema de optimizacion analindo en

este trabajo. EI procedimiento de discretizacion aqUI presentado coincide con la metodologi.a tratada en [4J.

D•.do que ani se dem'Jstro que la acotacion del error en 10.forma .jk es critica, queda 0.51estableddo que este

as tambien el limite de precision para el procedimiento numerico aqui desarrolb,do.
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