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PLASTICIDAD CON GRANDES DEFORMACIONES.
FUNDAMENTOS Y APLICACIONES

C. GARCIA GARINO, J. OLIVER y S. BOTELLO
E. T. S. de Ingenier08 de Camin08 Canales y Puertos

Gran Capitan s/n, E-08034,Barcelona, Espana

En el tra.bajo se describe un modelo constitutivo para s6lid08 8Ometid08a grandes deformaciones ela.stoplas-
ticas, asi como su implementacion numerica.. Ademas se discute Ill.extension del modelo para incorporar
condiciones de contorno del tipo contacto/friccion. Finalmente el modelo se utiliza para Ill.simulacion de
problemas de conformado de .l3minas metalicas.

ABSTRACT
This paper describes a finite strain ela.stoplastic constitutive model. The numerical implementation of
the model in a computational code is discussed. On the other hand the model is enhanced to deal with
frictional contact interfaces. Finally applications of the model in the numerical simulation of sheet metal
forming operations are provided.

Tradicionalmente Ia. plasticidad con grandes deformaciones ha. sido tratada en forma numerica. mediante
modelos hipoelastic08 [1]. Este tipo de ley constitutiva relaciona una derivada objetiva. del tensor de tensiones
de Cauchy con el tensor velocidad de deformaciones, mediante un tensor de elasticidad de cuarto orden.
En Ill.pra.ctica este tensor se hace constante e igual al de pequeiias deformaciones. Un inconveniente de
esta. eleccion es que estos model08 pueden disipar energfa, contradiciendo Ill.nociOn dwcll. de Ill.elasticidad.
Sin embargo desde el punto de vista pra.ctico un problema aun mayor es que Ill.respuesta elastica debe ser
integrada para calcular las tensiones.
Por otra parte, desde hace vari08 an08, Behan escrito y utilizado en Ill.pra.ctica modelos capaces de tratar
elasticidad con grandes deformaciones, basados en Ill.termodinanucll. de 108solidos irreversibles y en Ill.nociOn
de hiperelasticidad.
En 108Ultimos aiios estas ideas se han extendido al problema e1a.stoplasticocon grandes deformaciones. Los
modelos constitutivos mas recientes que tratan este problema se basan en una Cinenul.tica Multiplica.tiva, ley
constitutiva. hiperelastica, y estan postulados en el contexto de Ia.Termodinanuca. de 106s6lid08 irreversibles.
Estas ideas en general80n las propuestas por Simo y Ortiz [2,3]. Es importante mencionar que estos modelos
son valid08 para grades deformaciones elasticas en ausencia de plasticidad, y que pueden escribirse tanto en
variables materiales asi como en variables espaciales.
El trabajo esta. escrito en el contexto de las ideas esbozadas en el parrafo previo y resume otros trabajos de
108autores [4-6]. La formulacion te6rica del modelo comienza con Ill.discusion de la cinematica y continua
con la descripcion de la ecuacion constitutiva. Posteriormente se trata el caso particular de pequeiias
deformaciones elasticas, usual en 108metales.
La implementacion numerica del modelo se basa en un algoritmo predictor-corrector. La prediccion corre-
sponde ala respuesta elastica., y Ill.correccion trata el problema plastico. Una consecuencia importante de
este esquema es que las tensiones se obtienen directamente sin necesidad de integraci6n.
Estas ideas se han implementado en un c6digo de ordenador, el cual se ha empleado en Ill. simulaciOn
nummca de problemas de conformado de .l3minas metaJicas. Para e1loha sido necesano indnir condiciones
de contorno del tipo de contacto y fricci6n, las cuales tambien se tratan en el contexto de Ill.elastoplasticidad.

CINEMATICA
La cineIlllitica del problema se define introduciendo la configuracion intermedia, que conduce a Ill.dasica
descomposicion multiplica.tiva del tensor gradiente de la deformacion F en sus componentes elastica y and
pl3.stica.[7]:



La componente pl3stica del tensor de Cauchy-Green derecho se define mediante CP =FPT FP [8,9]. De
manera analaga ala definiciOndel tensor de Green Lagrange E = HC- G), se define su componente pl3stica
E'P = HCP - G), donde G esel tensor metrico en laconfigura.ci6n material. Luego en dicha configuraci6n
resulta 180descomposici6n aditiva del teilsorde Green, L8.grlmgeE= Ee + E'P [10]. Calcula.ndo el push-
forward <P* [11) del tensor de Green-Lagrange, Beobtienen expresiones semejantes de tensores espaciales en
las configuraciones intermedia y deformada., toe and to, respectivamente, como se resume en 180Tabla 1 [2]

Tabla 1 : Cinernatica del continuo elastopl3stico
°0 toe to

E=r+E'P .=E+F e=~+'

E=it+EP D=ff+15" tl=d"+#
Asi se definen loa tensores ., E y 1? en 180configura.ci6n intermedia toe, y el tensor de Alma.nsi e, asi
como sus componentes elastica y plastica ee y eP, respectivamente, en la conftgura.ci6n deformada to. La
componente elastica del tensor de Almansi se define como ee = !(g - ,e-1), donde 9 es el tensor metrico
espacial, y el~n~de,f~nW,ll1astico se calcula mediante ,e-1 = r-T Fe-1• Los tensores velocidad de
deformaci6n D yAl en;lasconfigura.ciones intermedia y deformada toe y to,'respectivamente, se obtienen
calculando las derivadll<Sde derivadas de Lie Lv [11]de loa tensores de deformaci6n.

LEY CONSTITUTIVA
La respuesta del modelo constitutivo se formula en el contexto de 180termodinimica irreversible de loa s6lid08.
Consecuentemente se pla.ntea.nuna funci6n de energia libre W y un conjunto adecuado de variables internas
Q. La funci6n de energia libre se expresa. en funci6n de variables definidaBen 180configuraci6n intermedia
[7]:

(2)

Teniendo en cuenta el Principio de Objetividad, y suponiendo que el material es is6tropo, 180ec. (2) se
reescribe:

;p = ;pe({y) + iiJ'P("Q) = ;pe(,e) + t/JP(fJ) = ""'(ee) + .p'(fJ)

AnaJogamente el criterio de fluencia resulta.:

que a su vez puede expresarse en funci6n de laB tensiones teniendo en cuenta la ecua.ci6n constitutiva.
Por razones de simplicidad se considera una regla de flujo asociada. Luego laB leyes de evoluci6n para laB
variables internaB resultan:

. aj .af
tJ.'P = Lv(eP) = >.- = >."

aee ufT

. aj . 8f
LvfJ = >.N aee = >.N afT

La desigualdad de Clausius-Duhem expresa en el caso de loa s6lid08 la exigencia de 180segunda Ley de
180tennodinamica de genera.ci6n de entropia 0 di&ipacion no negativa. Despreciando 108efectos termicos
resulta en la configura.ci6n deformada to:

y teniendo en cuenta 180descomposiciOnaditiva del tensor velocidad de deforma.ci6n tl = tl"+ tJ.'P (vease Tabla
1) Ylas ec. (3-5) laBtensiones fT and la disipa.ci6nplastica '"(pueden calcularse mediante:

a"p(ee)
fT= P-a;;- '"{= fT: tJ.'P - /:; (fJ):LvfJ ~ 0

A su vez loa tensores ta.ngente elastico y elastoplastico en 180configuraci6n espacial result an respectivamente
[6]:

e a"p(ee)
G =----aee!8l 8ee [

{8f:lle}!8l{Ge:afl]
n_ lIe_ afT afT
w- 8f 8f

-·lIe·-+H8fT . . 8fT



donde ~ esla derivada de Truesdell del tensor de tensiones de Cauchy, y H es el coeficiente de endurecimiento
is6tropo. Con las expresiones anteriores quedan definidos todos los elementos que describen el modelo
constitutivo. Luego e1 problema Be reduce a aetualizar en forma apropiada !as variables de estado y las
variables internas e" Y 'I respectivamente. En e1 caso de metales las deformaciones ebisticas usualmente son
pequeiias, y la fnnci6n de energia libre elegida resulta:

que ha sido empleada por los autores [4J como una alternativa a 108 modelO8 neohookeanos utilizados en
otros trabaj08. La plasticidad Be tiene en cuenta. mediante el criterio de Von MiBeS 0 J2.

Dada una configuraci6n conocida tn, definida por el tensor gradiente de la deformaci6n tF, y!as variables tee
y tq. Ante un incremento de desplazamientos ~a que definen el tensor gradiente de deformaci6n incremental
F •• = (1+ Grad a) resulta una configuraci6n deformada t+4tn, que Be caraeteriza mediante e1 tensor
gradiente de la deformaci6n t+4t F = F •• tF. El problema consiste en actualizar las variables del problemas,
verificando el modelo constitutivo , para la nueva configuraci6n t+4tn. Para e110 Be emplea. un algoritmo
predictor corrector como se muestra en la Tabla 2 [2]:

Tabla 2: Descomposici6n del problema elastoplastico
Problema Basico Predictor Elastico + Corrector Plastico

L~(e) = d

L~( e") = >':Ii
• 8JL~(q) = Ml"lf(i

PREDICTOR ELASTICO
Para este problema las variables plasticas no cambian (t+4t pTR = tP). La componente elastica (predic-
tora) del tensor gradiente de la deformacion Be calcula mediante:

L~(e) = d
L~(e") = 0

L~(q) = 0

t+AtpeTR = t+4tF (H4tpTRt1 = F •• tF (tp)-l = F •• tF"

El predictor del tensor elastillO de Finger HAt"e-1
TR resulta:

Luego las tensiones predictoras uTR Be calculan a partir de la ec (7) en fnncion del predictor del tensor
elastico de Almansi t+Ate"TR = HHAtg _ t+4t"e-1TR)

Es importante desta.car que el problema elastica Be basa en el c8lculo de una expresi6n exa.cta. (definicion del
tensor de Almansi), con 10 que Beevitan costosas integraciones numericas tipicas de 108mode108 hipoelasticos.

PROBLEMA PLASTICO
En este caso la configuracion deformada pennanece fija y las variables intemas Beaetualizan para satisfacer la
ecuaci6n constitutiva. Para este problema Simo [2J ha propuesto integrar el flujo p.lastico en la configuraci6n
original:

c" = 2 </>*,p = 2 >. </>*. = 2 >. N (12)

donde </>* indica el operador pull-back [l1J Y • = U. Integrando la ecuacion (12) mediante un esquema de
Euler implicito resulta.: u

t+AtCp _ tcP = 2 ).t+AI N (13)



EL PROBLEMA DE CONTACTO FRICCIONAL
En much08 problemas practicos las condiciones de contomo tienen que tener en cuenta intera.cciones entre
des 0 mas s6lid08, 0 bien entre un s6lido y una superficie rigida, problema que en se conace como contacto.
El problema de contacto esta a.compa.iiado, en general, por la fricciOn, que se maniftesta mediante fuerzas
tangenciales a las superficies en conta.cto. Luego el problema no lineal sin restricciones esuito en funci6n de
las fuerzas intemas G(.) y las cargas extemas F

resulta modiftcado par la presencia de fuerzas nodales debidas al conta.cto y a la mccion Be, y Bp respec-
tivamente, y el problema restringido queda.:

PROBLEMA DE CONTACTO
La geometda del problefua se describe en la ftgura 1 en funci6n de loa vectores normal, tangencial y del

gap nodal N, T, y g respectivamente.

Figura 1: Geometria del problema de contacto
Las fuerzas nodales se calculan mediante el metodo de penalizaci6n [12]. Estasfuerzas Be se expresan en
funci6n de la geometria del problema'y del coeftciente de penaJiza.cion E, en la practica del orden de 1()6,
segUn:

En el caso de interacci6n entre uns6lido y una superficie rigida no h3¥ «:arobios en la geometria y la
contribuci6n del conta.cto al Hessiano del problema es:

En este caso deben distinguirse d08 situaciones: en las etapas iniciales del proceso las superficies en conta.cto
permanecen adheridas, y aparecen fuerzas que se oponen al deslizamiento relativo. Una vez que estas fuerzas
han superado un valor limite, entonces sucede el deslizamiento entre 108 s6lid08. Este comportamiento puede
modela.rse mediante la ley de Coulomb:

tT
tF = P. tN 1I~1I= p. tN eT

Esta ley puede regularizarse introduciendo un factor de penalizaci6n EF' De esta forma el problema puede
trata.rse en forma semejante a1 elastoplastico [13J. El deslizamiento tangencial s se descompone en sus
componentes elastica y plastica.. De a.cuerdo con Wriggers [14], resulta:



t+.o.t s = t+.o.t se + t+.o.t sJ' }
t+.o.tt~R = EF SeTR

t+.o.ttF = EF (Se - >. eT) = t+.o.tt~R - EF >. eT

La ley de Coulomb puede reescribirse teniendo en cuenta 1a ec (20) como:

Si e1 coeficiente de fricci6n I' es coustante 1a ec(21) tiene soluci 6u exacta y se recupera 1a expresi6u cl8sica
de la ley de Coulomb:

Eacribiendo las fuerzas nodales RF = tF T, 1a contribuci6n al Hessiano de 1as fuerzas friccionales resu1ta
[14]:

KF=EF T ~
KF=EF T NT

Los autores han propuesto una simplificaci6n para evitar e1 uso de una matriz no simetrica. En este casu el
m6dulo de 1a reacci6n normal ya no se actualiza en cada iteraci6n, sino que permanece constante durante
cada incremento de carga e igual al Ultimo valor convergido [15]. Eate esquema denominado Quasi-Coulomb
se expresa:

En 1a practica esta simplificaci6n es equivalente a aproximar en forma discontinua por trlYllOS1a funci6n de
fiuencia dada por 1a ecuaci6n (21) como se muestra en 1&flgura:

iT

Figura 2: Criteri08 de ftuencia origins! y modificado
Es importante destacar que 1a regia de fiujo original no se altera y e1 problema resu1ta asociado. Si ademas
se cumplen las signientes condiciones:

i) Problema Elastico- perfectamente plastico (I' fijo)
ii) Geometria lineal( superficies rlgidas)
iii) emp1eo de una ley Quasi-Coulomb (M6dulo de tH constante)

Ill. matriz frictional K F se anula.:

lJR,. lJl' ntH fJT
KF= lJa. = lJa. tHT + I' lJa. T+ I'tH lJa. =0



APLICACIONES

ESTIRAMIENTO DE UNA LAMINA CIRCULAR CON PUNZON HEMISFERICO
En esta aplicacion Be estudia la embuticion de una l3.mina circular mediante un punzon hemisferico, como
puede verse en 1a figura 3 en donde se indican dimensiones y datos del material. Bate problema ha sido
propuesto por Lee et al [16J, Y constituye un caso de prueba clasico. EI problema ha sido resuelto con
condiciones de axilsimetrla, y se han utilizado 28 elementos Q4/PO, cudrilateros con desplazamientoslineales
y presion constante.

E = 69004 MPa
v = 0.3
(Ty = 589 (10-4 + ep)O.216

.;/ .. ,."// /" ... '/

//'b~ //" IOmm
~/ iG)()' .• / //// '~,/ //-::., / .-"/>

Figura 3: Estiramiento de una lamina circw: geometria y datos del material.
El problema se ha anaJizado con tres coeficientes de fricci6n diferentes en la. interface: IS = 0 ,II = 0.15
y IS = 0.3 respectivamente. En la figura 4 Be muestran gr8.ficos carga-desplazamiento del punz6n para los
casas anteriores. La presencia de la. friccion produce una rigidiza.cion en la respuesta, con 10 que aumenta
tanto la carga m8.xima. en el punzan asi como el despIazamiento correspondiente ala. misma. En dicha. figura
tambien Be indican resultados de referenda. [17], observandose una concordancia excelente.

This work
Dubois [17]

~ ~ ~ ~ a ~ K ~ • ~ K ~ •
DESP. PUNZON

Figura 4: Estiramiento de una lamina circular: compara.ci6n de resultados.





En 130figura. 5 se muestra. el efecto de la. friccion en la. deforma.cion de la.l8.mina. Para.los tres casos analizados
Be han comparando las deformadas y los contornos de deforma.cion plastica. efectiva.. Puede observarse que
para. p = 0 130plastifica.cion maxima Be produce junto al eje de simetria., y en esta. zona. el espesor final de la.
lamina. es minimo. En cambio en presencia de 130fricci6n aparecen fuerzas tangenciales entre la. lamina y el
punz6n que descargan a. 130primera y las deforma.ciones maximas se despla.zan desde el eje de simetria. hacia
130ma.triz, hasta que se produce la. concentra.cion de deforma.ciones y la. consecuente rotura. Puede nota.rse
que en el caso de friccion p = 0.15 este proceso es mas 0 menos gradual, en cambio para. p = 0.3 el espesor en
el eje de simetrfa. es pra.ctica.mente el inicial, y las deformaciones maximas y espesores minimos se encuentran
debjo del punz6n. El problema ha. sido resulto para el caso p = 0 con 57 incrementos de carga. y un total
de 136 itera.ciones de equilibrio hasta. alca.nzar un desplazamiento del punz6n de 40 mm, en 51 segundos de
CPU. El mismo caso para un desplazamiento del punron de 63.8 mm se ha. resuelto en 120 incrementos y
309 iteraciones en 63.8 seg. de CPU. Para. el caso p = 0.15 se han empleado 130 incrementos de carga. con
214 iteraciones de equilibrio, y un tiempo de CPU de 90 seg, para. un desplaziemto del punz6n de 40 mm. El
mismo problema ha. requerido 180 increment08, 313 itera.ciones y 127 seg. de CPU, para. un despla.zamiento
del punron de 60.8 mm. Finalmente el caso p = 0.3 se ha. resuelto en 260 incrementos, 365 itera.ciones y 191
seg de CPU, para 58 mm de desplazamiento del punz6n. En todos los casos se ha. empleado un ordenador
CONVEX C-l. Mas informacion acerca de esta. clase de problemas puede consulta.rse en tra.ba.jos previos
de 106 autores [15,18J.

IMPACTO DE UNA BARRA CILINDRICA CONTRA UNA PARED RIGIDA

En este caso se estudia el impacto de una. barra circular 80metida a. una velocidad inicial de 227 m/ seg
contra. una. pared rigida. La. barra. posee una longitud y radio iniciales de 32.4 y 3.2 mm respectiva.mente.
Las propiedades del ma.terial son las del cobre: E = 117GPa, II = 0.35, (Tv = O.4GPa, y H = O.IGPa.
La barra. ha. sido modela.da. con 216 elementos Q4/PO, 6 en sentido radial y 36 en sentido longitudinal.
Por simplicidad las condiciones de contorno se han impuesto mediante a.poyos deslizantes. A diferencia. del
caso anterior, quasiestatico, en este problema. se deben tener en cuenta. efectos de inercia.. Para. ello se ha.
implement ado el modelo constitutivo en un c6digo que integra en el tiempo las ecua.ciones del movimiento
utilizando un esquema explfcito. La ma.triz de masa. empleada. es diagonal. El transitorio que se estudia.
transcurre en 80 ps, y se han empleado 8000 pasos de tiempo para. simularlo. En la. figura. 6 Be observa.n 130
deforma.da. y los contornos de deforma.cion plastica. efectiva

r
~

D

Figura. 6: Impacto de una barra. cilindrlca: deformada. y contornos de deforma.cion plastica.
efectiva.

Los resultados obtenidos muestran una excelente'cQucordanciacon 108 recopilados en 1&referencia [19], 10
que se ilustra en la tabla 3, en la. que se comparan 108 valores de la. altura y radio finales, asi como 130m8.xima.
deformacion plastica. efectica para. distintos c6digos.



CODIGO Radio final Long. final Max. e"
Este trabajo 7.11 21.47 3.09

NIKE2D 7.07 21.47 2.97
DYNAW 7.13 21.47 3.05
DYNA3D 7.03 21.47 2.96

LIU 7.15 21.42
PONTHOT 7.12 21.43 3.13

Es importante destacar que no existen paracticamente referencias en la literatura del empleo de model08
hipere1asticos ni en este tipo de c6digos, ni en esta clase de problemas. A manera de ilustracion se indican
los tiemp08 de de CPU aproximad08 requerid08 para el anaJisis en diferentes ordenadores: CONVEX C-3
1000 seg; CONVEX C-1 3000 seg; PC 486/33Mbz 6000 seg; PC 386/25Mhz (con coprocesador) 18000 seg.

1.·\ '

CONCLUSIONES

En el trabajo se han presentado<l08 elementos de un modelo constitutivo capaz de tratar s6lidos sometidos a
grandes deformaciones. El modelo resulta totalmente consistente con la Meca.mca de 108 medios continuos,
y au implementaci6n numerica es muy sencilla. Por otra parte el modelo permite tratar condiciones de
contorno del tipo contacto y friccion.
El modelo ha sido ensayado mediante problemas no lineales complej08 tanto en regimen estatico como
din3.mico. En muchos easos estos ejempl08 incluyen efectos de eontacto y fried6n. En tod08 estos problemas
se han obtenido excelentes resultados eon un esfuerzo computacional generalmente pequeno.

Los autores agradecen a Fernando Flores su vali08a eolaboraci6n y utiles discusiones acerca del problema
din3.mico. Este trabajo ha sido financiado parcialmente por la Comisi6n de Investigaci6n Cientifica y Tecnica
del Ministerio de Educaci6n y Ciencia de Espana y el programa BRITE de la CEE bajo contrato RI1B-0246-
CEL, a quienes se agradece el apoyo recibido. CGG agradece la ayuda de viaje otorgada por 1&Universidad
Politecnica de Cataluiia para la presentaci6n de este trabajo.
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