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Be presenta un nuevo _todo para resolver en forae aimulUnea 1•• eeua-
cion.. que gobieman loa probleaa. e1atohidrodinamicoa. E.ts .etoclo
esta basado en la tecniea de elementos finitos, el metodo de ••¥tan y
el procecHmiento de continuaci6n de priaer orden para sequir en fOrmA
eficiente el camino de soluci6n a 10 largo del paraaetro de continua-
cion.
El metodo es aplicado al problema de contacto lineal resue1to original-
mente por Dowson y Higginson [1); la posici6n desconocida de la fronte-
ra de salida de flujo, esto e. la 'frontera libre', es tratada coao una
inc6qnita adicional y •• determineda conjuntamente con las restantes
variables.
Se reproducen loa resultadoa de Dowson y Higginson y se eviclencian DUe-
vas caracteristieas de este clasico problema.

ABSTUCT
A new method for siaultaneously sOlving the governing equations of e-
lastohydrodynaaic probleas is presented. This _thod is based on the
finite element technique, the .ewton's .ethod and first order continua-
tion procedures to efficiently trace the solution path along the conti-
nuation parameter.
The method is applied to the line contact problem firstly solved by
Dowson and Higginson [1J; the unknown location of the flow exit bounda-
ry , i.e. the •free boundary', is handled as an additional unknown and
is determined together with the remaining variables.
Dowson and Higginson's results are reproduced and new featur_ of this
classical problem are disclosed.
IJlTRODUCCIOJl
Los sistemas elastohidrodlntaicos son aquellos que presentan en forae
simultanea e interactuante, feno.enos de flujo 4e fluidos y deforaacio-
nes elasticas •
Son numerosos los ejemplos de fenamenos elastobidrodinamicos que
ocurren tanto en procesos tecnol6qicos coao en bechos de la vida dia-
ria; por citar algunos podemos mencionar diferentes procesos de recu-
brimiento (coating) especialmente los relacionados a recubriaiento de
papel, articulaciones aecanicas y componentes de maquinas, sello& meca-
nicos, cojinetes, etc. Otro& fenomenos tan diversos como los procesos
de lectura y/o grabaci6n de cintas magneticas, 0 el tuncionaaiento de
las articulaciones de seres vivos, estan tuertemente influenciados por
fen6menos elastohidrodinaaicos.
En general, el anAlisis riquroso de estos procesos ha presentado serios



inconveniant_: 1_ dificultad •••• oriqinan an que •• debe resolver
la. ecuacione. que gObieman un flujo s trsY~. de canales cuys confiqu-
raci6n e. desconocida: _ta confiquraci6n dependede las detoraaciones
elastica. que sutren ls. paredes del canal cOJllOprodueto de la presi6n
bidrodinimica deaarrollada por al lIIi_ flujo. En ciertos problema.,
ca.o el que se trata en uta trabajo, no aolo no •• conoee la altura
del pasaje 0 canal .ino que taapoco .e conoce la posicion da la tronte-
ra dond. el fluido sbandonaal .iste.&.
En sintesi., 1_ dificulta~ en la reso1uci6n de 108 prob1eaa. elasto-
hidrodinnieos devienen fund_anta1.-nte por e1 acopl_iento de los dos
fen6aeno. present_ (flujo y defonwlci6n elastica) que se traducen en
un .ist ••• de acuaciones qobernantes altamente no lineal y que debe ser
resuelto en un dOlllinioa priori desconocido, •• 10 que se conoee como
problema d. fronter. libre.
En esU trabajo •• presenta una lIIetodoloqiade soluei6n que trata en
forma .iaul~ al sistellla de ecuaeiones, a _ condiciones de
eon~orno y a 1a frontera que define _1 dolll1nio. Para evaluar esta
_todoloqia •• 1&aplica • un slst... que he .ido y .iqu_ siendo Objeto
de aMlisis, dicho sisteaa _ el eojinete de frioei6D cuya lonqitud
axial es ~cho aayor que la lIIaqnitudradial y que •• 10 denolllinaaeade-
lllic:amentacon el DOIIbrede eontaeto lineal.
A eontinuaei6n se detallan las eeuaciones y condiciones de contorno que
gObieman el problema de contaeto lineal y •• resenlm las tec.!uce.s
desarrol1&das besta .1 presente para loqrar au solueian. Lueqo se
resume la _todo1oqia empleadapara fina1.aente presentar los resultados
Obtenidos y las conc1usiones.

COIIIo ya Bedijo, este probl ••• considera el caso de
friecien cuy. longitud axial es lIIucho•• yor que au
el10 implica que una aproximaci6n aceptable para el
siderar perdidas laterales
nu1as y presi6n constante en
la direcci6n axial 10 cual
transforaa a1 problemaen u-
nidiaensional. Ade.as,la g80-
_tria del contacto puede re-
ducirse a un proble.. equi-
valente [3) compuestopor un
cilindro y un plano aeparados
por un canal de flujo eoao sa
lIluestra en la fiqura 1.
E1 radio del cilindro equiva-
lente .sta dado por:
R - n n/(n t 0). dande n p~._.~ 0'
y ra son 10s radios de los -- !
cilindrOlJ del contaeta oriqi- n•.1: _tria _J_J_to _I •••,_
nal y el signo menos•• ap1i-
ca cuando un cilindro •• interior a otro. Se considera ademasque e1
fluido as ineompresible y sa desprecian 10s efectos termicos.
Teniendo _ cuenta la. bipOtesis ya enunciadas, 1.. ecuaciones que
9'Obiernanel fenaaeno son:

un cojinete de
dimensiOnradial:
ana1isis es CQD-
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La ecuacion (1) es la conocida ecuacion para flujo de lubricacion [15]
donde el gradiente de presion _ funcion de la altura de canal Chlxl)
siendo 'c· el valor de altura de canal donde el gradiente de presion se
anula. La ecuaci6n (2) sumistra 105 valores relativos de desplaza.iento
de un solido semiinfinito cuando es ectuado por una carga producide
por una distribuci6n de presion plxl arbitraria (3); -L es el extremo
izquierdo del dominio Cver figura 1) el cual es fijado arbitrariamente
con la unica condici6n que en dicha zona el canal sea 10 suficientemen-
te grande como para asuair un valor de presion nulo. £1 otro extreao de
inteqraci6n Ci) corresponde a 1a frontera de salida del flujo, su posi-
cion es desconocida y debe determinarse Cal igual que Vol por las con-
diciones de contorno.
El sistema de ecuaciones sa complete. con la ecuacion que relaciana 105
desplazaaientos con las altura. de canal de flujo. A tal fin as usual
aproxilllarla superficie del ciline:troen el entorno de x - 0 por su
parabola aproximante : x21 2 R. De tal forma la tercera ecuaci6n resul-
tal

Una alternativa al siste.a de ecuaciones dado por (1)-(3) surqe al
inteqrar Ie ecuacion (1); si la viscosidad es constante dicha
inteqraci6n produce:

x h - C
p1.d - 6 U "II J --3- dx + pl-LI (4)

-L h

Las condiciones de contarno que 5e ap1ican al sist_ de ecuaciones
(2)-(4) son:

x - -L Plxl- 0
x X Plxl dp/dx - 0 (5)
x - 0 hhd - Yo

Las condiciones de contorno (5) proveen las ecuaciones que permiten
determinar C, Vo , i de la siguiente forma:
-Dado que Ie presi6n es nula en -L y i, de Ie ecuacion C') se obtiene:



2 I Ir
VII - --- pet) In (- t)2 dt

1r E' -L

-Final_te. siendo dp/dxli - 0 la ecuaci6ft (1) indica que )u;, - C Y
reeapl&zandoen 1&ecuaci6D(J) _ tie •• :

i - [ 2 Ii (C - v(;, - y )] va (8)o

Las ecaaciones y condiciones de contarno (2)-(8) definen total •• nte e1
probl... isoviscoso. si el lubricante, coao ocurre generall1lente,
presenta una caracteristica piezoviscosa donde la viscoaidad puede
expresarse en tunci6n de la pr_i6ft COllO 'It - 'lto•ex• ,donde 'lto .a la
viscosidad a presiOn &abientey « es el coeficient. exponencia1, puede
delDostrar_ fkil_te que _ recupera la ecuaci6n de lubricaciOn
isoviscosa (4) ai •• define una presion reducida (q) tal que:

p - - (l/ex) [In (1 - qa)] (ver [3])
l"inalaanta re-plazando est:a expresiOnde la presiOn en laa ecuac:ionea
(2) y (7) se obtiene el sistema de ecuaciones que gobiema el prObleaa
de contaeto lineal en condiciones piezoviscosas y del cual &8
Obtuvieron108 resultados que _ presentan en este trabajo.

T'I:ICJ(ICAS DE SOLUCIOII DESAUOLLADAS

se describen aqui en formabreve las distintas tknicas _plead_ basta
el presente para resolver el problemaplanteado, senalando sua desven-
taj_ y 1iaitaciones.
La t:ec:::aicaconocida coao 'SOlucion inversa de 1&ecuaci6n de Reynolds'
desarrollada par Dawsony BiCJ9inson[1]-[3] _ quizas la mas conocida.
Esta besada en el uso de la distribuci6n de presion producida par la
tear!a de Bertz para contacto seco; dicba distribucion, lev_nte co-
rreqida, se utiliza para calcular el canal de flujo a partir de la _
cuaci6n de ReynoldsY • partir de la ecuaci6n de deformaciones. si 108
~ __ i calculados DO son coincidentes _ genera un proceso itera-
tive de .-timacicin y correcci6n que conve~ a cargas elevadas y que he
dado 105 resultados .as representatives a e_ nive!. Sus desventajas
son: el excesivo trabajo off-line del operador y el nacesario buen jui-
cio para proceder en la est.illlaciony correcci6n; su aplicacion estli.
restrinqida &1rango de altaa presiones.
Po8tarioraente s. desarrollo la denoainada 'SOlucioD directa de la
ecuacicinde ReynoldsI [5], [6]. En esta •• todoloqia se supane un canal
de flujo para resolver la ecuaci6n de Reynolds, la distribuci6n de
presion obtenida es introducida en la ecuacion de deformaciones para
hallar el perfil del canal deforaado, si este y el supuesto no coinci-
den se carrig. la estiaaci6n y s. reinicia el proceso hasta alcanzar la
converlJencia. Las desventajas del metodo son similares al anterior y
solo converge a cargas bajas.
A aediados de la decada del setenta Rohdey Ob [7J , [8] presentaron un
tratallliento unificado del problemade contacto lineal. Fue el pri_r
intento par resolver en forwa silDultanea las ecuaciones del probl•••
utilizando la tecnica de elementos finitos con funciones de prueba de
orden superior tales comolas cUbicas de Hermite y cUbicas spline; los
autores aenalaron problemasde converlJenciaa altas presiones y desca-
lificaron las funciones de prueba lineales para dar un esque•• cover-
gente de calculo. £1 trataAiento de la frontera libre del dominio _



realize tuera del lazo de iteracion de aanera que en cada una de ellas
se resolvi6 el problema en un dominio pertectamente deluitado; los
resultados arrojados por este metodo no alcanzaroft loa .axiaoa obte-
nidos por Dawson y Hi99i~ [1].
Recientemente Hall, Savage, Myers y otros, en una seri. de trabajos [9]
[10] [11] [12] han presentado una soluci6n s.aianalitica del problema
de contacto lineal. Sata tecnica se basaen una solucion en serie de
laa ecuaeiones de detormaciones (ee. 2) la cual es obtenida a traves de
la teoria potencial. Esta ~luci<m penaite expresar la distribuci6n de
presi6n en una serie infinita de polinoaios de Chevishev. La satisfac-
ci6n de la ecuaci6n de Reynolds y sus co.ncliciones de frontera genera un
siste_ no lineal de ecuaciones de donde se obtienen 1011 coeficientes
de la serie. Este .etodo •• util solo a carqas aodera4as y altas porque
eata basado en el contaeto seco y no es capaz de reproducir los picos
de presion que se gene ran a la salida del canal.
La metodoloqia de soluci6n que aqui se presenta tiene su origen en la
solucion de problemas con interface liquido- gas y especificaaente en
la soluci6n del proble_ elastohidrodinamico del recubridor de hoja
flexible [4]. Este aetodo Be caracteriza por:
-Adecuada adimensionalizacion del sistema de eeuaciones qobernantes.
-Solueion simultanea de dieho siste •• de ecuaciones incluyendo entre
ellas la ecuacion que detenaina la posicion de la trontera libre.
-Uso de una discretizacion adaptativa, es decir que se aoditica de
manera automatica en cada iteracion de acuerdo a la posicion de la
frontera libre. En el presente caso la discretizacion adaptativa se
utilizo solo en parte del doainio (para valores de x > 0) aientras que
en el resto se mantuvo fija.
-Uso de la teenica de elementos finitos, la cual es suaamente
cuando debe trabajarse con diseretizaciones adaptativas.
problellla de que se trata se utilizaron tunciones de prueba
dado que no se necesitan de aayor orden de continuidad.
-Uso de una teenica adecuada para tratar por aedio del aetodo de ele-
mentos finitos el operador integral de la ecuaci6n de Reynolds [4].
-Integraci6n por cuadratura de Gausa para obviar la singularidad que
presenta el integrando de la eeuaei6n (2) cuando x - t.
-Utilizaci6n del metodo de Newton [13] para loqrar solueiones del sis-
tema diseretizado en un nuaero adecuedo de itereeiones (a 4).
-Uso de tecnicas de continuaci6n parametrica de primer orden para obte-
ner soluciones en foraa eficiente en el espaeio paraaetrico y para
asequrar que 1155 estimaciones iniciales caiqan dentro del radio de
converqeneia del sistema iterativo empleado [14].
-Uso de teenieas adecuadas para aortear puntas singulares a 10 larqo
del camino de continuaeion (puntas de retorno).
Un detalle de todas las tecnicas aqui enunciadas, y que no pueden ser
explicadas en 115 extension de este trabajo, son expuestas en [16].

adecuada
Para el
lineales

RESULTADOS
El algoritmo numerico, coditicado en lenguaje FORTRAN 77, tue ejecutado
en una eOlllputadora VAX VMS versi6n 4.7 que posee el centro Regional de
Investigaci6n y Desarrollo de Santa Fe (CERIDE).
A los fines de evaluar la aetod01oqia propuesta se intent6 reproducir
loa resultados obtenidos por Dawson y Hi9ginson (1] quienes utilizaron
los siquientes valores (diaensionales) de los para.etros que definen el
siste •• :
R 1,981 a "0 - 0,137 Pa seg Io't - V2 0,3 U - 1,96 a;seq



El dominio sa discretiz6 utilizando 68 nodos, 36 de loa cual.s tueron
distribuidos liesda el centro del doainio bacia la zona d. entrada del
f1ujo y 108 r_tant_ 32 fueron \1bicadoa en .1 lado opuesto. x.o.
priJaeros 36 aon fijos .i.ntr_ que 108 r_tantes _ aee-oclan it.raci6n
a i teracion en funcion de la posiciOn da la frontera de _lida de flu-
jo que _ desconoc1da.
El •• t:odo iterativo utllizado CRewton)aecesita de una 88tiaaciOn
inieial de loa valoi-e. de laa variabl_ y dleba esti:aaei6n debe aer 10
suficien~nte aproxblada a la aoluci6n para que .1 •• todo converja.
Par tal razon, 1a priaera .uuci6n obteDida corr_poncli6. a una _para-
cion ClODIIiderab1.eentre loe COIIpOIWDtess61iew., dieba aeparaciOn (Yo)

es aed.ida _ al centro del dOllinio • iJlplica que a. obtendran valor_
allY pequenos de p~iones y defo~ciones por 10 que la inicializacion
_ trivial. tJna YeZobtenida la priaera soluciOn .e di_inuye la apro-
xi:aacion entre 1011ccmponent_ s61idos: •• util iza el procediaiento de
continuaci6n de pri_r orden para loqrar una ad.cuada eatiaaci6n de las
variabl_ para .1 nuevo _tado del aisteaa y •• obtiene una nueva solu-
eiOn. Este procecU.ieato _ exitoso aieapr. que la variaci6n del para-
_tro de continuaci6n (en _te caso la aproxi_cion entre loa .olidos)
no ••• exaqarada. En 108 ~l tados aqui pre_ntados la variacion del
paruetro de continuaci6n •• flMlrII9U1andoen forae externa de .anera
que al _todo de Newtonconva~i_ an aprox~damente cuatro iteracio-
nes, _i _ que el paso del paruetro cUsainuyea .adida que Be encuen-
tra zonas donde :l.acomreJ:'98I'Cia•• .as dificult~ y sa aqranda en el
caao opuesto.
La fiqura 2 au.stra la diatribuc16n d. presiOn y la al t1Ira de canal en
tunci6n del daainio: 1_ cuatro curvas indicadas coao a, b, c y d tu.-
ron abtenidaa en e_ orden y _ corresponden con 108 resul tados presen-
tadoe oriqinal_nte por Dawsony Bi99inaon [l}. La concordancia de UI-
bos caajuntoa de resultAdos es excelente excepto por el pequenoy aqudo
pico de presi6n (curvas c y d) que ocurre en laB cereanias de la fron-
tera de _lida de flujo y que _ deba a 1a abrupta restriccion del ca-
nal en ••• reqi6n: en 10s resultados de Dawsony Jliqqinson [1] dicbos
picoa no tueron detectados .
Es interesante .XUIinar coao eYoluciana la ca~a por unidad de lonqitud
soportada par .1 cojinete a lIedida que el canal de flujo se reduce.
Esto _ auestra en la fiqura 3 donde se ob_rva que partiendo de.de un
valor de Yo cercaDOa 0,5 1. ca~a sopertada aumenta lentaaente y en
forma casi lineal, en dicha regiOn las presiones son bajas y el cojine-
te •• COIIpOrtaco.o riqido .ientras .1 flujo ea aproximada.ente isovis-
coso. Sin ellbarqo, en 1•• cercani.s de Yo • 0,38 el cOllpOrtaaientodel
.t.t- c:aJlbiaabruptaaente, el lUlCbodel canal en lC- 0 alcanza pri_-
ro un ainiao relativo y lueqo un uxJ..o relative coDStituyendo10 que
_ denoaina des puntos de retorno consecutives: esta particularidad _
observa claramente en la a.pliacion de la zona referida que Be inserta
en la .i ••• fiqura.Esto siqnifica no solo que las deforaeciones COIIien-
zan a ser siqnificativas sino taJlbien que la aprolCiaaci6Dde 105 el _
_ ntos s61idos en lC- 0 no es aonotonica.
Par otra part., dlebos puntas de r.torno pre.entaD inconvenien~ de
tipa nuaerico dado que .1 jacobiano del siste •• de ecuaciones tiend. a
hacerse sinqular a medida que nos acercamos a ellos. Queel jacobiano
•• tOmB cada v.z .as sinqular ae avidencia en la variacioD del parame-
tro Yo que deba reducirse a medidaque nos acercaaos al punto de retor-
no: ain eaba~o no .e puede trasponer dieba re9ioll .i no sa Hce uao de
una tecnica _pacial: la aqui empleadecon.iatio en callbiar el paraae-
tro de continuacion y utilizar comotal el ancho de canal en una zona
donde el acerca.iento entre ambassuperficies 561ida. as aonotonieo.



Casi inmediatamente despues de los puntos de retorno se ubica la solu-
cion de aenor carqa presentada por Dowsony Higginson [1) donde ya
existe un comportaaiento netaaente elastohidrodinaaico y que .e senala
con <a>. Entre ese punto y hasta que YoalcanzA un valor de aproxi-ada-
aente 0,28 la carga soportada auaenta en tor-. lenta pero constante
indicanc10una acentuada reduceion del espesor del canal aientras que 1a
presion hidrocUna.ica no awaenta en 1a ais_ proporcion.
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Para val~ de Yo••_ores que 0.28 la C&r9acomienza a crecer nipida-
mente, ello Be debe a que pequenas disminuciones del canal de paso pro-
ducen aumentos••uy importantes en Ill. presion desarrollada por e1 flujo
Ill. cual es a au vez realimentada por .1 incremento de viscosidad.
En la figura 3 se indican cuatro soluciones. tr_ de el1as en Ill. zona
de 10s puntos de retorno y Ill. r_tante antes de 10s mi&1lOs,para 10s
coales •• lIIu_tra en la fiqura 4 10s canales de flujo correspondientes
entre S - 0 y S - 0,6. Se nota claramente que las altnras de canal dis-
ainuyen cuando Ill. carqa adimensional se incrementa deade 0,1561 a
0,2478; sin eabarqo, incrementos posteriores a valores de 0,3014 y
0,3859 producen un incremento en Ill. secci6n de flujo. Est. fen6menoque
parece indicar el limite entre Ill. region de comportallliento rigido-
isaviscoso y Ill. r89i6Dde comportalllientoelastohidrodinamico, se _gni-
fica para 0 < S < 0,5.

COIICLUSXOII

La _todol09ia de soluci6n propuesta para sistelllas elastohidrodinami-
cos, baaada en el WIO del metodo de elementos finitos, iteracion de
Newtony continuaci6D parametrica de primer orden permite resolver en
forma s~tAn.. las ecuaciones que qobiernan el flujo de fluido y las
deforaaciones del s61ido con las condiciones de contorno apropiadas.
£1 metoda ba sido t_teado con .1 c1asico problama de contacto lineal
para el cual •• han desarro11ado distintas tecnicas d. solucion y cuyas
caracterist1cas han sido resumidas a1 coaienzo de este trabajo.
Es indudable que e1 a4todo aqui presentado .uestra considerable. venta-
jas sabre las d_arro1ladas hasta e1 presente, en pri.er luqar •• e1
Unico que he qenerado resultados en todos 10s ranqo. de presion ya que
no solo ha reproducido 105 resultados de Dovsony &199inson[1J sino
que los ba extendido hacia regilDenesde carga extremos [161. otra ven-
taja sobre 10. metodosde soluci6n inversa y directa de Ill. ecuaci6n
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de Reynolds es que, dada una estiJIacion razonable de la solucion, el
algoritmo es ejecutado con total independencia del operador; no sucede
asi con los metodos mencionados anteriormente.
El uso de las tecnicas ~unciadas en la priaera parte de estas conclu-
siones acopladas a una discretizacion adaptativa peraite resolver el
sistema de ecuaciones completo -'incluyendo la localizacion de la fron-
tera libre - en forma simultanea.
Las solueiones obtenidas auestran que en una extension considerable del
dominio el canal de flujo no siempre se reduce al aumentar la carqa
soportada por el cojinete, aAs alln, para ciertos val ores de carga el
aumento de esta produce incrementos de la clistancia que separa a 105
componentes solidos. si bien este efecto ha sido detectado para otros
sistemas elastohidrodinamieos [4] para el problema de contacto lineal
parece no haber sido percibido.
En sintesis, el metodo presentado ha demostrado ser superior a 105 de-
sarrollados previamente y en el futuro inmediato se procedera a optimi-
zar el algoritmo computacional, aspecto este que no tue tenido en cuen-
ta hasta el presente dado que el objetivo era aostrar la capacidad del
metodo para analizar sistemas elastohidrodinAmicos.
1I0MEJlCLATURA
h: altura de canal de flujo
p: presion hidrodinamica
q: presion hidrodinamica redueida
r: radio de 105 cilindros
del contacto original
t: coordenada
v: detormaeiones de los 861id05
en la direccion (y)
x: coordenada
x: frontera libre del dominio

yo: altura de canal en la linea cle
centro
c: altura de canal donde e1 gra-
diente de presion es nulo
E: .odulo de elastieidad
B: altura de canal adimensional
L: longitud del sector negativo
del dominio
R: radio del cilindro equivqlente



S: coordenada adimensional
U: velocidad tangencial del cilin-
dro equivalent.
Vo: variable que •• tis face la con-
dicion de contorno de laa defor-
_cionea
Yo: altura de canal adbaenaional
en la l1nea de centro (IHlr"'tro
de cont1nuaci6n adiaensional)
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«: coeficient. de preai6n para la
viacosidad
1/: viscosidad del lubricant.
de.,.ndiente d. la pre.iOn
'110:viaco.idad del lubricant. en
condicion_ U1biental_
v: lII6dulode Poiason


