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KRESUMEN

Seomdmupl‘&mdetzposwkuc-hﬂ-m-—(u,.l,-‘)y p, defimidas
e Q, de manera que satisfagan las siguientes condiciomes:

~ v+ Vp+wA u=f -,
(P)
div(n) =0 -, sp =4,
donde @ C R® e un domini tad o fromtera I reguias, » > 0, f = (; , 1, , 1)

y w—(',,-,,-,)n-fumqudand:ﬁ-d.aﬁ_

Sedu:nhcundgm&-ola&wu. p.(leN)qumva'eshnheuu,p atnvudeh
variacional de (P) “ bguita u. Se obli a
formulacion variaciosal mixta

ABSTRACT

We ider a Stokes-like peoblem with wnk famcti . = (8, , %, , uy) and p, definad in
€2, such that they satisfy the following conditioas:

~rvAe +Vp+wAuw=T emQ,
P
div(u) = 0 -, y =46,
T
where Q@ C R® is 2 bounded and domain with a regular bowsdary T, »>8, f = (f, , f, ,
f3) and w = (w, , w, , wy) are functions defined in Q.
Weducnheulmundpn&m\ p.(neﬂ)thuu- e ‘o the solutios u , p
through the variational & ag 4o the unk fumction u. We alse oblain the
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1. INTRODUCCION

Se considera un domimic € C R® acotado y con fromt r L Dadas las funciones

-5

f=(f,00f3)€ V= H® con B=L}D) y w=(w,, w,,w;)€ W’ coa W = L°(Q) y la constante pasitiva
» > 0 s quiere hallar las funcioness w=(u,, w;, uy) y p, definidas en Q, de manera que satifagan las
condiciones de ua problema de Lipo Stokes, es decir [Tal] :

—rAe+Vp+wA a=f ad,
®
div(u) = @ enQ, s =9,
doade A rep o producto vectorial de vectores ea B y div es o operador divergencia.

Siw =0, (P) es ¢l problema clasico de Siokes que describe el movimicnto de un fluido incompresible
viscoso en el dominio Q0 y tido a una densidad de fi exteriores { bajo la hipotesis de que dicho
movimiento e lento. En este caso, u es la velocidad del fluido, p e la presion y » e la viscosidad.

En o pr bajo s obi los siguient ead
() Existencia y wnicidad de In formulacibn variacioaal del problema (P) , correspoodiente 3 la
funcioa icdgnita u. Obtencidn de la presiéa p, & partir de dicha fermulacion variacional.

{(ii) Descripcion de un algoritmo itexativo uy , py (8 € N} que cobverge fuertemente a la

solucion u , p.

(i) Obiencion de la formulacibn variacional mixta del problema (P).

II. FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA (P).

Se consideran loe siguicat sou funcioasics y sot
1 _ . v L
!(ﬂ)—{vel/vxi—&—ieﬂ.Vn—1,2,3}.

w@) ={ver@/v =¢, B=L@),
T

m (mv) = {u, vy = J wvdr, =g = (o Vg
]
3
Wiy = ( 3 el )1/2 . v = (ot + D)2,
i=1

vi=B, V,=(EH®@), V=@ .

Sobre e espacio H1(R) , isi, y o1, s00 dos nornas cquivalentes, es decir existe una coastante positiva C =
C(Q) > 0 de manera que (desigualdad de Poincare):

)} wh <oty € Civiy , ¥ v € BUD)
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Aract. 1 : amiemt

Yy g

- O | 3 1
("")V‘=‘il(';v'i)‘ , m]=('-')n=(?__‘irir)n'

Los espacios V, ¥y V, son espacios de Hilbert com los p

)]
(’.’,v)vf g (= "-)l‘(n) . IFL= W‘v,= (V,V)Vf (gl'i': )lﬂ .

donde B = (uy, 8z 83) ¥ V = (¥, %30 ¥a) . Sobre d espacio V se tiene la siguiente semi-norma:
“ =h = ( gmp’ )"2 v V= uve)

que sobre V resulta ser equivalente a boty , o docie:
® 3e>0/Fh<tVh=(FE+ 198 ) <c 9, vF = v eV

NOTA.— Por conveniencia en Ja bpolacion se evitara colocar s  flecha para s
vectores, excepto en Jos casos en gue pueda kaber coafusion.

A continuacion se hallara Ja Won vaziacional, correspondiente a la funcios incognita u .
TEOREMA 1.~ Si u,p s la solucion del probi (P) eat u e solucion de la siguient
variacional:

(6) aw,v)=ULv), YveK , ek
donde

K = {v € V / div(v) = 8 en 2} convexo carrado de V,

) 2o v) = V) + a9, U = [ Tovas,
Q
a,(u,v):yi Vu, e Vy, dx , a,(u,v):jw-(nkv)dx.

Demostracion. — Si se hipli 4 s ion dif ial de (P) por o vector v € K, se integra.
en el dominio QQ, se utilizan los siguicntes reswitados:

(8) JVp-vdx:-Ipﬁv(v)dx:l,VvGK,

3
(9 JA-.vﬁ:—ZIVuionihz—};,(.,"),V'EK'
Q =1y

se deduce la ecuacios variacicsal {6).
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Obecrvacion 1. — 1 e wna forma kineal sobee V, a, oo una forma bilincal y simétrica sobee V x V, &, &
mna forma bilimeal y antisimnétrica sobee V x V y a2 = a, + a, s una forma bilinesl pero mo simétrica
sobre ¥V x V.

TEOREMA 2— SifeV, y we W et ™ + inciemal (§) ticwe uma @nica solucion
wek

Demostracide .~ Si £ € V, estoaces la forma lineal L o5 continua sobee V; i we W'-lonoaa‘ya,wn
dos & bilineal ti sobre V x V y ademis la forrs bilimeal a @ V —eliptica o coercitiva sobre
V, e decir

(19) 2(@mN) 2550 L vTev,

donde ¢ > § & la constante que ap es la desigualdad (5). Por ende, la existencia y unicidad de solwcié
dela ibe variacional (6) s deduce por apficacion del Teorema de Lions-Stampacchia [KiSt, St, Li,Ta2}.

Obeervacion 2.~ Ea lo iente a la regularidad de la selucion u se supondra que se tiene ol siguiente
3 _Ib 'I'JJlCi,G"Tq:

(11) fevV, » wek{}@@Q).

A 3 iom se va a obt la

presioa p a partir de la ecuacion variacional (). Sea e funciomal lineal y
coatinue S : V — R definido de la siguicate manera:

(12) SM =suv -y, Yvev,
donde L y 2 estin definidas e (7) y v € K e ia Gnica solucion de (6). Por otra parte, S tiene la propiedad
siguicate

‘J

(13) S(v)=6 , YveKcCV,
¥ adema N .

{14) S(v):(‘,v)vl , Yvev,

domnde g = - vAw+wAw-—f.

Teniendo ea ts la descomposicion del espacic V, [Te, La} se deduce que existe p € HY(Q) (amico encepte
coastante aditiva) de manera que se tenga:

(15) 'S(v)=j,av(v)¢..nev...,=_v,,
2
obleniindase de asta in propiedad siguicat

LEMA X - La presion p puede obi s Lzaves de la solucion w de la 30 iacional (§) y es Snica
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exceplo una constante aditive.

HI. UN ALGORITMO DE APROXIMACION DE LA DUPLA (u,p)

La descripcion de lo que siguc os valida cuando la dimension del RN e N =23,

Algoritmo: Se define una aproximacion uy , py (8 € N) de ia dupla u, p de la siguieute manera:
(i) Se da po € H'(D) ;
(ii) Si se copoce py € H(Q) (» > 0) s¢ calculaa:
(a) up como la bnica solucion del problema

(18) ~vAug + wAu, =f-Vp, en@, w/T'=10;
(b)pn“aedeﬁn,a(und&ndep.yde-.,dehligﬁeucmx
an Pags = Pu — £ div (ug) a O,

donde p € R es un adecuado parametro a ser elegido ad d

S

Observacign 3.— Dado py , la existencia y unicidad de la solucion ug del problema (16) surge en forma
andloga a ia realizada para la ecuacibn variacional (6) del peoblema (P).

TEOREMA 4.— Si e parimetto p€ R e clegido sufici poqueie para que satisfaga la
desigualdad
(18) n<,<2g" (N=123)

entonces Vg , Pu cooverges fuertemente bacia la solucién u , p del probiema (P) en (!l'(ﬂ))N y (L’(Q))N
respecti La geacia de py hacia p e excepio una censtanie aditiva.

Demostracion. — Sean vy = ug — w y qg = pu — P - Restando las ecusciones diferenciales satislechas por
¥, P Y U, Py, Yy teniendo en cucata que div(u) = § en Q, sc obtiene

(i) —vlvg + wAvy + Vg =0 a2,
(19)

(i) Gy = — pdivivg) e 0.
De (18 ii) se deduce
(29) Ral’ = Masal’ = 27 (qn . diviva)) — #7 div(va)f? .

Por otro lada, se Liene
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(21) (q  divvally = [ 0 div(va) ds = — [ Vag o va dx = = (Vaa , valy, -
Q 2

Si se multiplica escalarmente por vy la ecuacion (19i), se tiene en cuenta que (w Avg Jevy = § , se integra
en {2, entonces se deduce

() (Vau s valy, = v i} -

Utilizando (21) y (22) en (20), ¥ la desiguakdad

(@) five) < VN wy . v ve @@,
do N la dimension del espacio R™ (2 ¢ &), se obtiene
(20 Mal’ = japys’ = 2 @ v vall — pldivn) ) 2 222 - # N valy, 29,

al verificar p s desigualdad (18). Por lo tanto, ia sucesion { |qn|’) s decreciente y acotada inferiormente por
8, com lo cual existe su limite cuando » — oc . Eatonces, se deduce

(29) b lleal’ — jag4, 71 =0
y por ende, de (24) surge que
(26) .i_“jm Maly, = 0,

conlocusl ug —~u (l'.(ﬂ))" fuerte cuando u —+ 0o . Teniendo ea cuenta el resultado de regularidad
(11) we deduce ademas que Aug —~ A y wWAu, - wAu en(L’(ﬂ))Nl'ueﬂccuandol—ooo.

Teniendo en cuenta (19i) sc obtiene que Vpn — Vp en (LH2N)N fuerte cuando a — oo.

IV. EL CASO PARTICULAR N =2
Para ¢l caso particular en que la dimension del espacio es N = 2, se tienen que
u= (4,80 , w=(0,0,w) , f=(f,1,0)

(27)
o =wixy)  f=fxy) Yi=l2 , w=wxy)., p=pxy)-

La condiciém div(u) = 0 ea @ C RY implica la existencia de una fancioa escalar v de maners que w =
rotor(0, 0, 9) = VA (0,8, ¢}, e decir

3y

(28) ngziy s W= - =¥y
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Por otro lado, si se designa con » = (n, , By) ¥ 7 = (7, , 73) los versores notmnal y tangente a I' (v, = —
®y , T3 = D,) y utilizando e hecho u‘rzo,udedn«

.(29) g:ixu‘d—i,n,:-u,r,—-‘f,:—nor:anbmr,
(30) 3—:—’=ﬁf,+¢,r,= W;By + W, n; = uen = 0sobee I,
es decir
@an %‘f:o.¢=o arl,

debido a que la nuweva funcion incognita ¥ estara determinada salvo una constante al ser ¥ , por (30) ,
constante sobre T.

Si sc caleula el rotor de la ecuacion diferencial del probk {P) sc ded para ¥ la ecuacion de cuarto
orden siguiente :
(32) yA‘¢+Z%'—y—“'))=Fun,
donde
. ,
(33) F:Bx—’—-%, g(:‘ﬁ)zwl”—wyﬁx.

LEMA §5.— Si N = 2, entonces el problema (P) se reduce es encoutrar la funcion escalar ¢ = 9{x, y)
solucion del problema (32), (31) .

Obecrvacion 4.— Si w es constante en O , entonces la funcion ¢ satisface e peobl bi — armonico sigu
A'y=)F aa,

(34)

ﬁ:‘?:*:o sobee [,

sobre el cual se puede consultar [Gl, GIPY .

V. FORMULACION VARIACIONAL MIXTA DEL PROBLEMA

Sean 1a siguicate aplicacion:

(35) BV XE— R/ b, p) = [l s,
']
y el siguieate probl variacional mixto {Ci} : Hallar (u, 3) € V x B de manera que s satisfagas las das

condiciones siguientes:
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a(l,v)-}-h(v,l):l:(v) , YYvEV,

Mu, pg)=0, YuchH,

(36)

donde 2 y L estin definidos en (7).

Eatounces s tiene o siguient itade que relaciona d probi iacional (6) con o probl

TEQREMA §.— (i) Se tiene Ja siguiente equivalencia:
veEK © bv,u) =0, Vuel

(i) Si (w, 3) € V x H es solucion de (36) , entonces u e solucion de (6).

mixto (36).

te de wna

(iii) Si w € K es solucion de (6) , emtonces u pucde ser iderado como la pei
dupla (u, A} que s solucidn de (36).
{iv) Se tiene la siguiente equivalencia:

u, p e solucion de (P) <> (w, — p) es solucion de (36) .

Demostracion. — (i) Surge por definicion del product, lar en ¢l espacio de Hilbert H.

(i) y (iii) son corolarios de (i) .

(iv) La equivalencia surge leniendo ea la igualdad
JVpovdx:—deiv(v)dxd»Ip vendy =
@7) Q Q r
=—Jdiv(v) pdx = — b{v,p), YvEV,
Q

con lo cual, se tiene la relacion
(38) A= —p

entre las imcognitas A de (36) y pde (P) .

Observacion §. — La forma bilineal b es continua sobre V x H , obteniéndose

(39) ]s(.,,.))g)dav(v)q-wgJvalm, YveV ,YueHl.

LEMA 7. - (i) La forma bilineal y continua b satisface la coadicion de Brezai, es decit 3 by, > 0 de maners

que

(v, m)|

40
“0) vtv.pv#ﬂ '“V|

Zhois . Yuel.

(ii) of problema variacional mixto (36) tieme wna unica solucioa {u. A) € V x H [Br, Gi]
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