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RESUMEN
Sc 2, a0 3 1 L Ashil 'I A, & a Y Aner: 4. p -} * P
orden, asociados al analisis de problemas de control de sist ional det con
perturbaciones discretas dadas por procesos de Poi Se pi AD esq de discretizacién pama

su solucion numérica y se estudia la velocidad de convergencia de las miamos.

ABSTRACT

The analysis of control probl for piecewise-d inistic processes with jump perturbations with
Poissou distributions, is reduced 1w the treatment of weakly coupled systems of first-osder partial
defferential equations. We present in this paper some discretization schemes for the mumerical
solution of the system using finite element methods and the analysis of the rate of convergence.

1. INTRODUCCION

La nocién de solucion de viscosidad propuesta por Crandall-Lions en {5] para ecuaciones en derivadas
' de
un vector. E] factor clave para obtemer existencia y unicidad o la validez de ua principio de maxime.

parciales de primer orden, puede ser dida a s de ecuaci d do varias

Teniendo esto en cuenta se acd it lineales debil lados de ccuaci en derivad

parciales de primer orden, donde e acoplamients tiene una estructura tal que permite o uso de tecnicas
basadas en el principio del maximo.

Especificamente id el sigui i descripto en {8}

..i: si'(,) u;‘i(x, + i:ﬂ(x) ul(x) =f(x) ctxe (1)
k=1

i=1




donde es vilida la siguiente estructura para la matriz C, que garantiza la existencia de um principio de

maximo.

)< e AIveD 2)
f:cﬂ(x) 2¢>0 VYr=1,.m VYzxe0 3
=1

Bajo condiciones apropiadas de regularidad para los coeficientes f g C y para ¢ comportamiento del vector
g en 8 es posible prob Itados de existencia y unicidad para las soluciones de viscosidad de (1).

La interpretacion de este sistema esta relacionada com un proceso  estocastico de evolucion con saltos cuya
aparicion sigue un proceso de tipo Poisson.

Presentamos en este Lrabajo ua procedimi de comp sumérico basado en la aplicacion de la
aproximacion isterna del espacio de Banach C™7 por medio del método de los elementoc finitos. Se

muestran los resultados numéricos obienidos asi como extensiones de esta metodologia al tratamiento de la
modificacion mo lines] del s (1) intervini en los i de iones de Bellman (ver [9]),
asociadas al control de las evoluci alestorias jonadas anteriormente.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

2.1 Descripcion del Problema com Hocisonte Finito

Para simplificar la presentacion de los resuitados en este trabajo consideraremos el caso en que tanto los
cocficienies de descuento asociados al problems como las probabilidades de transicion de los procesos de
Poiseon intervinienies son independs del estado del sistema. Por o tanto e sistema de ecuaciones a

tratar tomars la siguiente forma:

n m
Qg S + S atulix) —uTa) —e'W'(a) + Fix) =8 caxe @ @
S
Sobre la misma, haremos las siguientes hipotesis
sa'>ae>8

* ) acotado en R®

. gi’ . I son funciones lipschitzianas. designaremos con Lg. Ly las respectivas constantes de
lipschitzianidad. En consecuencia g" f men funcicoes acotadas ¥ designaremos con M‘,
M’- las respectivas cotas.

* La solucion de la ecuacion diferencial
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¥ =60 (5)
YO =x

esti siempre contenida en Q, es deciz, ¥ (s) €2 Vs> 8

2.2 Representacion integral de la ecuacion de Hamiltoa-Jacobi

La solucion de la ion (4) es en general solo una funcion hbideriana y por lo tante debe ser entendida
como solucién de (4) en el ido de la viscosidad {5]. En ese caso es pesible demostrar que la solucioa
puede escribiree en terminas de la siguiente integral:

ao
oi(x) = j 5 (Fihm + 300 el & ®
0 =
donde
m
al= a'+2 )ﬂ 3]
=
t
i = x+ [e'ole & ®
0

es decir es la solucion de la ecuacion (5) con coadicion inicial y;(O) =x
Definiendo ¢ operador P: (C""(m)'“ - (c°"’(n))"

(P())(x) =

e

REX (Foke +,§': L) as ©
l;r

se tiene que ballar la soluciom débil de la ecuacion diferemcial (1) se reduce a determinar el punto fijo del
operador P en (Co(ﬂ))m.

2.3 Existencia y unicidad de solucibo

Teorema 2.1. El operador P cs centractivo en (C‘(ﬁ)). ¥ £ COMsccRENCIS, Posece wn wnico punic fye gue
brinda la unica solucion w del ls ecuacion (4).

Demostracion: Sean w, w € (Co(Q))m. cob fw] = max {l'l. F = 1.~..h}. donde

Vi = sup { iz} x € ﬂ}

o0
kPn¥ ) — ool < [ o .i; A ot - slotenl e <

. l:r
oc
< je*"‘ ix"lw- wld < fFiw- Wl < dAlw- W)
}=1
4

b
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g 8=l
= —r—

R Y 8= max {#, r=1,.m}

bvi s< 1, e

JP(w) ~ P&} < Biw — &

2.4 Reguiaridad de ba soluciéa
Notacion: Ses w € (C""’(Q))" , defimirnes

LL = s {[o'(0) - W@/ b-2l.x # 5, 5,8 €01 =1}
sicndo ademas

_ 7
l'lon—- ~ Le

Obecrvacidn 2.1. Kl operadar P es un operador afin de la forma

Piw) =A +Bw
m».um«(c"’(m)- defimida por:
o

W = [ flge
)
¥ B an eperador fineal definido par:

% <1,
(Bw)Y (x) = ]e*’ Pt .
] l‘;’,

Proposiciéa 2.1. Pare v < mm(l, ay/Ly) ¢l opareder P werifica la sipuiente propicdad

7= ma (67 -a") [ (6T- y1y)) <1

(19)

()

(12

(13)

(14)

(15):

(16}

an

Elkard-perdorB.yntmcmelopen‘ar?,ucnludmnﬂhm[,}.,ndtw

(s - Ao (o) - (M) - M) < wil_g e o

(18)

Demosteacics. Resningiremes la demostraciot pass I parte corrwpondiente al operador B, o resto se

obUene wsencialmente con & Mismw rasonamiente.
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KB (x) — (B3} < j 4% S ke - wlL )]
LI =3
en virtud de (15) y la continuidad de (5) con respecto al valor inicial x, se tiene

KB (x) — (B (3] < I a ‘Z Ll ok - L] @ <

l;!:r
gj "“):,\" nx-x:"d.<}"f,\"m. @~ 7l e - al”
=1
o 3! 1#£1

En consecuencia

KBOw)F(x) ~ (B &) < % Loy bx — 217

© sea, por definicion

Lg. < nld
o
Corolario 2.1. Pere wn clemento srbitrario w de (C’”‘(Q))m s¢ satisface
Pwe (@) vvex (19)
L < mer{ $/(1~ n) ¥ + 9 L:’.} - (20)
Corolario 2.2. La unice solscion v del la ccuscron (4) s un elemento de (C"'-’(ﬂ))-I y satisface
W< v/(l-w) (2
Corolario 2.3. Para un clemento arbitrario w de (C""(Q))" se satisface:
P¥(e) —u en la morma de (Co'.’(ﬂ))" 2
3. DISCRETIZACION EN TIEMPO DE LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN
3.1 Definicion de un esq de di isacion en tiempo
Definimos en relacion con la ecuacion dif ial (4) el siguiente esq de di izacion en tiemp
uf (x) = ¢, ( (ﬂx).q.i‘n:l af uL(x«Hag'(x))) b+ uf (x+hg"(x) ) ()
Iste
donde

G=Y(1+hé"y (20




Definiendo el operador M, : (c"”(n))" - (c""'(n))"‘

M) (x) = ¢, ( (t‘(x)+§'jl 2wl (x4 hg"(x))) B + WL x+bg(x) ) @3)
l;r

El problema discreto resultante toma la siguiente forma:

[Dclemi:cr el punte fijo del operndor M, en (c'(n))"] (26)

3.2 Existencia y wnicidad de solucié
Teorema 2.1. Pare y € man{l, ag/Ly) e Whr M, e contrectivo e (C"’(ﬂ))- 7y en
consccuencia, el problema (26) posee une wnice solucion %y Punto fyyo del operedor M, (25).

Demostracion: Es evidente a partir de (25) y repite esencial la técnica introducida ea [6], 10}, [11}.
3.3 Repr ioa explicita de la soluciba di
Inuwroduciendo ¢l sistema dinamico de evolucion discreta:
y:‘h(v-u) = y;'h(v) +h g‘(,-;"‘(y)). v =01, .. (27)
y;'h(°)=x.

Se tiene que la solucion de (26) es cquivalente a hallar ef punto fijo del siguiente eperador l’h

20
Py =0 3 6" (7)) + 35 4 o) (28)
r=0 I=1
t#r

Observacion 2.1. E} operador Ph es un operador afin de la forma
Ph") = Ah + Bh w (29)
. .. 0., \m .
siendo Ay la funcion de (C*7(2) )™ definida por:
oc
A fx) = h‘;ch’“ 1) (30)
¥ Bh up operador lineal definido por:

x,
By = b 3, 'S Wy ey (31)
r=0 }=1
I#¢
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Propogicion 3.1. Pare v < mm({l, ‘i:) el sperador P. verifice las siguientes propicdades
IB"L <8 m,

.
Ll <
A
7 v
LB‘US 2 le

£s decir ol operador By, y en comsecuencia el operador P, & contractive pare la sorma de (C"‘Y(O))-,

ye que
[(2at07@ - Py @) = (P @) - P& @) s 0 L] g ke — o’
, [Pat=) () = Py(#)"(2) | < B bw — il
. Jsu: Dkl cocncialmente las ticaicas cmpleadaa on I peopociciée 2.1 » I eraitimmes por
de brevedad.

3.4 Convergencia de las soluciones discretas

El operador de discretizacion arriba definido e una discretizacibn natural o intuitiva de la ecuacioa
diferencial (4) v es i di d rar su i 4 Porlu-,,"‘ de estabilidad analizadas
anteriormente e claro esp que sea bié gente; ca particular utilizando técni pleadas en
[6]. {16}, {11} es posible probar el sigui resultado (la demastracion completa esti aontenida en {12]).

Teorerna 3.1. Pars 7 < min{l, ao/Ly) es valida la acetacion sobre la velocidad de convergencia de las
solxcrones discretizadas

Ja T2 - Vi) < K 7 (32)
donde K es wne conslante imdependiente del paso de discretszacion &

4. SOLUCION TOTALMENTE DISCRETIZADA

4.1 Un enq de diacretizacion sobre G

Para obtemer resultados p ionales e h lizar ia di acion en las variables espaciales ¥
bt ¢ Lod ericos para caleul u{.Vi&h&cnﬁmﬁnahvm*sMowd-&W
de d finivos obt la solucién total discreta ul.
Secubceﬂconu{sj‘k),mhniﬁnde iangulaci egulares de Q. [ver detalics de ba definicion ea [7]).
Sobre {SF) consid o oonj (wk)'ahmmmm‘mgf.—umad
interior de cada simplex; e decir, b w’ e un demente Gnito lincal,

-




- 506 -

Definimos el operador MD:(W,)® — (W, )® de la siguiente forma:

Q
MBI = ¢, ( (f'(xinl_";"jx W i +agt ) b + -‘(xi+h¢'(xi)))

#r
Yi=L,..N (33)

Ei peebl sotal 10 di isado, que debe ser 1t ari .d‘v“

Probi Pl: E: trar el punie fio del opawrll'kl (34)
4.2 Existencia y unitidad de la soluciéa totalmente discretizada
De la definicion (33) es evideste observar que el operad H:- cti Q(W‘)'.pubq.eﬂ'zy
.ﬁmhldmumbhm-Pk.hmhmp&deu putads com la it ion simpl |'+l=
ME(e”) o resolviende di o sistema lineal ul = ME(uR) , (ver [11), para la discusin del problema
computacional).
Este de discretizacion e - la determinacion de ls velocidad de gencia estd

contenida ea [12].

5. EXTENSION DE LA METODOLOGIA AL PROBLEMA DE SISTEMAS CONTROLADOS

Cuando existen controles que modifican las velocidades ¢, las tasas de d y las densidad Aﬂ.n
tienen los probl de I optimo estocastico de sist Jomal é imisticos (ver (8], {9]).
En ese caso ls ecuacion (4) se transforma en:

n m
vuéi:{' (.2 gi'(x. v} g;u'(x) + Z )d[L v)(ul(x)—u’(x)) ~a'(x,v)uf(x) + fix, v)): [}
AR
(35)

El correspondiente probl total discretizado toma en este caso b forma:

(u2)(x;) = min {c,,tx-.v) ((f(,.,.)+i APz, v) (up P + " (1)) b + (u{')‘(x~+h¢‘(x-.v»)}

vevV 1 1 = 1 i 1
B E

(36)

Para este problema valen resultados de existe.cia, waicidad, velocidad de com i simil « los

correspondientes al problema anterior {ver [12]).

6. EJEMPLOS DE APLICACION
8.1 Ej o coa evoluci libres

Resolvemos un probl idi ional con los siguicntes dates
Q=10,1) m =2 gl(x) = x(x-1), *x) = —x(x-1)
fl{x) = sin(xedan) f3{x) = coa(xedet)

Se use una subdivision uniforme del intervale [0,1) ea 32 tes. Las funci u’, = obienidas s

ane

muestran en a figura L




—

e =

-3 o -3 "3 <D
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FIGURAS
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6.2 Ejemplo com solucion analitica

Resol un probi Mdi wonal con los siguicates datos

2 =Rl m=2 ¢ =z, Ex) = —x@x)

fi{x) = 4T (—0.25 + 0.25(1~x)), 2(x) = ¥X (8.5 — 6.5(1—x))

La solucién asalitica de este problems ex: w! =853 , ul= VX . En la solucion mumérics se web uns
subdivisioa wniforme del intervalo [0,1) en 35 scg Las fuaciooes ul, u? obtenidas, asi como ¢ error

con resp a la solucion anafitica (multiplicada per un factor 40) se muestran en la figura 2.

CORCLUSIONES

Se ha presentado aqui un procedimi de di izacibn para tratar éri te e probl de d

sistemas de ecuaciones de tipo Hamilton-Jacobi-Bell iados al control optimo de sistemas dinimicos
con trayectori ional deterministicas. Los esq de discretizacion resultan estables y la ve-
Jocidad de gencia para las soluciones totak discretas o de tipo k777, En virtud de I forma espe-
cial de discretizar o operad iado a las perturbaci de tipo Poisson del proceso, mo aparecea

‘ach de la velocidad de comvesgencia del tipo k}ln ki, usualmente obtenidas en la literatura del area
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